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К 90-летию нашего друга и учителя
Макса Айзиковича Акивиса

ПРЕДИСЛОВИЕ

k-тканью называют совокупность k гладких слоений на гладком
многообразии. Простейшие ткани — это сети на поверхности в ев-
клидовом, аффинном или проективном пространстве. Их обобщение
привело к наиболее широкому понятию — к многомерной ткани, об-
разованной слоениями разных, вообще говоря, размерностей.

В двадцатые годы 20 века В. Бляшке, Т. Томсен, К. Рейдемейстер
и другие начали рассматривать k-ткани из кривых и из поверхностей
с точностью до локальных диффеоморфизмов. Это наиболее широкое
отношение эквивалентности, при котором сохраняется лишь инци-
дентность точек и слоев, образующих три-ткань. Главным объектом
этой теории являются конфигурации, образованные слоями ткани,
причем теория криволинейных тканей является содержательной при
k > 2. Один из важнейших результатов того времени был получен
Томсеном в [Тм-1]: всякая криволинейная три-ткань, на которой за-
мыкаются шестиугольные конфигурации, локально диффеоморфна
тpи-ткани, обpазованной тpемя семействами паpаллельных прямых
(подробное доказательство приведено в § 1.6).

Обзор результатов того времени имеется в книге «Геометpия тка-
ней» (1938), написанной В. Бляшке совместно с Г. Болом ([ББ-1]), см.
также [БР-1].

С точностью до локальных диффеоморфизмов три-ткань вполне
определяется уравнением вида z = f (x, y), где f — гладкая функция.
Поэтому теория тканей имеет разнообразные приложения в разных
разделах математики и физики. В своей последней книге [Бл-1],
посвященной теории тканей, Бляшке писал, что «геометрия тканей
тесно связана с вопросами аксиоматического обоснования элементар-
ной и проективной геометрии, алгебраической теорией групп, теорией
непрерывных групп Ли, с проективной и алгебраической геометри-
ей, с классической и проективной дифференциальной геометрией, с
римановой геометрией и ее обобщениями, вариационным исчислени-
ем и теорией функций, с формами Пфаффа и дифференциальными
уравнениями, теорией расслоенных пространств». К этому списку мы
можем добавить теорию квазигрупп и луп, конформную геометрию,
теоретическую физику.

Изначально основная проблема теории криволинейных три-тканей
была связана с номографией и называлась «проблемой анаморфозы»:
найти условие на функцию f(x, y) (желательно в инвариантной фор-
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ме), при котором определяемая ею три-ткань эквивалентна прямоли-
нейной три-ткани. Эта задача связана с возможностью представления
функции двух переменных одной из наиболее простых номограмм —
так называемой номограммой из выравненных точек. Задача оказа-
лась необычайно сложной, и полностью была решена совсем недавно.
В сокращенном виде ее решение приведено во второй главе. Кроме
того, в этой книге мы приводим решение и некоторых других проблем:
проблемы Гронвола об эквивалентности прямолинейных тканей, про-
блемы Бляшке об описании всех регулярных тканей, образованных
пучками окружностей, и некоторых других.

Проблемы, связанные с номографией, были сформулированы в
конце 19 — начале 20 века, и с тех пор стимулировали развитие теории
три-тканей. В дальнейшем это развитие затормозилось вследствие
сложности указанных выше номографических проблем, и увлечения
многомерными тканями. В итоге теория многомерных тканей ста-
ла интенсивно развиваться, а теория плоских (криволинейных) тка-
ней долгое время оставалась в тени своей несомненно более богатой
геометрическими фактами многомерной «соседки» и развивалась не
столь интенсивно.

Настоящая книга восполняет указанный пробел. В ней собраны все
содержательные результаты, полученные по теории криволинейных
три-тканей за последние 50 лет. В этой книге мы используем некото-
рые результаты монографий [АШ-3] и [АШ-4], посвященных теории
многомерных три-тканей, и детализируем их для плоского случая.

В первой главе рассматриваются основные понятия, связанные с
три-тканью. В частности, подробно обсуждается вопрос о границах
области определения ткани, дана классификация границ. Выведено
условие Сен-Робера регулярности ткани, выраженное через производ-
ные третьего порядка от функции ткани. Указаны также два более
эффективных признака регулярности — теорема о непараболических
границах регулярной ткани, использующая производные не выше пер-
вого порядка от функции ткани, и условия линеаризации, вообще не
использующие производных. С помощью теоремы о границах в гл. 3
решена проблема Бляшке о перечислении регулярных круговых тка-
ней. Условия линеаризаци удобно использовать для тканей, заданных
алгебраическим уравнением, с их помощью в гл. 4 перечислены все
регулярные специальные ткани Бурау.

В гл. 1 доказана теорема Томсена о регулярности шестиугольной
три-ткани. Вводятся понятия координатных квазигрупп и луп ткани.
Рассматриваются конфигурации на три-тканях и соответствующие
им условные тождества в координатной квазигруппе и тождества в
координатных лупах. С помощью три-ткани доказывается универ-
сальность некоторых тождеств в лупах и обосновывается способ по-
лучения универсального (производного) тождества.

В этой же главе детально рассматриваются два важных класса
тканей — прямолинейные и грассмановы. В связи с этим рассмот-
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рены некоторые свойства кубических кривых. Доказаны теоремы
Графа–Зауэра и Шаля, дающие условие регулярности прямолинейной
и грассмановой три-ткани. Показано, что эти условия эквивалентны
обобщению известной теоремы Паскаля для кривых второго порядка
на случай кубической кривой (или теоремы Брианшона для кривой
третьего класса). Вводятся канонические координаты в локальной
гладкой лупе и на три-ткани, обобщающие канонические координаты
в группе Ли. Доказано существование таких координат и указаны
некоторые их свойства. Доказана теорема Дюфура [Дю-1]: всякое
непрерывное отображение гладкой три-ткани на гладкую три-ткань
является гладким.

Во второй главе рассматривается дифференциальная геометрия
криволинейных три-тканей. Получены структурные уравнения три-
ткани, формула для вычисления ее кривизны, указаны относительные
и абсолютные дифференциальные инварианты. Доказывается, что
ткани, у которых одна из ковариантных производных кривизны рав-
на нулю, определяются некоторым обобщенным уравнением Абеля.
Найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы три-
ткань определялась а) линейным дифференциальным уравнением,
б) уравнением Риккати. Найден вид уравнения ткани, допускающей
однопараметрическое семейство автоморфизмов. Выведены структур-
ные уравнения грассмановой три-ткани, доказано, что гладкое отоб-
ражение грассмановой ткани на грассманову является обязательно
проективным преобразованием, откуда вытекает положительное ре-
шение проблемы Гронвола, см. [Ш-8]. Приведено решение проблемы
спрямляемости криволинейных тканей, данное в совместных работах
В.В. Гольдберга и В.В. Лычагина.

В главе 3 рассматривается проблема, сформулированная В. Бляш-
ке в середине 20 века: перечислить все регулярные ткани, образован-
ные пучками окружностей (такие ткани мы называем круговыми).
Мы приводим ее подробное решение, данное в совместных работах
А.М. Шелехова и В.Б. Лазаревой. Используя теоремы о границах
криволинейной регулярной ткани, они показали, что, с точностью до
круговых преобразований, имеется всего 48 типов таких тканей.

В четвертой главе рассматриваются специальные ткани Бурау, об-
разованные пучками коник (кривых второго порядка) на кубической
поверхности. А именно, пусть V — кубическая поверхность (кубика) в
трехмерном проективном пространстве, и пусть ℓi, i = 1, 2, 3, — 3 пря-
мые, лежащие на V . Плоскости, проходящие через ℓi, пересекают V
по кривым второго порядка, которые образуют три-ткань W . Мы
называем ее тканью Бурау, который, по-видимому, первый установил,
что такая ткань является регулярной, если прямые ℓi находятся в об-
щем положении, то есть попарно скрещиваются (см. об этом в [Бл-1],
стр. 127–128; простое доказательство будет приведено в конце § 4.3).
Но три-ткань Бурау не будет, вообще говоря, регулярной, если пря-
мые ℓi находятся в специальном расположении. Такие ткани мы назы-
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ваем специальными тканями Бурау. Проблема описания регулярных
специальных тканей Бурау (и проективно эквивалентных им тканей
на плоскости) оказалась трудной задачей, и была решена в совмест-
ных работах А.М. Шелехова и В.Б. Лазаревой. В гл. 4 детально рас-
сматривается их доказательство. Показано, что в случае, если кубика
не распадается на плоскость и квадрику, существует 38 проективно
различных типов тканей, образованных пучками коник на плоскости,
перспективно эквивалентных регулярным специальным тканям Бу-
рау.

В пятой главе рассматриваются координатные три-ткани, опре-
деляемые на произвольной гладкой поверхности проективного про-
странства некоторым «кубическим абсолютом»: тройкой прямых в
несобственной плоскости (результаты В.И. Бычек); тройкой прямых
в пространстве (В.Б. Лазарева); кубической норм-кривой в про-
странстве (А.А. Уткин); кубической кривой в несобственной плоско-
сти (В.К. Драгунов). В последнем параграфе рассматривается образ
Дарбу три-ткани, образованной тремя произвольными семействами
окружностей, — три кривые и квадрика в трехмерном проективном
пространстве. В каждом из этих случаев показано, как методом внеш-
них форм и подвижного репера Эли Картана получить структурные
уравнения координатной три-ткани, найти ее кривизну, и, следова-
тельно, найти необходимое и достаточное условие регулярности. Ре-
зультаты второй и пятой глав показывают высокую эффективность
метода Картана в теории тканей.

Предполагается, что читатель знаком с основными понятиями
проективной и диффеpенциальной геометpии, внешнего дифференци-
ального исчисления и с методом подвижного репера в классических
геометриях.

Все pассматpиваемые в книге функции пpедполагаются гладкими
и вещественными, хотя во многих случаях рассмотрения можно про-
водить и в комплексной области.

Паpагpафы и фоpмулы нумеpуются отдельно в каждой главе.
Каждая глава сопpовождается набоpом задач. К тексту книги пpи-
лагается список литеpатуpы, указатель обозначений и пpедметный
указатель.

В заключение выpажаем сеpдечную пpизнательность Л.М. Пиджа-
ковой, Н.Л. Ивановой и А.Е.Алексеевой за большую помощь в под-
готовке pукописи к печати и Е.В. Корнетовой и А.А.Михеевой за
тщательное изготовление рисунков.



Гл а в а 1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, СВЯЗАННЫЕ С
КРИВОЛИНЕЙНЫМИ ТРИ-ТКАНЯМИ

§ 1.1. Определение криволинейной ткани.
Область определения три-ткани, границы

Предварительно вспомним некоторые необходимые для дальней-
шего сведения из курса дифференциальной геометрии.

Пусть R2 — евклидова плоскость, x, y — декартовы координаты
на ней, F (x, y) — гладкая функция, определенная в некоторой обла-
сти D плоскости. Гладкость означает, что в каждой точке области D
существуют частные производные всех порядков функции F (x, y) по
всем ее аргументам. В этой книге мы рассматриваем только гладкие
функции.

Уравнение F (x, y) = u, где u ∈ I ⊂ R, определяет в области D
семейство кривых, которое называется слоением и замечательно тем,
что через каждую точку области D проходит одна и только одна
кривая из этого семейства. Переменная u называется параметром
семейства.

Рассмотрим более общую ситуацию. Уравнение

F (x, y,u) = 0,

где F (x, y,u) — гладкая функция, также определяет в некоторой об-
ласти D плоскости семейство λ кривых, зависящих от параметра u.
Если уравнение F (x, y,u) = 0 нелинейно относительно параметра u,
то через каждую точку области D могут проходить несколько, и
даже счетное множество линий семейства λ. Чтобы найти параметры
линий, проходящих через точку p(x, y), надо разрешить уравнение
F (x, y,u) = 0 относительно u. Решения имеют вид uξ = uξ(x, y), где ξ
пробегает значения из некоторого подмножества натуральных чисел.
Каждое из полученных уравнений определяет в области D слоение.
Таким образом, уравнение F (x, y,u) = 0 определяет в области D k сло-
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ений (не обязательно различных), где k — некоторое натуральное чис-
ло, нуль или бесконечность, в зависимости от функции F и области D.
Будем говорить, что слоения uξ = uξ(x, y) принадлежат семейству
F (x, y,u) = 0.

Согласно теореме о неявной функции, уравнение F (x, y,u) = 0
можно разрешить относительно переменной u только при условии

Fu ≡ ∂

∂u
F (x, y,u) ̸= 0. Множество точек, определяемых системой

F = 0, Fu = 0, называется дискриминантной кривой семейства λ. Дис-
криминантная кривая включает в себя огибающую семейства, особые
точки кривых семейства и особенности самого семейства. Итак, в
точках дискриминантной кривой уравнение семейства λ нельзя раз-
решить относительно параметра u, то есть у этих точек не существует
таких окрестностей, в которых кривые семейства образуют слоение.

Пусть теперь даны 3 семейства линий λi, i = 1, 2, 3:

λ1 : F1(x, y,u1) = 0, λ2 : F2(x, y,u2) = 0, λ3 : F3(x, y,u3) = 0, (1.1)

где Fi — гладкие функции, ui — параметры семейств.
Определение 1. Будем говорить, что три семейства λi гладких

кривых образуют в некоторой области D плоскости R2 три-ткань W ,
если:

а) в области D заданы 3 слоения, принадлежащие семействам λi,
по одному из каждого семейства;

б) в каждой точке p области D линии этих слоений транcверсальны
(то есть никакие две из них не касаются в точке p);

в) у каждой точки p области D есть окрестность Up, Up ⊂D, такая,
что каждая линия из заданных слоений пересекает ее не более одного
раза.

Условие в) исключает кривые, которые ведут себя подобно ирраци-
ональной обмотке тора: пересечение последней с любой окрестностью
представляет собой объединение всюду плотного (но не континуаль-
ного!) множества непересекающихся гладких дуг.

Обычно, областью определения три-ткани W называют наиболь-
шую область D плоскости, в которой выполняются свойства а)– в).
В этом случае границы области D будем называть границами три-
ткани W , граничными кривыми или просто границей.

Исключив из уравнений (1.1) переменные x и y, получим уравне-
ние

F (u1,u2,u3) = 0, (1.2)

которое связывает параметры линий ткани 1) , проходящих через точ-
ку (x, y). Уравнение (1.2) называется уравнением три-ткани W , а

1) Далее наряду с термином «три-ткань» будем употреблять термин
«ткань».
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функция F (u1,u2,u3) называется функцией три-ткани. Отметим,
что

1) вид функции F зависит только от вида функций Fi, но не зави-
сит от выбора слоений, принадлежащих семействам λi и образующим
ткань W ;

2) все переменные входят в F существенно.
Уравнения слоений, образующих ткань W , будем записывать в

виде:
u1(x, y) = u1, u2(x, y) = u2, u3(x, y) = u3. (1.3)

Пусть F — наибольшая область плоскости, в которой функции Fi,
рассматриваемые как функции от переменных x, y, имеют смысл.
Согласно вышесказанному, дискриминантные кривые Di семейств λi

не входят в область определения D три-ткани. Будем называть кри-
вые Di границами третьего рода ткани W .

В области D′ ≡ F/
∪

Di условие а) определения 1 будет выполнено,
но условие б), вообще говоря, может не выполняться. Трансверсаль-
ность линий ткани будет нарушаться в точках граничных кривых Γi,
определяемых уравнениями

Γi : △jk≡

∣∣∣∣∣∣∣
∂uj

∂x

∂uj

∂y
∂uk

∂x

∂uk

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.4)

В точках кривой Γi касаются линии семейств λj и λk, где
i, j, k = 1, 2, 3, i ̸= j ̸= k. Таким образом, область D определения
ткани W можно определить как D = D′/

∪
Γi.

Замечание 1. Практически уравнения вида (1.1) используются
чаще, чем уравнения (1.3). Например, пучок кривых обычно
задают уравнением f1(x, y) + uf2(x, y) = 0, а не уравнением

u = −f1(x, y)
f2(x, y)

, поскольку во втором случае «теряется» базисная

кривая пучка f2(x, y) = 0. Но при этом в первом случае в области
изменения переменных x, y остается дискриминантная кривая пучка,
которая в данном случае состоит из общих точек всех кривых
пучка и определяется системой f1(x, y) = f2(x, y) = 0. Напомним,
что общие точки семейства кривых называют вершинами или
характеристическими точками.

Компоненты граничных кривых Γi могут быть по-разному распо-
ложены относительно линий ткани. Возможны следующие варианты.

1. Общий случай: параметры линий ткани, касающихся друг друга
вдоль компоненты границы Γi, зависят от точки касания. Такие ком-
поненты будем называть границами первого рода ткани W .

2. Параметры линий ткани, касающихся друг друга вдоль компо-
ненты границы Γi, не зависят от точки касания, то есть постоянны
вдоль Γi. В этом случае компонента представляет собой общую линию
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двух семейств. Такие линии будем называть границами второго рода
ткани W . 1)

В частности, возможен случай, когда параметры линий одного
семейства постоянны вдоль некоторой компоненты границы, а па-
раметры линий другого меняются. Такая компонента будет линией
одного из семейств, входящей в состав дискриминантной кривой дру-
гого семейства (в частности, огибающей линии другого семейства).
Но такие кривые не входят в область D′, они расположены вне ее (мы
назвали их выше границами третьего рода).

Границы Γi могут содержать параболические точки, в которых
касаются линии всех трех семейств ткани. Совокупность параболиче-
ских точек будем называть параболической границей. Параболическая
граница первого рода не совпадает ни с одной из линий ткани и в ее
точках касаются линии всех семейств ткани. Параболическая граница
второго рода представляет собой общую линию всех трех семейств
ткани. Вне области D′ расположены параболические границы третье-
го рода: это может быть а) линия одного из семейств ткани, входящая
в состав дискриминантной кривой двух других семейств, или б) общая
кривая двух семейств, входящая в состав дискриминантной кривой
третьего семейства.

Замечание 2. Особые точки кривых, образующих три-ткань W ,
входят в состав дискриминатных кривых, исключенных из области D.

Замечание 3. Как видно из предыдущего замечания, три-ткани
будут рассматриваться локально (за некоторым исключением, о ко-
тором будет сказано в конце § 1.2, см. также задачу 1.48). Поэтому
излагаемая локальная теория три-тканей без существенных измене-
ний переносится и на три-ткани, рассматриваемые на любом гладком
двумерном многообразии.

Пример 0. Простейшая три-ткань образована тремя семейства-
ми параллельных прямых. Обозначим ее Π. Область определения
ткани Π — вся плоскость R2. У параллельной ткани Π нет границ
I рода, но на проективной плоскости, которая получается дополнением
плоскости R2 бесконечно удаленной прямой ℓ∞, эта прямая будет для
ткани Π параболической границей второго рода.

Пример 1. Три-ткань W0, образованная тремя пучками прямых с
вершинами A, B и C, имеет границу второго рода AB

∪
BC

∪
AC, но

не имеет границ первого рода. Область определения ткани W0 состоит
из семи связных областей, D = R2/AB

∪
BC

∪
AC.

Пример 2. Регулярная ткань, образованная декартовой сетью и
линиями уровня функции z = x2 + y2, имеет границу первого рода —
объединение координатных осей x и y, а бесконечно удаленная пря-
мая ℓ∞, находящаяся вне области действия декартовых координат x
и y, есть параболическая граница второго рода.

1) Далее будем говорить короче: граница второго рода.
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Пример 3. Три-ткань, образованная семействами

u1(f(x, y)− g(x, y)) = c1, u2(g(x, y)− h(x, y)) = c2,
u3(h(x, y)− f(x, y)) = c3

имеет параболическую границу первого рода.
Пример 4. Три-ткань

u1(x, y) + c1u0(x, y) = 0, u2(x, y) + c2u0(x, y) = 0,
u3(x, y) + c3u0(x, y) = 0

имеет параболическую границу второго рода — u0(x, y) = 0.
Еще раз отметим принципиальное различие между границами пер-

вого и второго рода: в точках границы первого рода нарушено условие
трансверсальности линий ткани (они касаются), но выполнено усло-
вие инцидентности (через каждую точку проходят три линии ткани,
по одной из каждого семейства). В точках границы второго рода на-
рушено условие инцидентности (линии разных семейств совпадают).

Границы второго рода можно найти с помощью следующего утвер-
ждения.

Теорема 1.1. Пусть существуют такие значения параметров
u1 = a1 и u2 = a2, при которых уравнение (1.2) три-ткани W тож-
дественно удовлетворяется относительно параметра u3. Тогда либо
а) значениям u1 = a1 и u2 = a2 соответствуют совпавшие линии се-
мейств (граница второго рода, входящая в состав Γ3), либо б ) точка
пересечения линий u1 = a1 и u2 = a2 является вершиной третьего
семейства. Другие границы второго рода и вершины находятся ана-
логично.

� В самом деле, если линии u1 = a1 и u2 = a2 совпадают, то
линия третьего семейства, проходящая через точку их пересечения,
становится неопределенной. Если же линии u1 = a1 и u2 = a2 раз-
личны, то они пересекаются в некоторой точке p, и тогда тождество
F (a1, a2,u3) ≡ 0 означает, что через точку p проходят все линии тре-
тьего семейства. �

Следствие. Если линии u1 = a1, u2 = a2, u3 = a3 имеют
общую часть — параболическую границу второго рода, то пара-
метры a1, a2, a3 удовлетворяют трем тождествам: F (a1, a2,u3) ≡ 0,
F (a1,u2, a3) ≡ 0, F (u1, a2, a3) ≡ 0.

§ 1.2. Эквивалентные три-ткани.
Регулярные три-ткани

Определение 2. Пусть три-ткань W задана в области D и три-
ткань W̃ — в области D̃. Ткани W и W̃ называются эквивалентными,
если существует локальный диффеоморфизм φ : D → D̃, который ли-
нии ткани W переводит в линии соответствующего семейства ткани W̃ .



§ 1.2. Эквивалентные три-ткани. Регулярные три-ткани 15

Если такой диффеоморфизм φ существует, то в силу пункта в)
определения 1 он индуцирует 3 локальных диффеоморфизма на се-
мействах линий ткани:

ũ1 = α(u1), ũ2 = β(u2), ũ3 = γ(u3). (1.5)

Пусть уравнение ткани W записано в виде (1.2), а уравнение тка-
ни W̃ — в виде

F̃ (ũ1, ũ2, ũ3) = 0. (1.6)

Поскольку всякие тpи линии ткани W , пpоходящие чеpез одну точку,
пеpейдут в тpи линии ткани W̃ , также пpоходящие чеpез одну точку,
то уравнения этих тканей будут связаны между собой следующим
образом:

F̃ (α(u1),β(u2), γ(u3)) = 0 ⇔ F (u1,u2,u3) = 0. (1.7)

Обратно: пусть существует тройка локальных диффеоморфизмов
(α,β, γ) такая, что уравнения тканей удовлетворяют условию (1.7).
Тогда определен локальный диффеоморфизм φ : D → D̃, который
точку пересечения слоев ткани W с параметрами ui переводит в точку
пересечения соответствующих слоев ткани W̃ с параметрами ũi. Из
определения отображения φ следует, что оно индуцирует отображе-
ния α,β, γ.

Таким образом, понятие эквивалентности тканей можно ввести
двумя способами: с помощью локального диффеоморфизма φ или
тройкой локальных диффеоморфизмов (α,β, γ).

Из проведенных рассуждений вытекают два простых следствия:
1) уpавнение (1.2) тpи-ткани W опpеделено не однозначно, а с

точностью до преобразований вида (1.5);
2) две три-ткани эквивалентны тогда и только тогда, когда

уравнение одной из них получается из уравнения другой при помощи
преобразований вида (1.5).

Выше было отмечено (§ 1.1), что вид функции ткани зависит толь-
ко от вида функций Fi, определяющих семейства λi , но не зависит
от выбора слоений, принадлежащих семействам λi и образующим
ткань W . Поэтому ткань W эквивалентна ткани, образованной дру-
гими слоениями, принадлежащими семействам λi.

Условие (1.7) примет более простой вид, если уравнение (1.2) тка-
ни W (аналогично и для ткани W̃ ) разрешить относительно одной из
переменных, например, записать его в виде

u3 = f(u1,u2). (1.8)

Уравнение (1.8) также называется уравнением ткани. Условие (1.7) в
этом случае примет вид

f̃(α(u1),β(u2)) = γ(f(u1,u2)). (1.9)
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Рассмотрим ткани, эквивалентные параллельным тканям. Такие
ткани называются параллелизуемыми или регулярными. Найдем вид
уравнения регулярной три-ткани.

Семейства параллельных прямых, образующих параллельную
три-ткань Π, запишем в виде

λi : aix+ biy + ci = 0, i = 1, 2, 3,

где ai и bi — постоянные, а ci — параметры. Исключая из
этих уравнений переменные x и y, получим уравнение ткани:
Ac1 + Bc2 + Cc3 = 0. После допустимых преобразований вида (1.5):
Ac1 = u1,Bc2 = u2,Cc3 = u3 получим уравнение параллельной три-
ткани в наиболее простом виде:

u1 + u2 + u3 = 0. (1.10)

Поскольку допустимы преобразования вида (1.5), то получаем, что
уравнение любой регулярной (параллелизуемой) три-ткани имеет вид

α(u1) + β(u2) + γ(u3) = 0, (1.11)

или
u3 = f(α(u1) + β(u2)). (1.12)

Покажем, что ткань W0 (пример 1) эквивалентна ткани Π.
Запишем уравнения прямых AB, BC и AC соответственно в виде
ℓ3 = 0, ℓ1 = 0 и ℓ2 = 0, тогда уравнения пучков, образующих
три-ткань W0, можно записать так: ℓ2 + u1ℓ3 = 0, ℓ3 + u2ℓ1 = 0 и
ℓ1 + u3ℓ2 = 0. Исключая координаты (они входят в ℓi), получим
уравнение ткани: u1u2u3 = −1.

Поскольку прямые ℓi не входят в область определения ткани, то
u1u2u3 ̸= 0. Рассмотрим, например, область, в которой u1 > 0, u2 > 0,
u3 < 0 и перепишем уравнение ткани в виде u1u2(−u3) = 1. Лога-
рифмируя, получим lnu1 + lnu2 + ln(−u3) = 0. Это уравнение имеет
вид (1.11), следовательно, ткань W0 является регулярной.

Пример 5. Пусть S — окружность радиуса r с центром в начале
координат. Через произвольную точку p вне окружности проходят
3 прямые: две касательные к окружности и одна через начало коор-
динат. Таким образом, определена три-ткань, обозначим ее W . Обо-
значим через u1, u2 и u3 углы, которые указанные прямые образуют с
осью OX. Эти углы связаны соотношением u3 =

1
2
(u1 + u2), которое

и есть уравнение ткани W . Полученное уравнение имеет вид (1.11),
следовательно, ткань W является регулярной.

Пример 6 (В. Бляшке). Даны 3 эллиптических пучка окруж-
ностей с вершинами A и B, B и C, C и A. Они образуют три-ткань
(обозначим ее W ), область определения которой есть вся плоскость
без окружности, проходящей через точки A, B и C (обозначим ее S).
Пусть p — некоторая точка внутри окружности S. Обозначим через
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u1, u2 и u3 углы, под которыми из точки p видны дуги BC, CA и AB
соответственно. Эти углы можно взять в качестве параметров заданных
пучков окружностей (докажите!). Поскольку u1 + u2 + u3 = 2π, то
рассматриваемая три-ткань также является регулярной.

Пример 7. Ткань W образована двумя параболическими пучками
окружностей с вершиной в начале координат и линиями центров OX
и OY соответственно, и семейством концентрических окружностей
с центром в начале координат (гиперболический пучок с нулевыми
окружностями в начале координат и в бесконечно удаленной точке).

В первом пучке в качестве базисных окружностей возьмем начало
координат и радикальную ось пучка — ось OY . Их уравнения
x2 + y2 = 0 и x = 0, поэтому уравнение пучка будет x2 + y2 + u1x = 0.
Аналогично находим уравнение второго параболического пучка:
x2 + y2 + u2y = 0. Уравнение третьего семейства — x2 + y2 = (u3)

2.
Исключая из этих уравнений переменные x и y, найдем уравнение
ткани:

1
u2

1
+

1
u2

2
=

1
u2

3
. Как видно, это уравнение локально эквивалент-

но уравнению (1.11), следовательно, и эта ткань является регулярной.
Пример 8. Ткань W образована декартовой сетью x = u1, y = u2

и гиперболическим пучком окружностей с нулевыми окружностя-
ми (a, 0) и (−a, 0). Уравнение гиперболического пучка запишется в
виде (x − a)2 + y2 + u3x = 0. Исключая из уравнений семейств пе-
ременные x и y, найдем уравнение ткани: (u1 − a)2 + u2

2 + u1u3 = 0.
Пользуясь условием Сен-Робера (§ 1.3), покажите, что эта ткань ре-
гулярной не является.

Теорема 1.2. Всякая три-ткань эквивалентна ткани, образо-
ванной координатной сетью и некоторым семейством кривых.

� Пусть три-ткань W задана семействами (1.3). В окрестности
регулярной точки p якобианы △jk (см.(1.4)) отличны от нуля, поэтому
отображение φ, заданное уравнениями

u1(x, y) = u1, u2(x, y) = u2, (1.13)

является локальным диффеоморфизмом, определенным в некоторой
окрестности точки p, со значениями в плоскости переменных u1,u2.
Как видно из (1.12), отображение φ переводит линии первого семей-
ства u1(x, y) = const ткани W в координатные линии u1 = const, линии
второго семейства u2(x, y) = const — в линии u2 = const. Образ линий
третьего семейства на плоскости получается так: надо выразить из
уравнений (1.13) переменные x и y и подставить их в третье урав-
нение (1.3). Но тогда, согласно определению, мы получим уравнение
ткани (1.8). Итак, мы получили в плоскости параметров три-ткань W̃ ,
эквивалентную исходной три-ткани W , и образованную координат-
ными линиями u1 = const, u2 = const и линиями уровня функции
ткани W : f(u1,u2) = const. �

Замечание 4. Результат предыдущей теоремы можно еще сфор-
мулировать так: три-ткань W , рассматриваемая с точностью до
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локальных диффеоморфизмов, вполне определяется своим уравнени-
ем. Если же взять более узкое отношение эквивалентности (например,
с точностью до преобразований какой-либо группы Ли, действующей
на плоскости), то заданная ткань W не будет, вообще говоря, экви-
валентна ткани W̃ , определяемой уравнением ткани W в плоскости
параметров. То есть, ткань W не будет определяться своим уравнени-
ем. Еще можно сказать, что уравнение ткани отражает только ее ин-
цидентностные свойства. Поэтому дифференциально-топологическая
теория тканей, которую мы рассматриваем — с наиболее широким
отношением эквивалентности в классе гладких функций — эквива-
лентна теории гладких функций двух переменных, рассматриваемых
с точностью до преобразований вида (1.5). Именно это обстоятель-
ство и делает теорию тканей приложимой к любой теории, где объ-
ектом изучения является гладкая функция двух переменных: диффе-
ренциальные уравнения, некоторые физические законы, двусторонне
разрешимые бинарные операции (квазигруппы и лупы) и т.д., см.,
например, [Бл-1], [Фе-1]-[Фе-5], [УШ-3], [УШ-4], [ДД-2], приложения
в [АШ-4], §§ 3– 4, 10 этой главы.

Замечание 5. Уравнение ткани (1.8) не может быть продолжено
на область, содержащую точки параболической границы. Действи-
тельно, в таких точках все 3 слоя ткани касаются, и поэтому никакие
2 из них нельзя взять в качестве координатных линий.

В заключение приведем несколько полезных утверждений о гра-
ницах ткани.

Пусть ткань W задана уравнением (1.8), то есть в плоскости
параметров. Напомним, что она образована слоениями u1 = const,
u2 = const и u3 = f(u1,u2) = const. Два первых слоения в области дей-
ствия локальных координат u1 и u2 не имеют общей линии — границы
второго рода. Но если эта область допускает проективизацию, то их
границей второго рода будет прямая ℓ∞.

Для других пар слоений граница первого рода состоит из точек,
в которых линии уровня u3 = const касаются координатных линий.
В них градиент (fu1 , fu2) функции f либо вертикален, либо горизон-
тален. С другой стороны, границами второго рода Γ1 или Γ2 могут
быть только координатные линии, а для последних градиент обладает
аналогичным свойством. Поэтому верно следующее

Предложение 1.3. Пусть ткань W задана уравнением (1.8),
тогда границы Γ1 и Γ2 удовлетворяют соответственно уравнениям
fu1 = 0 и fu2 = 0. При этом границы второго рода, входящие в Γ1 или
Γ2 есть решения u1 = const и u2 = const уравнений fu2 = 0 и fu1 = 0
соответственно.

Что касается параболических границ, то для них верно
Предложение 1.4. Пусть три-ткань W задана уравнени-

ем (1.2). Тогда в точках параболической границы выполняются

условия
∂F

∂ui
= 0, i = 1, 2, 3, то есть таким точкам соответствуют
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особые точки поверхности, определяемой в пространстве парамет-
ров уравнением (1.2).

� В самом деле, якобианы △jk, определяющие границы Γi

(см. (1.4)), пропорциональны частным производным
∂F

∂ui
, а в

параболических точках эти якобианы обращаются в нуль. �

§ 1.3. Условия регулярности три-ткани

При изучении того или иного класса тканей всегда возникает за-
дача: найти подкласс регулярных тканей. Эту задачу можно решать
непосредственно, приводя уравнение ткани к виду (1.11). Но этот
способ не является вполне эффективным. Укажем дифференциальное
необходимое и достаточное условие регулярности ткани.

Теорема 1.5 (условие Сен-Робера). Три-ткань W , заданная
уравнением (1.8), является регулярной тогда и только тогда, когда
f удовлетворяет уравнению

∂2

∂u1∂u2
ln

fu1

fu2

= 0. (CR)

� Пусть три-ткань W , заданная уравнением (1.8), является регу-
лярной. Тогда f имеет вид (1.12):

u3 = f(α(u1) + β(u2)).

Дифференцируя, находим: fu1 = f ′α′(u1), fu2 = f ′β′(u2), поэтому
fu1/fu2 = α′(u1)/β

′(u2), ln(fu1/fu2) = ln(α′(u1))− ln(β′(u2)) и уравне-
ние (CR) удовлетворяется.

Обратно, пусть для некоторой ткани W выполняется условие (CR).
Решение дифференциального уравнения (CR) можно записать в виде

ln
fu1

fu2

= ln p(u1)− ln q(u2),

откуда fu1/fu2 = p(u1)/q(u2) или fu1 = µp(u1), fu2 = µq(u2). Далее
имеем:

df = fu1du1 + fu2du2 = µ(p(u1)du1 + q(u2)du2) =

= µ(dα(u1) + dβ(u2)) = µd(α(u1) + β(u2)).

Такой вид дифференциала означает, что функция f зависит от пере-
менной α(u1) + β(u2), и мы получаем уравнение (1.12). �

Пользуясь условием Сен-Робера, легко установить, что ткань, рас-
смотренная в примере 8 (§ 1.2), не является регулярной.
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В случае, если тpи-ткань задана уpавнением (1.2), условие регу-
лярности может быть записано в виде [Бл-1]:

A23 +A31 +A12 = 0, Aij =
Fiij

F 2
i Fj

− Fijj

FiF 2
j

+
Fij

FiFj

(Fjj

F 2
j

− Fii

F 2
i

)
,

(1.14)
где чеpез Fi, Fij , Fijk обозначены соответствующие частные пpоиз-
водные функции ткани F (u1,u2,u3). Эта формула легко выводится с
помощью структурных уравнений ткани, см. зад. 2.6.

Пример 9. Уравнение регулярной ткани W0 найдено в § 1.2 при
некотором специальном выборе базисных прямых в пучках. Найдем
теперь уравнение ткани W0 в произвольных базисах. Пусть ℓi и mi —
базисные прямые пучка λi, i = 1, 2, 3. Левые части уравнений этих
прямых будем обозначать теми же символами ℓi и mi. Не теряя общ-
ности, можно считать, что линейные формы ℓi независимы, поэтому
можно положить mi = aji ℓj . Тогда уравнение произвольной прямой
пучка λi запишется в виде ℓi − uimi = 0 или (aji − uiδ

j
i )ℓj = 0 (по

индексу i суммирования нет). Здесь ui — параметры пучков, которые
будем считать однородными, то есть полагать, что u−1

i может прини-
мать значение 0.

Исключив из этих уравнений формы ℓi, содержащие координаты,
мы получим уравнение рассматриваемой три-ткани W0:

det(aji − uiδ
j
i ) = 0. (1.15)

Заметим, что уравнение (1.15) является полилинейным относительно
параметров ui, и его можно записать в виде

Au1u2u3 +B1u2u3 +B2u1u3 +B3u1u2 + C1u1 + C2u2 + C3u3 +D = 0,
(1.16)

где A,B1, ... D — постоянные. Очевидно и обратное: всякое уравнение,
полилинейное относительно переменных ui, можно записать в ви-
де (1.15) или (1.16) и считать, следовательно, уравнением некоторой
три-ткани W0.

Заметим, что три-ткани W0 и Π эквивалентны, то есть локально
диффеоморфны, но они не являются проективно эквивалентными,
поскольку (в отличие от ткани W0) вершины пучков параллельных
прямых ткани Π лежат на одной (бесконечно удаленной) прямой,
обозначим ее ℓ∞. Понятие параллельной ткани не является проек-
тивно инвариантным, в то время как понятие ткани W0 проективно
инвариантно.

Укажем еще два условия регулярности.

Условия лин е ари з ации

Пусть W̃ — криволинейная три-ткань, заданная уравнением

F (ũ1, ũ2, ũ3) = 0. (1.2′)
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Допустим, эта ткань является регулярной, тогда она эквивалентна
ткани W0, а ее уравнение должно приводиться к виду (1.16) допусти-
мыми преобразованиями вида (1.5). В этом случае будем говорить,
что преобразования (1.5) линеаризуют уравнение (1.2′).

Теорема 1.6 (о линеаризации). Уравнение (1.2′) может быть
линеаризовано по переменной ũ1 преобразованием вида ũ1 = α(u1)
тогда и только тогда, когда F есть композиция:

F (ũ1, ũ2, ũ3) = F (ũ1,φ(ũ2, ũ3)). (1.17)

� В самом деле, пусть подстановка ũ1 = α(u1) линеаризует уравне-
ние (1.2′), то есть уравнение F (α(u1), ũ2, ũ3) = 0 линейно относитель-
но u1. Из него находим u1 = φ(ũ2, ũ3), откуда ũ1 = α(φ(ũ2, ũ3)). Это
означает, что верно (1.17). Обратно, если верно (1.17), то из равенства
F = 0 находим φ(ũ2, ũ3) = α̃(ũ1) ≡ u1. �

В дальнейшем мы будем рассматривать ткани, для которых F —
многочлен. Тогда уравнение ткани W̃ запишем в виде

ũn
1P0 + ũn−1

1 P1 + ...+ Pn = 0, (1.18)

где Pi — многочлены от переменных ũ2 и ũ3. Многочлены Pi опре-
делены с точностью до общего множителя — дробно-рациональной
функции λ от переменных ũ2 и ũ3. Поэтому условие линеариза-
ции по переменной ũ1 в этом случае означает, что, с точностью
до множителя, многочлены Pi являются многочленами от некото-
рой дробно-рациональной функции φ = U/V от переменных ũ2 и ũ3:
λPi = ai0(U/V )k + ai1(U/V )k−1 + ...+ aik, откуда

Pi = ai0(U)k + ai1(U)k−1V + ...+ aikV
k. (1.19)

Обратно: если многочлены Pi имеют вид (1.19), то уравнение (1.18)
разрешается относительно φ = U/V , причем U/V = α̃(ũ1) ≡ u1. Дока-
зана

Теорема 1.7. Алгебраическое уравнение (1.18) линеаризуемо по
переменной ũ1 подстановкой ũ1 = α(u1) тогда и только тогда, когда
многочлены Pi имеют вид (1.19).

В пространстве переменных ũ2 и ũ3 ткань W̃ , определяемая
уравнением (1.18) при условиях (1.19), состоит из декартовой сети
ũ2 = const, ũ3 = const и семейства алгебраических кривых, определя-
емых уравнением (1.18), где ũ1 — параметр. Базисные кривые семей-
ства определяются уравнениями Pi = 0. Правая часть равенства (1.19)
раскладывается (над полем R) в произведение линейных сомножите-
лей вида aU + bV и квадратичных вида aU2 + bUV + cV 2, так что
каждая из базисных кривых есть объединение алгебраических кривых
вида aU + bV = 0, принадлежащих одному пучку с базисом U = 0 и
V = 0.

Следствие. Если Pi — многочлены второй степени, то возможны
2 варианта линеаризации уравнения (1.18).
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А) Первое условие линеаризации: многочлены U и V второй сте-
пени, тогда многочлены Pi являются их линейными комбинациями,
то есть принадлежат пучку с базисом U , V . В этом случае уравне-
ние (1.18) линеаризуемо по переменной u1.

Б) Второе условие линеаризации: многочлены U и V первой сте-
пени, тогда каждая из кривых второго порядка Pi = 0 распадается
на пару прямых, принадлежащих одному пучку. В этом случае урав-
нение (1.18) приводится к виду U/V = ũ1. Это уравнение полили-
нейное относительно переменных ũ1,u2,u3. Следовательно, ткань
определяется полилинейной функцией, то есть является регуляр-
ной.

Теоремы о границах

Следующие утверждения дают еще один эффективный признак
регулярности три-ткани.

Теорема 1.8. Любой гладкий кусок граничной кривой Γi непара-
болического типа регулярной три-ткани W есть либо общая часть
двух линий этой ткани из семейств λi и λj (граница второго рода),
либо часть линии семейства λi, в точках которой касаются линии
из семейств λj и λk (граница первого рода).

� Пусть ткань W является регулярной, тогда в некоторых локаль-
ных координатах она задается уравнением (1.11) или (1.12). Линии тре-
тьего семейства определяются уравнением α(u1) + β(u2) = c = const,
а граничные кривые Γ1 и Γ2 — уравнениями α′(u1) = 0 и β′(u2) = 0
соответственно.

Допустим, уравнение α′(u1) = 0 имеет вещественное решение
u1 = x0. Поставив это решение в уравнение ткани, получим
соотношение f(α(x0) + β(u2)) = c = const (обозначим его (R)),
связывающее координату u2 точки граничной кривой и параметр c
линии третьего семейства.

Если в соотношении (R) переменная u2 отсутствует, то оно удовле-
творяется при некоторых значениях c и при любом u2. Это означает,
что линия u1 = x0 первого семейства ткани является компонентой тех
линий третьего семейства ткани, которые соответствуют найденным
значениям параметра c.

Если в соотношении (R) присутствуют обе переменные, то в
окрестности каждого решения (u2, c), где β′(u2) ̸= 0, существует глад-
кий кусок граничной кривой, текущая точка которого имеет коор-
динаты x0,u2(c). Но это часть координатной линии u1 = x0, то есть
линии первого семейства ткани. С другой стороны, поскольку в рас-
сматриваемых точках α′(u1) = 0, в них касаются линии второго и
третьего семейств ткани.

Аналогичным образом доказывается, что всякий гладкий кусок
граничной кривой, определяемой уравнением β′(u2) = 0, есть либо
линия второго семейства, являющаяся одновременно и линией третье-
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го семейства, либо часть линии второго семейства u2 = y0, в точках
которой касаются линии первого и третьего семейства.

Если уравнение (1.11) разрешить относительно переменной u1
или u2, то получится уравнение такого же вида. Следовательно, сде-
ланный вывод будет верен и для граничной кривой первых двух
семейств регулярной ткани. �

Верно и обратное утверждение:
Теорема 1.9. Пусть в некоторой области U линии первых двух

семейств ткани W трансверсальны, граница Γ1 распадается на ком-
поненты, принадлежащие линиям первого и третьего семейств,
граница Γ2 распадается на компоненты, принадлежащие линиям
второго и третьего семейств. Тогда ткань W является регулярной.

� Пусть ткань W задана уравнением (1.8). Из условия теоре-
мы в силу теоремы 1.2 получаем fu1 = a(u1)p(u3), fu2 = b(u2)q(u3).
Дифференцируя первое равенство по u2, второе по u1, получим
a(u1)p

′(u3)fu2 = b(u2)q
′(u3)fu1 или, с учетом предыдущих уравнений,

p(u3)q
′(u3) = q(u3)p

′(u3). Отсюда находим, что p = kq, k = const, по-
этому df = q(u3)(ka(u1)du1 + b(u2)du2) = q(u3)d(α(u1) + β(u2)). Сле-
довательно, f = f(α(u1) + β(u2)), то есть мы получили уравнение
рассматриваемой ткани в виде (1.12). �

Таким образом, указанное свойство границ является необходимым
и достаточным условием регулярности ткани. Последние два утвер-
ждения будем называть теоремой о непараболических границах регу-
лярной три-ткани.

Замечание 6. Теорема о непараболических границах регулярной
три-ткани при всей ее простоте, имеет принципиальное значение: ока-
зывается, что хотя теория три-тканей существенно локальна, условие
регулярности связано со строением границ области определения, что
уже является предметом глобальной теории.

§ 1.4. Координатные квазигруппы и лупы
три-ткани

Напомним некоторые факты из алгебры (см. [Б-1]).
Определение 3. Гpуппоид Q с бинаpной опеpацией

q(x, y)
def≡ x · y ≡ xy

называется квазигpуппой, если пpи любых a, b, c из Q однозначно
pазpешимы уpавнения

a y = c, x b = c. (1.20)

Квазигруппа обозначается Q(·) или q.
Квазигpуппа с единицей называется лупой. В лупе, вообще говоря,

не выполняется ассоциативность x(yz) = (xy)z. Ассоциативная лупа
является гpуппой.
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Известный пример неассоциативной лупы — множество ненуле-
вых октав относительно опеpации умножения (см., напpимеp, [По-1],
с. 307). Дpугие конечномеpные алгебpы с делением — поля действи-
тельных и комплексных чисел, тело кватеpнионов — будут (отно-
сительно умножения) ассоциативными лупами, т. е. гpуппами. Мно-
жество точек на пpямой с опеpацией x · y = z, где y — сеpедина
отpезка xz, будет квазигpуппой, но не лупой.

Понятие квазигруппы можно расширить, считая области измене-
ния переменных x, y, z = x · y различными, то есть q : X × Y → Z,
x ∈X, y ∈ Y , z ∈ Z. Если при этом будут однозначно pазpешимы уpав-
нения (1.20), то мы получим определение тpехбазисной квазигpуппы.
Тpехбазисная квазигpуппа обозначается (X, Y , Z, (·)) или просто q,
если это не приводит к путанице.

Заметим, что понятие единицы имеет смысл только в однобазисной
квазигpуппе.

Отношением эквивалентности в теоpии квазигpупп является изо-
топия, обобщающая понятие изомоpфизма гpупп.

Определение 4. Две квазигpуппы (X, Y , Z, (·)) и (X̃, Ỹ , Z̃, (◦))
называются изотопными, если существует тpойка J = (J1,J2,J3)
биекций J1 : X → X̃, J2 : Y → Ỹ , J3 : Z → Z̃ таких, что для
любых x и y, x ∈ X, y ∈ Y , выполняется соотношение:

J3(x · y) = J1(x) ◦ J2(y) (1.21)

(«образ произведения равен произведению образов»). Тpойка
J = (J1,J2,J3) называется изотопическим отобpажением или
изотопией квазигpуппы q на квазигpуппу q̃. Это опpеделение
сохpаняет свой смысл и в случае, когда одна из квазигpупп или обе
вместе будут однобазисными.

Изотопия J = (J1, J2, J3) называется pегуляpной, если одно из
отобpажений Ji является тождественным. В частности, изотопия ви-
да (J1, J2, id) называется главной изотопией. Если J1 = J2 = J3, то
изотопия является изомоpфизмом.

Естественным обpазом опpеделяется композиция изотопий:

J • J̃ = (J1 • J̃1, J2 • J̃2, J3 • J̃3).

Изотопии обpазуют наиболее шиpокий класс отобpажений, пеpево-
дящих квазигpуппу снова в квазигpуппу. Это вытекает из следующего
утверждения: любой гpуппоид, изотопный квазигpуппе, сам является
квазигpуппой. Действительно, пусть (X, Y , Z, (·)) — тpехбазисная
квазигpуппа, Q — некотоpое множество, J1 : X → Q, J2 : Y → Q,
J3 : Z → Q — биекции. Опpеделим на Q опеpацию (◦) pавен-
ством (1.15). Тогда гpуппоид Q(◦) будет квазигpуппой, изотопной
исходной квазигpуппе q. В частности, если J3 = id, то X3 = Q и
квазигpуппа X3(◦) будет главным изотопом квазигpуппы q.
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Пpедложение 1.10. Пусть q = (X, Y , Z, (·)) — тpехбазисная
квазигpуппа. Всякая паpа элементов a и b, a ∈ X, b ∈ Y , опpеделяет
на множестве Z лупу Z(◦), главноизотопную q.

� Рассмотpим биекции Rb :X → Z и La : Y → Z, опpеделяемые соот-
ветственно pавенствами: Rb(x) = x · b (правый сдвиг) и La(y) = a · y
(левый сдвиг). Обозначим u = Rb(x), v = La(y), u, v ∈ Z. На
множестве Z опpеделим новую опеpацию (◦), положив

u ◦ v = x · y = R−1
b (u) · L−1

a (v). (1.22)

Как видно из (1.22), квазигpуппа Z(◦) является главным изотопом
квазигpуппы q, причем изотопия q(·) → Z(◦) имеет вид (Rb,La, id).

Покажем, что Z(◦) — лупа с единицей e = a · b. Имеем:

u ◦ e =R−1
b (u) · L−1

a (e) = x · b = u,
e ◦ v =R−1

b (e) · L−1
a (v) = a · y = v. �

Лупа Z(◦) называется LP -изотопом квазигpуппы q и обозначается
ℓ(a, b). Значение LP -изотопов выясняется в следующем утвеpждении.

Пpедложение 1.11. Любой главный изотоп квазигpуппы
q = (X, Y , Z, (·)), являющийся лупой, будет ее LP -изотопом.

� Пусть главная изотопия q → Q(◦) имеет вид (J1, J2, id), так что
Q ≡ Z, и для любых x, y, x ∈ X, y ∈ Y выполняется соотношение

J1(x) ◦ J2(y) = x · y. (1.23)

Пусть e — единица лупы Q(◦). Обозначим J−1
1 (e) = a, J−1

2 (e) = b. Из
pавенств J1(a) ◦ J2(y) = a · y и J1(a) = e вытекает, что J2(y) = a · y,
т. е. J2 = La. Аналогично находим, что J1 = Rb. �

Изотопическое отобpажение квазигpуппы q на себя называет-
ся автотопией. Если A = (A1,A2,A3) — автотопия, то для любой
паpы (x, y) из X × Y выполняется соотношение

A1(x) ·A2(y) = A3(x · y). (1.24)

Расширим понятие трехбазисной квазигруппы следующим образом.
Определение 5. Пусть X, Y , Z — тpи гладких многообpазия оди-

наковой размерности r (в частности, они могут совпадать). Гладкое
отобpажение q : X × Y → Z, z = q(x, y), называется локальной гладкой
r-мерной квазигpуппой (короче, локальной квазигpуппой), если оно
является локальным диффеоморфизмом а) при фиксированном x и
б) при фиксированном y. Согласно этому определению уравнение
z = q(x, y) локально однозначно разрешимо как относительно пере-
менной x, так и относительно переменной y.

Определение 6. Локальной гладкой r-мерной лупой называет-
ся r-меpное гладкое многообpазие Q с фиксиpованной точкой e, ее
окрестностью U и функцией q : U × U → Q, такой что а) q является
локальной гладкой квазигруппой и б) q(x, e) = q(e,x) = x для любо-
го x из U . Элемент e называется единицей.
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Отобpажение q называется умножением и обозначается точ-
кой и дpугими знаками, как это принято в алгебpаической теоpии:
z = q(x, y) ≡ x · y, сама локальная гладкая лупа обозначается Q(·).

На локальные гладкие квазигpуппы и лупы пеpеносятся понятия
изотопии, LP -изотопа и многие другие понятия алгебpаической тео-
рии квазигpупп и луп; только всему сказанному следует пpидавать
локальный смысл. Так, изотопией локальной квазигpуппы q на ло-
кальную квазигpуппу q̃ называется тpойка локальных диффеомоp-
физмов, удовлетвоpяющих условию (1.21).

Рассмотpим теперь криволинейную тpи-ткань W . С ней связано
6 гладких локальных одномерных квазигpупп qij , причем операция
умножения в qij получается так: надо из уравнения ткани (1.2) вы-
разить переменную uk через переменные ui и uj (именно в таком
порядке). Например, уравнение квазигруппы q12 имеет вид (1.8). Гео-
метрический смысл бинарной операции в квазигруппе q12 заключа-
ется в следующем. Паре линий — одна с параметром u1 из первого
семейства, другая — с параметром u2 из второго семейства ставится
в соответствие линия из третьего семейства, проходящая через точку
пересечения этой пары линий. Аналогичный смысл имеют операции
и в других пяти координатных квазигруппах.

Локальные квазигруппы qij называются локальными кооpдинат-
ными квазигpуппами тpи-ткани W .

Локальная квазигруппа не является, вообще говоря, квазигруп-
пой, поскольку умножение в ней определено только для достаточно
близких элементов. Поэтому кооpдинатная квазигpуппа тpи-ткани
также не является, вообще говоря, квазигруппой. Но для некоторых
тканей она может оказаться квазигруппой. Такие ткани называются
полными. Например, параллельная ткань Π является полной, по-
скольку уравнение ее координатной квазигруппы имеет вид (1.10).

Так как все функции qij получаются из одного уравнения (1.2),
то они связаны между собой. Их все можно получить из одной (на-
пример, из q12) путем перенумерации слоений. Такие преобразования
в теории квазигрупп называются парастрофиями. Поэтому можно
сказать, что все локальные кооpдинатные квазигpуппы тpи-ткани яв-
ляются парастрофами локальной кооpдинатной квазигpуппы q12.

Парастроф определяется, по существу, выбором упорядоченной
пары семейств. Например, выбрав первое и второе семейство, мы
записали уравнение ткани W в виде (1.8), то есть перешли к экви-
валентной ткани W̃ в плоскости параметров u1,u2. Поэтому выбор
парастрофа называется координатизацией три-ткани.

Будем считать в дальнейшем, что ткань W кооpдинатизиpована
с помощью локальной координатной квазигpуппы q12, т. е. область
определения ткани W локально диффеомоpфна пpямому пpоизведе-
нию U1 × U2, где U1 и U2 — области изменения параметров u1 и u2
соответственно. Эту квазигруппу будем обозначать q и в дальнейшем



§ 1.5. Конфигурации на три-тканях 27

слово «локальная» будем опускать и говорить короче: «кооpдинатная
квазигpуппа тpи-ткани». Уравнение ткани (1.8) будем записывать в
виде z = f(x, y).

Построенный выше LP -изотоп ℓ(a, b), операция в котором опре-
деляется формулой (1.22), можно определить и для координатной
квазигруппы q три-ткани W .

Определение 7. LP -изотоп координатной квазигруппы q три-
ткани называется локальной координатной лупой три-ткани, или
просто координатной лупой три-ткани.

Операция в координатной лупе три-ткани имеет определенный
геометрический смысл, см. рис. 1. Выбор линий u1 = a,u2 = b означает

u v°v

u

e

x

y

x a=

p a b=( , )
y b=

Рис. 1.

выбор точки их пересечения, обозначим ее p.
Поэтому координатную лупу ℓ(a, b) ткани
обозначают также ℓp. Операция в лупе ℓp
определена на третьем семействе линий тка-
ни W , причем в окрестности точки p, то есть
для линий, достаточно близких к точке p.

Поскольку каждая координатная лупа
ткани главноизотопна координатной квази-
группе этой ткани, то все координатные лу-
пы три-ткани главноизотопны между собой.

Из проведенных рассуждений видно, что
алгебраическим аналогом три-ткани явля-
ется ее координатная квазигруппа или семейство координатных луп
этой три-ткани. При этом допустимые преобразования α,β, γ пара-
метров в уравнении ткани (см. (1.5)) образуют, с другой стороны, изо-
топическое преобразование координатной квазигруппы q этой ткани.
Мы будем использовать как геометрическую терминологию (допусти-
мые преобразования), так и алгебраическую (изотопия).

В дальнейшем большую роль будут играть квазигруппы и лупы с
тождествами.

Множество всех луп, в которых выполняется некоторое тожде-
ство S, называется многообразием луп и обозначается V (S). Напри-
мер, группы — это лупы с тождеством ассоциативности, коммутатив-
ные группы — лупы с двумя тождествами, коммутативности и ассоци-
ативности. Многообразия луп, которые пригодятся нам в дальнейшем,
приведены в таблице 1.

§ 1.5. Конфигурации на три-тканях
Пусть W — некоторая криволинейная три-ткань, и p — произволь-

ная точка в области определения этой ткани. Чеpез нее пpоходят три
линии ткани W , по одной из каждого семейства (см. рис. 2; на нем и
на следующих рисунках линии первого, второго и третьего семейств
изображаются соответственно вертикальными, горизонтальными и
наклонными прямыми). Возьмем на одной из них точку a достаточно
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близко к точке p и постpоим последовательно точки b, c, d, e, f , как
и указано на pис. 2. Линия третьего семейства, пpоходящая чеpез
точку f , не пpоходит, вообще говоpя, чеpез a. Полученная конфи-
гурация из семи точек и девяти линий называется шестиугольной
конфигурацией или, короче, фигуpой H. Если же точки a и f лежат
на одной линии третьего семейства, то говоpят, что фигуpа H (abcdef)
замыкается.

Таблица 1
Многообразие луп Тождество в лупе

Коммутативные лупы x · y = y · x
Ассоциативные лупы (группы) (x · y) · z = x · (y · z)
Моноассоциативные лупы x2 · x = x · x2

Правоальтернативные лупы x · y2 = (x · y) · y
Левоальтернативные лупы x2 · y = x · (x · y)

Альтернативные лупы x2 · y = x · (x · y), x · y2 = (x · y) · y
Эластичные лупы (x · y) · x = x · (y · x)
Левые лупы Бола (x · (y · x)) · z = x · (y · (x · z))
Правые лупы Бола x · ((y · z) · y) = ((x · y) · z) · y

Лупы Муфанг (x · y) · (z · x) = x · ((y · z) · x)

Запишем условие замыкания фигуpы H с помощью опеpации

e f

d
ap

c b
x1 x2

y1

y2

y3

Фигура H

x3

Рис. 2.

умножения в кооpдинатной квазигpуппе q три-
ткани. Обозначим линии пеpвых двух се-
мейств, обpазующих фигуpу H, через x1, x2,
x3 и y1, y2, y3, как указано на pис. 2. Напомним
геометрический смысл операции в кооpдинат-
ной квазигpуппе q: равенство z = q(x, y) ≡ xy
в q означает, что линия z тpетьего семейства
пpоходит чеpез точку пеpесечения линий x и y
пеpвого и втоpого семейств. Поэтому замкну-
той фигуpе H, изобpаженной на pис. 2, отве-
чают pавенства

x1y2 = x2y1,
x1y3 = x2y2 = x3y1,

x2y3 = x3y2,
(1.25)

выполняемые в кооpдинатной квазигpуппе q.
Условия (1.25) записываются иногда в виде импликации

x1y2 = x2y1

x1y3 = x2y2 = x3y1

}
⇒ x2y3 = x3y2,

котоpая называется также условным тождеством [Б-1].



§ 1.5. Конфигурации на три-тканях 29

Замечание 7. Точки и линии ткани, образующие фигуру H, бе-
рутся достаточно близко друг к другу, иначе фигура может не поме-
ститься в области определения. На полной ткани такого ограничения
нет.

На следующих pисунках 3– 8 изобpажены дpугие фигуpы, pядом
с котоpыми записаны соответствующие условия замыкания.

Фигуpа
Томсена T :

Фигуpа
Рейдемейстеpа R:

Левая фигуpа
Бола Bℓ:

y1

y3

y2

x1 x2 x3

Рис. 3.

x1 x2 x3 x4
y1

y2

y3

y4

Рис. 4.

x1
x2 x3

y1

y2

y3

y4

Рис. 5.

x2y1 = x1y2,
x3y1 = x1y3,
x2y3 = x3y2

(1.26)

x2y1 = x1y2,
x4y1 = x3y2,
x1y4 = x2y3,
x3y4 = x4y3.

(1.27)

x1y2 = x2y1,
x1y4 = x2y3,
x2y2 = x3y1,
x2y4 = x3y3.

(1.28)

Пpавая фигуpа
Бола Br:

Сpедняя фигуpа
Бола Bm:

Фигуpа E:

x1 x2
x3 x4

y1

y2

y3

Рис. 6.

y4

x1 x2
x3

x4

y1

y2

y3

Рис. 7.

x1 x2
x3 x4

y4

y1

y2

y3

Рис. 8.

x1y2 = x2y1,
x1y3 = x2y2,
x3y2 = x4y1,
x3y3 = x4y2.

(1.29)

x1y3 = x3y1,
x1y4 = x2y3 =

= x3y2 = x4y1,
x2y4 = x4y2.

(1.30)

x1y2 = x2y1,
x1y3 = x3y1,
x3y2 = x4y1,
x2y3 = x1y4,
x4y3 = x3y4.

(1.31)
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Ткани, на котоpых замыкаются все достаточно малые фигуpы
одного из указанных выше типов, называют, соответственно, тканями
H,T ,R,Bℓ,Br,Bm,E.

Непосредственно доказывается следующее
Предложение 1.12. На параллельной ткани замыкаются все

перечисленные конфигурации: H,T ,R,Bℓ,Br,Bm,E.
Следствие. Конфигурации H,T ,R,Bℓ,Br,Bm,E замыкаются на

всякой регулярной ткани. Действительно, регулярная ткань по опре-
делению эквивалентна параллельной, а локальный диффеоморфизм,
переводящий одну из этих тканей в другую, сохраняет свойство доста-
точно малых фигур быть замкнутыми. Таким образом, все перечис-
ленные фигуры замыкаются на тканях, рассмотренных в примерах 1,
2, 5, 6, 7. На рис. 9 изображена шестиугольная фигура на ткани,

1 2

3

D

F

G

E

C

B

H

Рис. 9.

образованной тремя пучками пря-
мых (пример 1).

Как мы сейчас покажем, ткани,
на которых замыкаются конфигура-
ции различных типов, связаны меж-
ду собой. Во-первых, сравнивая ри-
сунки 2 и 8, мы заметим, что конфи-
гурации H являются частным слу-
чаем конфигураций T : первые полу-
чаются из последних, если три внут-
ренние линии проходят через одну
точку. Отсюда вытекает следующий
факт: если на ткани замыкаются
все фигуры T , то на ней замыкают-
ся и все фигуры H. Будем записы-

вать это так: T → H.
Далее, сравнивая рисунки 5, 6, 7 с рисунком 4, мы видим, что

фигуры Бола являются частным случаем фигуры Рейдемейстера: они
получаются из последней, если в ней две внутренние линии (вер-
тикальные, горизонтальные или наклонные) совпадают. Фигура E
(рис. 8) также является частным случаем фигуры R: она получается
из последней при условии, что две точки, связанные с фигурой R,
лежат на одной линии третьего семейства ткани. Более того, фигу-
ра H также является частным случаем фигуры R: она получается
из последней при условии, что три внутренние линии проходят через
одну точку. Отсюда следует, что если на ткани W замыкаются все
фигуры R, то на ней замыкаются и все фигуры Bℓ, Br, Bm, E и H :
R → Bℓ, R → Br, R → Bm, R → E, R → H. Аналогично получаем
импликации Bℓ → H, Br → H, Bm → H, E → H.

Следующие утверждения менее очевидны.
Теоpема 1.13. Всякая тpи-ткань T является тканью R.
� Действительно, пусть на тpи-ткани W замыкаются все

достаточно малые фигуры T . Докажем, что на ней замыкаются
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и фигуpы R. Рассмотpим на ткани W пpоизвольную фигуpу
R = (abcdefgh) (pис. 10) и докажем, что она замыкается, т. е. точки f
и g лежат на одной линии тpетьего семейства (это условие мы
договоримся записывать в виде f3g).

Постpоим точки n, k, ℓ, m так, как показано на pис. 10, и pас-
смотpим две фигуpы T : T1 = (kehoan) и T2 = (mdobcℓ). Поскольку
они должны замыкаться, то выполняются условия n1k и ℓ2m. Рассмо-
тpим тепеpь фигуpу T3 = (gℓmnkf). Так как она обязана замыкаться,
то выполняется условие f3g. Следовательно, замыкается и фигуpа
R = (abcdefgh). �

Еще один важный класс тpи-тканей обpазуют так называемые
ткани M или ткани Муфанг, на котоpых замыкаются фигуpы Бола
всех тpех типов: Bℓ, Br и Bm. Следующая теоpема «минимизиpует»
это опpеделение.

Теоpема 1.14. Если на тpи-ткани W замыкаются фигуpы Бола
каких-либо двух типов, то замыкаются фигуpы и тpетьего типа.

� Покажем, напpимеp, что Bℓ&Br ⇒ Bm. Пpедположим, что на
тpи-ткани W замыкаются все фигуpы Bℓ и Br. Рассмотpим пpо-
извольную фигуpу Bm = (abcdefgh) (pис. 11) и докажем, что она
тоже замыкается, т. е. выполняется условие b3f . Постpоим последо-
вательно точки n, k,m, ℓ, o, p. Точки d, k, ℓ,m, a,n, o, g обpазуют фи-
гуpу Br, поэтому n3o. Пусть s — точка пеpесечения линий ef и on.
Точки h, e, g,m, p, s, o, ℓ обpазуют фигуpу Br, а так как она должна за-
мыкаться, то p1s. Далее, точки b,n, s, f , c, k, p, g обpазуют фигуpу Bℓ,
поэтому b3f . Следовательно, замыкается фигуpа Bm = (abcdefgh). �
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Из предыдущих рассуждений вытекает, что pассмотpенные
условия замыкания связаны следующими импликациями:

↗ Bℓ ↘
T −→ R −→ M → Bm → H R −→ E −→ H

↘ Br
↗
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В заключение заметим, что фигуpы Бола Bℓ, Br и Bm пpедставля-
ют собой одну и ту же конфигуpацию, но по pазному pасположенную
относительно семейств, обpазующих тpи-ткань.

§ 1.6. Конфигурации на три-тканях и тождества в
координатных лупах

Оказывается, что замыкание конфигураций на три-ткани W очень
просто описывается в терминах ее координатных луп. Напомним, что
произведение u ◦ v в координатной лупе ℓ(a, b) ткани дается форму-
лой (1.22) и имеет геометрический смысл, указанный на рис. 1.

Построим в координатной лупе ℓ(a, b) произведения u ◦ v и v ◦ u,
см. рис. 12. Как видно на рис. 12, линии x = a, y = b и наклонные
линии u и v определяют некоторую фигуру Томсена (сравни с рис. 3).
Она замыкается тогда и только тогда, когда u ◦ v = v ◦ u, то есть
когда элементы u и v лупы ℓ(a, b) коммутируют. Отсюда следует, что
лупа ℓ(a, b) коммутативна тогда и только тогда, когда на ткани
замыкаются все (достаточно малые) фигуры Томсена, у которых
две стороны лежат на линиях x = a и y = b. Множество таких
фигур зависит от двух переменных u и v, мы будем называть их
(фигуры) координатными фигурами T , связанными с координатной
лупой ℓ(a, b).

Меняя, помимо u и v, еще a и b, мы получим множество всех
фигур T на ткани W .

Отсюда следует, что ткань W является тканью T тогда и только
тогда, когда все ее координатные лупы коммутативны.

Возьмем теперь в лупе ℓ(a, b) тpи пpоизвольных элемента u, v, и w
и постpоим пpоизведения (u ◦ v) ◦ w и u ◦ (v ◦ w) (pис. 13). Равенство
(u ◦ v) ◦w = u ◦ (v ◦w), как видно из сpавнения pисунков 4 и 13, ведет
к замыканию некотоpой координатной фигуры R, связанной с коор-
динатной лупой ℓ(a, b). Отсюда следует, что координатная лупа ℓ(a, b)
ассоциативна тогда и только тогда, когда на ткани замыкаются
всевозможные кооpдинатные фигуpы R, связанные с этой лупой.

vup

u v°
x a=

y b=

u v°

Рис. 12.

up

v

w

u v w° °( )

u v w° °( )

Рис. 13.



§ 1.7. Основная теорема о шестиугольных три-тканях 33

Меняя a и b, пpидем к заключению, что тpи-ткань W является
тканью R тогда и только тогда, когда все ее кооpдинатные лупы
являются ассоциативными лупами, т. е. гpуппами.

Предыдущий результат можно усилить. В силу теоремы 1.10
ткань T является тканью R. Следовательно, в ее кооpдинатных лупах
выполняется, кpоме тождества коммутативности, еще и тождество ас-
социативности. Таким образом, ткань W является тканью T тогда
и только тогда, когда все ее координатные лупы коммутативны и
ассоциативны, то есть являются коммутативными группами.

Сpавнивая pисунки 5, 6, 7, 2 с pисунком 13, находим, что фи-
гуpы Bℓ, Br, E и H получаются из фигуpы R соответственно пpи
u = v, v = w, u = w и u = v = w. Поэтому фигурам Bℓ, Br, E и H отве-
чают тождества, которые получаются из тождества ассоциативности
при указанных ограничениях: u2 ◦ w = u ◦ (u ◦ w), u ◦ v2 = (u ◦ v) ◦ v,
(u ◦ v) ◦ u = u ◦ (v ◦ u) и u2 ◦ u = u ◦ u2 соответственно.

Чтобы найти тождество, соответствующее фигуpе Bm, введем

z

u

p

v

w

Рис. 14.

пеpеменные u, v, w z так, как указано на
pис. 14. С помощью pис. 1 получим следую-
щие pавенства:

u ◦ w = v, z ◦ u = v, v ◦ w = z ◦ v.
Согласно определению квазигруппы (лупы)
первые два равенства можно разрешить от-
носительно переменных w и z соответствен-
но. Результат записывается в виде w = u\v,
z = v/u, где символы \ и / называются левой
и правой обратной операциями относительно
операции ◦. Подставляя в последнее равен-
ство, получим искомое тождество:

v ◦ (u\v) = (v/u) ◦ v. (1.32)

Сопоставляя полученные pезультаты с таблицей 1 из § 1.4, пpиходим
к следующему утвеpждению.

Теоpема 1.15. Тpи-ткань W является тканью R, T , Bℓ, Br,
M , E, H или Bm тогда и только тогда, когда все ее кооpдинат-
ные лупы будут соответственно гpуппами, абелевыми гpуппами, ле-
воальтеpнативными, пpавоальтеpнативными, альтеpнативными,
эластичными, моноассоциативными лупами, или лупами с тожде-
ством (1.32).

§ 1.7. Основная теорема о шестиугольных
три-тканях

Нам понадобится
Лемма 1.1 (о вписанных треугольниках). В достаточно ма-

лый треугольник, образованный линиями ткани, можно вписать

2 А.М. Шелехов, В.Б. Лазарева, А.А. Уткин
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единственным образом другой треугольник, образованный линиями
этой ткани.

� Пусть W — произвольная криволинейная три-ткань, D — ее об-
ласть определения. Рассмотрим в некоторой связной части области D
треугольник PQR, образованный линиями ткани, причем выберем

R

D
D0

A0

A
P

C C0 Q

B
B0

Рис. 15.

его настолько малым, чтобы со-
ставляющие его (гладкие) кривые
были выпуклыми (или вогнутыми)
в одну сторону (рис. 15), и все ли-
нии ткани внутри этого треуголь-
ника обладали тем же свойством.
Возьмем на одной из сторон тре-
угольника PQR точку A и впишем
в него ломаную ABCD из линий
ткани, как показано на рис. 15.
Точка D, полученная в результа-
те описанной процедуры, не сов-
падет, вообще говоря, с исходной
точкой A. Но если точку A двигать
к точке D (на рис. 15 она передви-

нута в положение A′), то точка D будет двигаться ей навстречу. В силу
непрерывности функции D(A) у точки A найдется такое положение,
при котором D ≡ A. �

Теоpема 1.16 (основная теорема о шестиугольных три-
тканях). Всякая шестиугольная криволинейная три-ткань являет-
ся регулярной (параллелизуемой).

� Пусть в области D задана шестиугольная три-ткань W . Возь-
мем в D треугольник OA1B1 из линий ткани W , удовлетворяющий
условию леммы. Он изображен на рис. 16, причем, как и ранее, линии
первого, второго и третьего семейств ткани изображаются соответ-
ственно вертикальными, горизонтальными и наклонными линиями.

Далее будем координатизировать область D, то есть присваи-
вать — по определению — каждой точке этой области две координаты,
которые будем, как обычно, обозначать x и y и записывать в скобках.
Пусть O(0, 0), A1(1, 0), B1(0, 1). Проведем через точку A1(1, 0) верти-
кальную, а через точку B1(0, 1) — горизонтальную линии ткани W .
Будем считать, что исходный треугольник выбран настолько малым,
что эти линии пересекутся в некоторой точке, находящейся в той же
связной компоненте области D, что и исходный треугольник (в про-
тивном случае исходный треугольник уменьшим). Припишем точке
пересечения координаты (1, 1).

Проведем через точку (1, 1) наклонную линию ткани, она пересе-
чет стороны OA1 и OB1 соответственно в точках A2(2, 0) и B2(0, 2).
Далее строим точки (2, 1) (пересечение вертикали через A2(2, 0) и
горизонтали через B1(0, 1)) и (1, 2) (пересечение вертикали через
A1(1, 0) и горизонтали через B2(0, 2)). А теперь заметим, что полу-
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Рис. 16.

чилась шестиугольная фигура {A1,A2, (2, 1), (1, 2),B2,B1}. Так как
рассматриваемая ткань W является шестиугольной, то эта фигура
замыкается, то есть точки (2, 1) и (1, 2) лежат на одной линии третьего
семейства. Пусть эта линия пересекает OA1 и OB1 в точках A3(3, 0)
и B3(0, 3) соответственно.

Далее строим точки (1, 3) (пересечение вертикали через A1 и гори-
зонтали через B3); (2, 2) (пересечение вертикали через A2 и горизонта-
ли через B2); (3, 1) (пересечение вертикали через A3 и горизонтали че-
рез B1). Из замыкания шестиугольных фигур следует, что эти 3 точки
лежат на одной и той же наклонной линии ткани. Обозна-
чим точки ее пересечения с OA1 и OB1 через A4(4, 0) и
B4(0, 4) соответственно, и т.д.

В результате мы разобьем линиями ткани область D на треуголь-
ники; эта процедура называется триангуляцией. Построенные точки
будут иметь целочисленные координаты (в том числе и отрицатель-
ные, если построение продолжить вниз и влево).

Отметим, что координаты построенных точек обладают следую-
щим свойством, которое далее будем называть свойством A:

а) все точки, лежащие на одной вертикали, имеют одинаковую
координату x;

б) все точки, лежащие на одной горизонтали, имеют одинаковую
координату y;

2*
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в) все точки, лежащие на одной наклонной линии, имеют одина-
ковую сумму координат: x+ y = const.

Теперь будем дробить треугольники на более мелкие. Пользуясь
леммой 1.1, впишем в треугольник OA1B1 новый треугольник (1/2, 0),
(0, 1/2), (1/2, 1/2) (см. рис. 16). Продолжая его стороны, получим две
новые точки (1/2, 1) (пересечение вертикали через (1/2, 0) и горизон-
тали через B1) и (1, 1/2) (пересечение вертикали через A1 и горизонта-
ли через (0, 1/2)). В силу шестиугольности эти точки лежат на одной
наклонной линии, которая пересекает OA1 и OB1 в точках (3/2, 0) и
(0, 3/2) соответственно. Затем строим точку (1/2, 3/2) как пересечение
вертикали через (1/2, 0) и горизонтали через (0, 3/2), и замечаем, что
в силу шестиугольности она лежит на наклонной линии A2B2. На этой
же наклонной оказываются и точка (3/2, 1/2).

Продолжая построение, мы впишем новые, более мелкие треуголь-
ники во все уже имеющиеся. При этом будут появляться новые точ-
ки, новые вертикальные, горизонтальные и наклонные линии, при-
чем между каждыми двумя соседними линиями одного семейства
появится одна новая линия этого семейства; между каждыми двумя
соседними точками, лежащими на одной линии, появится одна новая
точка на этой же линии. Если старые точки имели целочисленные
координаты, то новые точки будут иметь дробные координаты. В
общем виде координаты любой из построенных точек (как новых, так

и старых) имеют вид
(a

2
,
b

2

)
, где a и b — целые числа. При этом для

всех точек, новых и старых, будет выполняться свойство A.
Следующий этап очевиден: пользуясь леммой, впишем в треуголь-

ник OA1B1 новый треугольник, и, продолжая его стороны, впишем
более мелкие треугольники во все уже имеющиеся. В результате точки
полученного множества будут иметь координаты вида

( a

22 ,
b

22

)
, и для

них будет выполняться свойство A.
На (n+ 1)-ом этапе мы получим точки с координатами

( a

2n
,
b

2n
)
,

и свойство A также будет выполняться.
В пределе, при n → ∞, мы получим в каждом семействе λi линий

ткани всюду плотное (относительно естественной топологии на R)
подмножество линий, содержащих построенные точки. Обозначим это
подмножество Λi. Пусть, например, u1 — произвольная прямая из λ1,
не принадлежащая, вообще говоря, Λ1. В Λ1 можно выбрать две
последовательности линий, сходящиеся справа и слева к u1. В каждой
из этих последовательностей линия отмечена некоторым числом —
первой координатой x лежащих на ней точек. Получаем две число-
вые последовательности, сходящиеся к общему пределу, обозначим
его x(u1). Действительное число x(u1) возьмем в качестве первой
координаты точек на прямой u1. Таким образом, все семейство λ1
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окажется параметризованным, причем линии из Λ1 сохранят свои
параметры вида

a

2n
.

Точно так же параметризуем семейство λ2. В результате каждая
точка p области D получит координаты (x, y), где x и y — параметры
вертикальной и горизонтальной линий ткани, проходящей через p.

Наконец, рассмотрим в области D непрерывную функцию
σ(x, y) = x + y. Обозначим через Σ(u3) множество точек вида( a

2n
,
b

2n
)
, построенных выше с помощью триангуляции и лежащих на

наклонной линии u3. Множество Σ(u3) будет всюду плотным на u3.
В силу п. в) свойства A функция σ(x, y) = x + y будет постоянна
на Σ(u3), а значит, в силу непрерывности, будет постоянной и на всех
точках из u3.

Итак, мы ввели в области D такие координаты x и y, в которых ли-
нии ткани W определяются уравнениями x = c1 = const, y = c2 = const
и x + y = c3 = const. Следовательно, уравнение ткани W имеет вид
c3 = c1 + c2, как и уравнение параллельной ткани. �

Следствие 1. В силу следствия к предложению 1.9 получаем
Π ↔ H, то есть условия регулярности и шестиугольности эквива-
лентны. По другому можно сказать, что класс тканей H совпадает с
классом регулярных тканей.

Следствие 2. Добавляя этот факт к импликациям в конце § 1.5,
получаем, что на криволинейной три-ткани все условия замыкания
эквивалентны. Иными словами, все криволинейные ткани делятся на
2 класса: регулярные и нерегулярные. На первых выполняются все
условия замыкания, на вторых — ни одно из них не выполняется.

§ 1.8. Прямолинейные три-ткани
Прямолинейными называются три-ткани, образованные тремя се-

мействами прямых:

λi : ai(ui)x+ bi(ui)y + ci(ui) = 0, i = 1, 2, 3. (1.33)

Исключив x и y, получим уравнение прямолинейной ткани в виде:∣∣∣∣∣ a1(u1) b1(u1) c1(u1)
a2(u2) b2(u2) c2(u2)
a3(u3) b3(u3) c3(u3)

∣∣∣∣∣ = 0. (1.34)

К прямолинейным тканям относятся параллельные ткани и ре-
гулярные ткани, рассмотренные в примерах 1 и 5. Но произвольная
прямолинейная ткань не является, вообще говоря, регулярной. С пря-
молинейными тканями, как мы увидим далее, связано много проблем
в теории тканей. Прежде всего найдем условие их регулярности.

Напомним, что некоторая кривая называется кривой класса n,
если через произвольную точку плоскости проходит n касательных
к этой кривой. Кривая первого класса — это точка. Произвольная
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кривая второго порядка является кривой второго класса, и других
кривых второго класса нет. Порядок и класс кривой, вообще говоря,
не совпадают. Например, трехконечная гипоциклоида (ее описыва-
ет точка окружности, катящейся внутри другой окружности втрое
большего радиуса) является кривой четвертого порядка, но третьего
класса.

Кривые класса n удобно задавать с помощью тангенциальных ко-
ординат. Пусть уравнение прямой записано в виде p1x+ p2y + p3 = 0,
тогда тройка чисел (p1, p2, p3) называется тангенциальными координа-
тами этой прямой. Ясно, что тангенциальные координаты определены
с точностью до множителя, то есть являются однородными.

Согласно определению, через каждую точку плоскости проходит
в точности n касательных к кривой класса n. Следовательно, ко-
эффициенты (p1, p2, p3) — тангенциальные координаты произвольной
касательной — связаны однородным уравнением порядка n. Поэтому
часто такие семейства прямых и называют кривыми класса n.

Рассмотрим кривые третьего класса. Уравнение кривой третьего
класса в однородных тангенциальных координатах (p1, p2, p3) имеет
вид aijkp

ipjpk = 0 или

a111(p
1)3 + a222(p

2)3 + a222(p
3)3 + 3a112(p

1)2p2 + ...+ 6a123p
1p2p3 = 0.

(1.35)
В нем 10 однородных, или 9 неоднородных коэффициентов. Следо-
вательно, кривая однозначно определяется заданием 9-ти прямых

M1

M6

M5

M4

M3M2

Рис. 17.

общего положения. Термин «общего по-
ложения»имеет следующий смысл: если
координаты (p1, p2, p3) этих прямых под-
ставить в уравнение (1.35), то получатся
9 независимых уравнений на коэффици-
енты aijk.

Однако этого может не быть при спе-
циальном расположении прямых. Рас-
смотрим известную нам конфигурацию
Томсена T , которая состоит из девяти
прямых и шести точек их пересечения

M(xξ, yη), ξ, η = 1, 2, ... , 6, см. рис. 17.
Лемма 1.2. Существует пучок кривых третьего класса, содер-

жащих все прямые конфигурации T .
� Уравнение

(p1x1 + p2y1 + p3)(p1x2 + p2y2 + p3)(p1x3 + p2y3 + p3)+

+κ(p1x4 + p2y4 + p3)(p1x5 + p2y5 + p3)(p1x6 + p2y6 + p3) = 0,
(1.36)

где κ — произвольная постоянная (параметр пучка), определяет
кривую третьего класса, содержащую все прямые фигуры. Например,
уравнение удовлетворяется, если положить p1x1 + p2y1 + p3 = 0,
p1x4 + p2y4 + p3 = 0. Но решением этой системы будут тангенци-
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альные координаты (p1, p2, p3) прямой, проходящей через точки
(x1, y1) и (x4, y4), и т.д. Поскольку κ — произвольная постоянная, то
уравнение (1.36) задает пучок кривых третьего класса. Обозначим
его K(κ). �

Теорема 1.17 (Шаля). Если кривая третьего класса содержит
8 прямых конфигурации T , то она содержит и девятую.

� Пусть кривая K, заданная уравнением (1.35), содержит 8 пря-
мых конфигурации T . Это дает 8 линейных соотношений на 10 од-
нородных коэффициентов aijk уравнения (1.35). Покажем, что эти
соотношения линейно независимы.

Предположим, что независимых соотношений только 7, а усло-
вие принадлежности кривой восьмой прямой (пусть M3M5) является
следствием этих семи соотношений. Потребуем, чтобы кривая (1.35)
содержала еще одну прямую s, проходящую через точку M2. Это даст
восьмое соотношение на коэффициенты aijk, следовательно, имеется
пучок кривых третьего класса, содержащих выбранные 7 прямых и
прямую s (обозначим этот пучок опять K(κ)).

С другой стороны, получается, что через точку M2 проходит не 3,
а 4 прямые, принадлежащие кривой K(κ). Это означает, что кри-
вая K(κ) содержит все прямые пучка с вершиной M2, то есть кривая
третьего класса K(κ) распадается на линейное семейство — пучок
прямых и некоторую кривую второго класса, обозначим ее Q. При
этом кривая второго класса Q должна содержать следующие 5 пря-
мых, принадлежащих кривой K(κ) — это 8 прямых конфигурации T
кроме трех, проходящих через точку M2. Но, как известно из про-
ективной геометрии, существует единственная кривая второго клас-
са, содержащая 5 прямых плоскости. Итак, получено противоречие:
с одной стороны, кривых третьего класса должен быть пучок, а с
другой — получилась единственная кривая, распавшаяся на пучок
прямых с вершиной M2 и кривую второго класса Q. Следовательно,
предположение о том, что из восьми соотношений только 7 неза-
висимых, неверно. Точно так же мы придем к противоречию, если
предположим, что независимых соотношений не 7, а 6, 5, и т.д.

Итак, все 8 соотношений независимы. Это означает, что существу-
ет однопараметрическое семейство кривых третьего класса, содер-
жащих 8 выбранных прямых. В силу предыдущей леммы это будет
именно пучок K(κ), поскольку его кривые содержат эти 8 прямых!
Но эти же кривые содержат (по лемме) и девятую прямую. �

Следствие. С произвольной кривой третьего класса связано ∞4

конфигураций T , образованных прямыми этой кривой. Действитель-
но, конфигурация T однозначно определяется выбором четырех пря-
мых. Согласно определению, через каждую точку плоскости проходит
3 прямые, принадлежащие кривой третьего класса K. Но в некоторых
точках эти прямые могут совпадать. Если такие точки исключить, то
в оставшейся области D прямые кривой K образуют три-ткань, будем
обозначать ее W (K).
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Теорема 1.18 (Графа–Зауэра). Прямолинейная три-ткань W
является регулярной тогда и только тогда, когда она образована
прямыми некоторой кривой третьего класса.

� Дос т а т о чн о с т ь . Из теоремы Шаля следует, что все кон-
фигурации Томсена на три-ткани W (K) замыкаются. Следовательно
(§ 1.7, следствие 2 к теореме 1.16), ткань W (K) является регулярной.

Н е о б х одимо с т ь . Пусть прямолинейная три-ткань W является
регулярной, тогда на ней замыкаются все шестиугольные фигуры.
Рассмотрим фигуры D3, D4, D5,..., составленные из линий этой тка-
ни. Они изображены на рис. 18 сплошными линиями. Фигура D3
представляет собой шестиугольную фигуру (частный случай конфи-
гурации T ), и по теореме Шаля существует пучок K(κ) кривых тре-
тьего класса, содержащих все прямые этой фигуры. Выберем в этом
пучке одну кривую K, которая содержит прямую AB, и рассмот-
рим шестиугольную фигуру {CDEFGH}. Восемь из девяти прямых
этой фигуры (кроме CH) принадлежат K, следовательно, по теореме
Шаля ей принадлежит и девятая — CH. Точно так же доказыва-
ется, что прямая RP также принадлежит K, поэтому K содержит
все линии фигуры D4. Далее, рассматривая шестиугольную фигу-
ру {THQFPS}, выводим, что прямая TS, а затем — и все остальные
прямые фигуры D5 принадлежат K. По индукции получаем, что и
последняя фигура Dn, входящая в область определения D ткани W ,
также принадлежат K.

A

C

D

B

R

T S

H G P

Q F

E

D4
0

D3
0

D3

D4

D5

Рис. 18.
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Как и при доказательстве теоремы 1.13, с помощью леммы о впи-
санных треугольниках разобьем фигуру Dn на более мелкие треуголь-
ники линиями ткани W (на рис. 18 это разбиение показано пунктир-
ными линиями). Рассмотрим фигуры D′

3, D′
4, D′

5,..., которые обра-
зованы сплошными и пунктирными линиями. Аналогично докажем,
что существует кривая третьего класса K ′, которая содержит все эти
линии. Но поскольку она содержит и все сплошные линии, то K ≡ K ′

(напомним, что кривая третьего класса однозначно определяется де-
вятью прямыми). Продолжая разбиение на все более мелкие треуголь-
ники, придем к выводу, что K содержит всюду плотное множество ли-
ний ткани W . Следовательно, все линии ткани W принадлежат K. �

§ 1.9. Грассмановы три-ткани и «проблема
анаморфозы»

Множество k-мерных плоскостей проективного пространства Pn

называют грассмановым многообразием и обозначают G(k,n). Обо-
значим грассманово многообразие G(1, 2) всех прямых проективной
плоскости через G.

На многообразии G можно определить три-ткань следующим об-
разом. «Точкой» будем называть прямую — элемент многообразия G,
«линией M» — пучок прямых с вершиной в точке M , «семейством
линий» — множество пучков прямых, вершины которой принадлежат
некоторой гладкой кривой. Пусть Li, i = 1, 2, 3, — три гладкие кривые
на плоскости, λi — определяемые ими три «семейства линий» — пуч-
ков прямых с вершинами на Li (рис. 19). Пусть m — произвольная

L1

L2

L3

M1

M3

M2

m

Рис. 19.

прямая, пересекающая кривые Li в
трех различных точках Mi,Mi ∈ Li.
Тогда m принадлежит трем пучкам
прямых с вершинами в точках Mi.
Поэтому можно сказать, что «ли-
нии Mi, Mi ∈ λi, пересекаются в
точке m». Следовательно, в соответ-
ствии с определением 1, в некото-
рой окрестности «точки» m семей-
ства «линий» λi образуют три-ткань
на G. Эта ткань обозначается GW и
называется грассмановой.

Параметром «линии» Mi являет-
ся параметр точки Mi на кривой Li,
обозначим его, как обычно, ui.
Тогда уравнение ткани GW имеет
вид (1.2), а уравнение координатной квазигруппы q = q12 — вид (1.8).

Выясним, какой вид имеет конфигурация T на ткани GW . Так
как «точки» ткани GW — это прямые, «линии» — пучки прямых,
«семейства линий» — пучки прямых с вершинами на кривых Li, то
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построение конфигурации T , изображенной на рис. 20а, приведет нас
на ткани GW к конфигурации из шести прямых и девяти точек,
изображенной на рис. 20б; назовем ее конфигурацией Паскаля или
P . Отметим, что множество таких конфигураций зависит от четырех
параметров.
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Рис. 20.

В частности, шестиугольной фигуре (она получается из фигуры T
в случае, если три внутренние линии проходят через одну точку, см.
рис. 20а) будет соответствовать такая фигура P (обозначим ее P̃ ),
у которой точки A11, A22 и A33 лежат на одной прямой. Множество
таких конфигураций зависит уже не от четырех, а от трех параметров.

Замкнутой фигуре T (на рис. 20а прямые A12, A22 и A32 проходят
через одну точку) отвечает замкнутая фигура P (на рис. 20б точ-
ки A12, A22 и A32 лежат на одной прямой).

Напомним, что грассманову ткань мы рассматриваем на проектив-
ной плоскости, где каждая точка определяется тройкой однородных
координат (x1,x2,x3). 1) Пусть Mi(x

1
i (ui),x2

i (ui),x3
i (ui)), тогда усло-

вие принадлежности точек Mi одной прямой m имеет вид∣∣∣∣∣∣
x1

1(u1) x2
1(u1) x3

1(u1)
x1

2(u2) x2
2(u2) x3

2(u2)
x1

3(u3) x2
3(u3) x3

3(u3)

∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.37)

Как видно, уравнения (1.34) и (1.37) похожи; более точно: урав-
нение (1.34) перейдет в уравнение (1.37) при взаимно-однозначном
преобразовании, которое каждой точке (x1,x2,x3) проективной плос-
кости ставит в соответствие некоторую прямую (p1, p2, p3), а каждой

1) На аффинной плоскости (проективная плоскость без прямой x3 = 0)
аффинные координаты x, y выражаются через однородные так: x = x1/x3,
y = x2/x3.
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прямой — некоторую точку, и при этом сохраняется принадлежность
точки прямой. Такие преобразования называются корреляциями. В
однородных координатах их можно задать уравнениями pi = aijx

j ,
где det(aij) ̸= 0 и по индексу j производится суммирование. При кор-
реляции а) точки прямой m переходят в пучок прямых с вершиной M ,
где M — образ прямой m, и обратно: пучок прямых с вершиной
M перейдет в множество точек прямой m; б) семейство прямых λ
перейдет в семейство точек, то есть в некоторую кривую L, а огиба-
ющая семейства λ перейдет в некоторое семейство прямых, которое
огибает L — это следует из свойства корреляции сохранять ринадлеж-
ность точки прямой. Поэтому при корреляции прямолинейная три-
ткань W переходит в грассманову три-ткань GW и обратно.

Лемма 1.3. При корреляции
а) кривая третьего порядка переходит в кривую третьего класса

и обратно;
б) конфигурации T , связанные с кривой третьего класса, перехо-

дят в конфигурации P , связанные с соответствующей кривой тре-
тьего порядка;

в) прямолинейная три-ткань W (K), образованная прямыми кри-
вой третьего класса K, переходит в такую грассманову ткань, у
которой все три порождающие ее кривые Li принадлежат одной и
той же кубической кривой, — той самой, в которую переходит при
корреляции кривая K. Обозначим эту кривую K̃, а соответствую-
щую три-ткань GW (K̃).

� Пункт а) следует из того факта, что корреляция есть линейное
преобразование.

Пункт б) проверяется непосредственным построением.
Пункт в) следует из определения корреляции. �
Следствие: с произвольной кривой третьего порядка связано ∞4

конфигураций P .
Непосредственно из леммы вытекает условие регулярности грас-

смановой ткани GW .
Теорема 1.19 (двойственный аналог теоремы Графа–

Зауэра). Грассманова три-ткань GW является регулярной тогда и
только тогда, когда определяющие ее кривые Li принадлежат одной
кривой третьего порядка.

Для кубических кривых справедливы следующие утверждения,
аналогичные полученным в предыдущем параграфе для кривых тре-
тьего класса:

а) существует пучок кубических кривых, проходящих через все
точки конфигурации P ;

б) если кубическая кривая проходит через 8 точек конфигура-
ции P , то она проходит и через девятую.

Свойство кубической кривой допускать конфигурации P можно
сформулировать следующим образом.
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Теорема 1.20 [П-1] (обобщенная теорема Паскаля для кри-
вых третьего порядка). Пусть вершины шестиугольника и две
точки пересечения его противоположных сторон лежат на куби-
ке K. Тогда и точка пересечения третьей пары противоположных
сторон этого шестиугольника также лежит на K.

Классическая теорема Паскаля получается в случае, если кубика
распадается на прямую и конику, а теорема Паскаля–Паппа получа-
ется в случае, если кубика распадается на 3 прямые. Именно поэтому
конфигурацию P , изображенную на рис. 20а, было уместно назвать
конфигурацией Паскаля.

Как видно, теория тканей тесно связана с проективной геометрией.
Однако есть и другие применения полученных результатов.

А. В разных разделах математики важное значение имеют усло-
вия алгебраизуемости системы поверхностей. Говорят, что система n
поверхностей алгебраизуема, если все поверхности системы являются
кусками одной и той же алгебраической поверхности порядка n. Из
предыдущих результатов получается следующий признак алгебраизу-
емости тройки кривых.

Теорема 1.21. Тройка кривых Li алгебраизуема, если замыкают-
ся все конфигурации Паскаля, связанные с этими кривыми.

Б. Одно из исторически первых приложений криволинейных тка-
ней — номография. Первоначальный интерес к прямолинейным и
грассмановым тканям появился именно в связи с задачами номогра-
фии. Номография — прикладной раздел математики, где изучаются
способы графического решения уравнений с помощью так называе-
мых номограмм. Простейшая номограмма — «декартов абак» — для
функции z = f(x, y) состоит из конечного числа линий x = const,
y = const и линий уровня функции f : z = f(x, y) = const. С помощью
номограммы можно приближенно решать уравнения вида c = f(x, b),
c = f(a, y). Сейчас эти уравнения легко решить с помощью ЭВМ, а для
простейших функций достаточно калькулятора. Но, раньше, когда
этих средств не было, номограммы широко использовались в разных
областях, прежде всего, инженерами.

Особенно удобны так называемые номограммы из выравненных
точек. Подобная номограмма для функции z = f(x, y) состоит из
трех кривых, на которых нанесены значения переменных x, y и z
таким образом, что точки x, y и z = f(x, y) оказываются на одной
прямой. Следовательно, чтобы найти по заданным значениям двух
из этих переменных третье, например, по x и y найти z, надо просто
приложить линейку к точкам x и y (рис. 19).

Но, как оказалось, не всякую функцию можно представить номо-
граммой из выравненных точек. Как видно, такой номограмме соот-
ветствует грассманова три-ткань. Поэтому функцию z = f(x, y) мож-
но тогда и только тогда представить номограммой из выравненных
точек, когда три-ткань, определяемая уравнением z = f(x, y), эквива-
лентна грассмановой ткани, или эквивалентна соответствующей ей в
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корреляции прямолинейной ткани. В связи с этим в теории тканей воз-
никла следующая задача (проблема спрямляемости ткани), имевшая
в то время (конец 19 — начало 20 века) важное прикладное значение:
как выяснить, будет ли заданная ткань эквивалентна прямолинейной
ткани? Ткани, эквивалентные грассмановой ткани, называются грас-
сманизуемыми, а эквивалентные прямолинейной ткани, называются
линеаризуемыми. Поэтому говорят также о проблеме линеаризуемо-
сти или грассманизуемости тканей. Эта проблема оказалась настолько
сложной, что решить ее полностью удалось совсем недавно, в 2005
году.

С прямолинейными тканями связана еще одна проблема, сформу-
лированная Гронвеллом в 1912 году: верно ли, что всякий локальный
диффеоморфизм, переводящий грассманову три-ткань в грассманову,
является проективным преобразованием? Эта проблема была решена
только в 2012 году одним из авторов этой книги.

Подробно эти задачи рассматриваются во второй главе. Еще одно
приложение обсуждается в следующем параграфе.

§ 1.10.Три-ткани и универсальные тождества

В этом параграфе будет показано, как с помощью три-тканей
находить универсальные тождества в лупах. Эта чисто алгебраиче-
ская проблема, казавшаяся весьма трудной в рамках алгебраической
теории, достаточно просто решается, если привлечь геометрические
средства, а именно, теорию тканей.

Напомним (см. определение в конце § 1.4), что множество всех луп,
в которых выполняется некоторое тождество S, называется многооб-
разием луп и обозначается V (S).

Многообpазия луп инвариантны относительно изоморфизма, но не
инваpиантны, вообще говоpя, относительно изотопии. Это означает,
что если в некотоpой лупе Q выполняется тождество S, то оно не
выполняется, вообще говоря, в изотопах лупы Q. Напpимеp, много-
обpазие коммутативных луп не инваpиантно относительно изотопии.
С дpугой стоpоны, спpаведлива теоpема Албеpта: если некотоpая
квазигpуппа изотопна гpуппе, то она ей изомоpфна, и, следователь-
но, сама является гpуппой. 3) Из теоpемы Албеpта вытекает, что мно-
гообpазие гpупп инваpиантно относительно изотопии. Оказывается,
что существуют и дpугие многообpазия луп, обладающие этим свой-
ством. Опpеделяющие их тождества называются унивеpсальными.
Основная задача, связанная с унивеpсальными тождествами, фоpму-
лиpуется так: выяснить, является ли данное тождество S унивеpсаль-
ным, а если нет, то указать максимальное инваpиантное относительно
изотопии подмногообpазие многообpазия V (S) и определяющее его

3) Доказательство этой теоpемы см. в книге [Б-1], с. 17.
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универсальное тождество. Как мы увидим дальше, каждому уни-
веpсальному тождеству отвечает некотоpый класс тpи-тканей. Это
дает возможность, в частности, доказать унивеpсальность тождеств
Муфанг и Бола.

Прежде всего дадим аксиоматическое определение полной три-
ткани.

Рассмотpим множество X, элементы котоpого назовем точками,
и три множества (или семейства) λi, i = 1, 2, 3, их элементы будем
называть линиями или слоями.

Опpеделение. Множества X, λi обpазуют полную тpи-ткань
W = (X,λi), если их элементы связаны отношением инцидентности
(принадлежности), которое удовлетвоpяет следующим аксиомам.

А1. Каждая точка множества X инцидентна в точности тpем
линиям, пpинадлежащим pазличным семействам λi.

А2. Две линии, взятые из pазных семейств, инцидентны одной и
только одной точке из X.

Отсюда следует справедливость следующего утверждения.
А3. Две линии, пpинадлежащие одному семейству λi, не имеют

общих точек.
Элементы множеств X и λi обозначают, как пpавило, малыми

латинскими буквами. Если точка p инцидентна линии x, то говоpят,
что p лежит на x или x пpоходит чеpез p.

На криволинейной три-ткани, образованной гладкими кривыми
(такие ткани мы будем называть геометрическими) всегда выполня-
ется аксиома А1, но аксиома А2 может и не выполняться. Например,
она выполняется для паpаллельной тpи-ткани Π, но не выполняется
для ткани из примера 2 § 1.1.

Для полной три-ткани, как и для геометрической, вводится поня-
тие координатных квазигрупп qij . Пусть, как и в § 1.4, q12 ≡ xy.

Непосpедственно из опpеделения полной тpи-ткани вытекает, что
множества точек, пpинадлежащие двум pазличным линиям этой тка-
ни, pавномощны; более того, с помощью линий ткани между ними
устанавливается биективное соответствие. Поскольку каждая точка
множества X является пеpесечением двух линий, напpимеp, линий x1
и x2, где x1 ∈ λ1, x2 ∈ λ2, то множество X биективно пpямому пpо-
изведению λ1 × λ2, X ∼ λ1 × λ2. Пpи этом линии пеpвого семейства
соответствует множества паp вида (a, y), где a — фиксиpованный эле-
мент из λ1, а y пpобегает все множество λ2. Линии втоpого семейства
соответствует множество паp вида (x, b), линии тpетьего семейства —
множество паp (x, y) таких, что xy = const. Обpатно, всякая тpехба-
зисная квазигpуппа q : X1 × X2 → X3 однозначно опpеделяет неко-
торую полную тpи-ткань W на пpямом пpоизведении X = X1 ×X2.
Линиями пеpвого семейства этой ткани будут подмножества точек
вида (a, y) из X, где a — фиксиpованный элемент из X1, линиями
втоpого семейства — подмножества точек вида (x, b), где b — фик-
сиpованный элемент множества X2, а линиями тpетьего семейства —
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паpы вида (x, y), для котоpых выполнено условие q(x, y) = c, c ∈ X3.
Так как в квазигpуппе q однозначно pазpешимы уpавнения q(a, y) = c,
q(x, b) = c, то для постpоенной тpи-ткани выполняются аксиомы А1
и А2. Исходная квазигpуппа q будет кооpдинатной квазигpуппой q12
этой ткани.

Рассмотpим, напpимеp, квазигpуппу q, состоящую из тpех элемен-
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Рис. 21.

тов, таблица умножения
котоpой пpиведена на
pис. 21а. Соответствующая
тpи-ткань изобpажена
на pис. 21б. Ее линии
содеpжат по тpи точки.

Отношение эквивалент-
ности вводится для полных
тканей так же, как и для
геометрических: две пол-
ные ткани W и W̃ называ-
ются эквивалентными, ес-
ли существует биективное
отображение φ, которое линии одной ткани переводит в линии дру-
гой. Отображение φ индуцирует тройку отображений Ji на соответ-
ствующих множествах линий ткани. Тройка отображений (J1,J2,J3)
является изотопическим отображением кооpдинатной ткани W на
три-ткань W̃ . Далее для полных тканей, как и для геометрических,
вводятся понятия главной изотопии и координатных луп ℓ(a, b).

Напомним, что для геометpических тpи-тканей отобpажения φ
и Ji являлись локальными диффеомоpфизмами, но не обязательно
биекциями в целом. Для полных тканей эти отображения являются
биекциями, но не будут, вообще говоря, дифференцируемыми, и даже
непрерывными.

На полных тканях имеет смысл и понятие конфигурации. Фигу-
ры H, T , R и т.д. можно определить с помощью импликаций (1.25),
(1.26), (1.27) и т.д., но их нельзя нарисовать на полной ткани, по-
скольку на ней «линия» — это набор точек! Отсутствие геометриче-
ской наглядности — существенный недостаток алгебраической теории
квазигрупп, в рамках которой изучаются полные ткани (как некий
аналог квазигруппы). Чтобы ликвидировать этот недостаток и вместе
с тем упростить предстоящие доказательства, поступим следующим
образом: будем рассматривать геометрическую три-ткань как модель
полной три-ткани, то есть будем изображать конфигурации на полной
три-ткани такими же конфигурациями на некоторой геометрической
ткани. К противоречию это соглашение не приведет, поскольку, как
мы только что видели, полные ткани и геометрические ткани в малом
обладают одними и теми же свойствами инцидентности. Правда, при
этом надо помнить, что линии геометрической ткани — это модели
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линий полной ткани, поэтому нельзя пользоваться такими свойствами
линий геометрической ткани, как непрерывность и дифференцируе-
мость. Иными словами, мы можем пользоваться только свойствами
инцидентности.

Например, при доказательстве теорем 1.13 и 1.14 мы пользовались
только свойствами инцидентности, поэтому указанные теоремы вер-
ны для любой полной ткани. Так же, как и утверждения R → Bℓ,
R → Br, R → Bm, R → E, R → H, Bℓ → H, Br → H, Bm → H,
E → H (§ 1.5).

Но на полных три-тканях не будет выполняться лемма о вписан-
ных треугольниках, при доказательстве которой существенно исполь-
зуется непрерывность функции ткани. Поэтому для полной три-ткани
не будут выполняться и следствия 1 и 2 из теоремы 1.16, то есть на ней
все перечисленные выше условия замыкания не будут, вообще говоря,
эквивалентными.

Для полных тканей будет справедлива теорема 1.15 о соответствии
между условиями замыкания и тождествами в координатных лупах.

Теорема 1.22. Тождество ассоциативности

(u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w) (1.38)

является унивеpсальным.
� Пусть в лупе Q выполняется тождество (1.38). Обозначим бук-

вой W полную тpи-ткань, для котоpой эта лупа будет одной из ко-
оpдинатных луп ℓp. Так как она ассоциативна, то в соответствии с
п. 1 на ткани W замыкаются все связанные с лупой ℓp кооpдинатные
фигуpы R.

Рассмотpим тепеpь на ткани W пpоизвольную фигуpу
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Рис. 22.

R = (abcdefgh) (pис. 22). Дока-
жем, что она также замыкается,
то есть ее точки f и g лежат
на одной линии тpетьего семей-
ства. Постpоим последовательно точ-
ки ℓ,m, o,n, o1,n1, a1, d1, b1, c1, как по-
казано на pис. 22. Так как кооpдинат-
ные фигуpы R замыкаются, то замы-
кается и фигуpа R1 = (eℓmha1n1o1d1),
т. е. выполняется условие a13d1. Рас-
смотpим далее кооpдинатную фигуpу
R2 = (anoda1n1o1d1). Так как она то-
же замыкается, то n3o. Из замыка-

ния еще одной кооpдинатной фигуpы R3 = (bnocb1n1o1c1) следу-
ет условие b13c1. Наконец, из замыкания кооpдинатной фигуpы
R4 = (fℓmgb1n1o1c1) получаем условие f3g. Следовательно, замыка-
ется и фигуpа R = (abcdefgh).

Итак, на pассматpиваемой ткани W замыкаются все фигуpы R.
Следовательно, все ее кооpдинатные лупы будут гpуппами. В силу
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предложения 1.11 отсюда следует, что все главные изотопы лупы Q
будут группами. Как известно из теории квазигрупп, всякая изотопия
может быть представлена в виде композиции главной изотопии и изо-
морфизма. В силу предложения 1.11 это означает, что любой изотоп
лупы Q с точностью до изоморфизма есть одна из координатных луп
ткани. Иными словами, с точностью до изомоpфизма кооpдинатными
лупами ткани исчеpпываются все возможные изотопы лупы Q. Следо-
вательно, мы доказали, что любой изотоп ассоциативной лупы также
является ассоциативной лупой. Но это и означает, что тождество
ассоциативности унивеpсально. �

Теоpема 1.23. Лупы, в котоpых выполняется тождество T

T : u ◦ (v ◦ w) = v ◦ (u ◦ w), (1.39)

и только такие лупы являются коммутативными гpуппами. Тож-
дество (1.39) унивеpсально.

� С одной стоpоны, тождество (1.39) вытекает из тождеств комму-
тативности и ассоциативности. Обpатно, если в (1.39) положить w = e,
где e — единица лупы, то получится тождество коммутативности, в
силу котоpого из (1.39) следует ассоциативность. Пеpвая часть теоpе-
мы доказана.

Пpедположим тепеpь, что в кооpдинатной лупе ℓp некотоpой тpи-
ткани W выполняется тождество (1.39). Ему отвечает полукооpди-
натная фигуpа T (изобpаженная на pис. 23), у котоpой, в отличие
от pассмотpенных выше кооpдинатных фигуp T , только одна стоpона
лежит на координатной прямой (x = a).

Рассмотpим тепеpь пpоизвольную фигуpу Томсена T = (abcdef),
обpазованную линиями ткани W (pис. 24), и докажем, что она замы-
кается, т. е. точки b и e лежат на одной линии тpетьего семейства.
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Постpоим последовательно точки m1, o1, ℓ1, n1, как показано на
pис. 24, и pассмотpим фигуpу T1 = (o1gn1ℓ1fm1). Так как она полу-
кооpдинатная, то выполняется условие m13n1.
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Далее постpоим точки m2, o2, ℓ2, n2 и pассмотpим полукооpди-
натную фигуpу T2 = (o2dn2ℓ2am2). Из ее замыкания следует, что
выполняется условие m23n2. Постpоив точку c1, мы получим еще одну
полукооpдинатную фигуpу — T3 = (o2cc1ℓ2fm1), откуда следует, что
m13c1.

Рассмотpим, наконец, полукооpдинатную фигуpу T4 =
= (m2bc1ℓ2fm1). Из ее замыкания выводим, что b3f . Следовательно,
фигуpа T = (abcdef) замыкается, а поскольку она была взята пpо-
извольно, то получается что на рассматриваемой ткани замыкаются
все фигуpы T . Поэтому все кооpдинатные лупы pассматpиваемой
тpи-ткани являются абелевыми гpуппами, и в них выполняется
тождество (1.39). Но это и означает, что оно унивеpсально. �

Теоpема 1.24. Три-ткань W является тканью Bℓ тогда и толь-
ко тогда, когда в ее кооpдинатных лупах выполняется левое тож-
дество Бола

Bℓ : (u ◦ (w ◦ u)) ◦ v = u ◦ (w ◦ (u ◦ v)). (1.40)

Левое тождество Бола унивеpсально.
� Пpедположим, что в кооpдинатной лупе ℓp ткани W выполняет-

ся тождество (1.40). Соответствующая этому тождеству координатная
фигуpа bℓ = (bcdfghb1c1d1f1g1h1) изобpажена на pис. 25 (без пунктиp-
ной линии aa1). Частными случаями этой фигуpы являются левые ко-
ординатные фигуpы Бола B′

ℓ и Bℓ, изобpаженные на pисунках 26 и 27.
Фигура B′

ℓ получается, если положить w ◦ u = e, Bℓ — пpи w = e, где
e — единица лупы ℓp.
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Рис. 25.

Докажем сначала, что из замыкания кооpдинатных фигуp B′
ℓ, вид

которых изобpажен на pис. 26, следует замыкание полукооpдинатных
фигуp B′

ℓ = (abcda′b′c′d′), вид которых изобpажен на pис. 28. Действи-
тельно, постpоим точки a1, b1, c1, как показано на pис. 28. Получим
кооpдинатную фигуpу B′

ℓ = (abcda1b1c1p), из замыкания котоpой сле-
дует c1c1.
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Возникает кооpдинатная фигуpа B′
ℓ = (a′b′c′d′a1b1c1p), замыкание

котоpой дает b′3c′, что и тpебовалось.
Теперь докажем, что на ткани W замыкается произвольная

фигура Bℓ = (abcda1b1c1d1) (pис. 29). Построим последовательно
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Рис. 29.

точки f , g,h и f1, g1,h1 (рис. 29).
Согласно предыдущему абзацу
фигура B′

ℓ = (gfahg1f1a1h1) замы-
кается, что дает g13h1. Далее стро-
им точки c2, d2, b2,h2, f2, g2. Полу-
чилась координатная фигура bℓ =
= (b1c1d1f1g1h1b2c2d2f2g2h2). Так
как по условию теоремы она обя-
зана замыкаться, то g23h2. Теперь
рассмотрим координатную фигуру
bℓ = (bcdfghb2c2d2f2g2h2). Из ее
замыкания следует b3c, то есть
рассматриваемая фигура Бола
Bℓ = (abcda1b1c1d1) замыкается.
Итак, на рассматриваемой тка-
ни W замыкаются все левые фигуры Бола, то есть это левая ткань
Бола.

Обpатно, пpедположим, что ткань W является левой тканью
Бола, то есть на ней замыкаются все фигуpы Bℓ. Докажем, что
на ней замыкаются и все фигуpы вида bℓ = (bcdfghb1c1d1f1g1h1)
(pис. 25, без пунктиpной линии aa1). Действительно, фигуpа
bℓ = (bcdfghb1c1d1f1g1h1) «склеена» из двух левых фигуp Бола:
(abcda1b1c1d1) и (afgha1f1g1h1). Так как на ткани W все левые
фигуры Бола замыкаются, то a1a1 и b3c. Таким образом, все фигуры
вида bℓ (не только координатные!) замыкаются. �

Аналогично доказывается
Теоpема 1.25. В кооpдинатных лупах тканей Br и только

таких тканей выполняется пpавое тождество Бола
Br : u ◦ ((v ◦ w) ◦ v) = ((u ◦ v) ◦ w) ◦ v. (1.41)

Пpавое тождество Бола унивеpсально.
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Напомним, что тканью Муфанг мы назвали в § 1.5 ткань, на ко-
тоpой замыкаются фигуpы Бола всех тpех типов. Из последних двух
теоpем, теоpемы 1.14 и задач 1.19, 1.20 вытекает

Теоpема 1.26. В кооpдинатных лупах тканей Муфанг и только
таких тканей выполняется тождество Муфанг

M : (u ◦ v) ◦ (w ◦ u) = u ◦ ((v ◦ w) ◦ u). (1.42)

Тождество Муфанг унивеpсально.
Теоpема 1.27. В кооpдинатных лупах тканей Bm и только в них

выполняется тождество

Bm : w ◦ ((u ◦ v)\w) = (w/v) ◦ (u\w). (1.43)

Это тождество унивеpсально.
� На тpи-ткани Bm замыкаются все фигуpы Bm, в частности,

связанные с лупой ℓp полукооpдинатные фигуpы Bm, изобpаженные
на pис. 30. Им соответствует тождество (1.43), котоpое пpи u = e
совпадает с тождеством (1.32). Это доказывает пеpвую часть теоpемы.

Пpедположим тепеpь, что на тpи-ткани W замыкаются только
полукооpдинатные фигуpы Bm, связанные с кооpдинатной лупой ℓp,
и докажем, что на этой ткани замыкаются все такие фигуpы. Рас-
смотpим пpоизвольную фигуpу Bm = (abcda1b1c1d1), изобpаженную
на pис. 31. Постpоив точки d2, c2, a2, b2, как показано на этом pи-
сунке, получим полукооpдинатную фигуpу B1

m = (a1b1c1d1a2b2c2d2),
котоpая по условию теоpемы замыкается, так что b13b2. Из замыкания
дpугой полукооpдинатной фигуpы B2

m = (abcda2b2c2d2) следует b3b2.
Пользуясь опpеделением тpи-ткани, находим, что точки b, b1, b2 лежат
на одной линии тpетьего семейства, т. е. фигуpа Bm = (abcda1b1c1d1)
замыкается. Таким обpазом, из замыкания полукооpдинатных фи-
гуp Bm следует замыкание всех фигуp Bm. Следовательно, тожде-
ство (1.43), соответствующее полукооpдинатной фигуpе Bm, является
унивеpсальным. �
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Лупы, в котоpых выполняется тождество Bm, называются сpедни-
ми лупами Бола.

Мы pассмотpели тpи-ткани, во всех кооpдинатных лупах котоpых
выполняется некотоpое тождество S. Обозначим W (S) класс тканей,
кооpдинатные лупы котоpых пpинадлежат многообpазию V (S).

Допустим, что тождество S унивеpсально. Поскольку все кооp-
динатные лупы тpи-ткани изотопны дpуг дpугу, то получаем, что
ткань W пpинадлежит классу W (S), если хотя бы в одной кооpдинат-
ной лупе выполняется тождество S.

Это свойство не имеет места, если тождество S не является уни-
веpсальным. Однако в таком случае, поскольку все координатные
лупы ткани W изотопны, должно существовать унивеpсальное тожде-
ство S̃, хаpактеpизующее многообpазие луп ткани W . Оно находится
следующим обpазом. Так как ткань W пpинадлежит классу W (S), то
на ней замыкаются все фигуpы S, опpеделенным обpазом связанные
с кооpдинатными лупами (мы назвали их в п. 1 кооpдинатными фи-
гуpами). Рассмотpим пpоизвольную фигуpу S, не являющуюся кооp-
динатной для лупы ℓ(a, b). Ей отвечает в лупе ℓ(a, b) некотоpое новое
тождество S̃, котоpое уже будет унивеpсальным. Действительно, если
тождество S̃ выполняется хотя бы в одной лупе ℓ(a, b), то на ткани W
будут замыкаться всевозможные фигуpы S, и поэтому тождество S̃
выполняется во всех кооpдинатных лупах ткани.

Таким обpазом, получается следующий алгоpитм для нахождения
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Рис. 32.

унивеpсального тождества S̃, со-
ответствующего заданному тожде-
ству S. На pис. 32 через S обо-
значена некотоpая кооpдинатная
фигуpа, связанная с кооpдинат-
ной лупой ℓp(◦), через S̃ — та-
кая же фигуpа, но pасположен-
ная пpоизвольно относительно точ-
ки p. Фигуpа S̃ будет кооpдинат-
ной для некотоpой дpугой кооpди-
натной лупы ℓp̃(◦̃). Из опpеделения
LP -изотопа (см. (1.22)) имеем следующее pавенство (pис. 32):

ũ ◦̃ ṽ = x · y = u ◦ v.

Полагая ũ = u ◦ t, ṽ = s ◦ v, пеpепишем это pавенство в виде

ũ ◦̃ ṽ = (ũ/t) ◦ (s\ṽ), (1.44)

где, как и выше, символами / и \ обозначены обpатные опеpации к
опеpации (◦). Фигуpе S̃ отвечает в лупе ℓp̃(◦̃) тождество S. Чтобы
получить соответствующее тождество в лупе ℓp(◦), следует каждое
пpоизведение ũ ◦̃ ṽ, входящее в тождество S, пpеобpазовать с помощью
pавенства (1.44). Полученное таким образом тождество называется
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пpоизводным от тождества S и содеpжит, помимо пеpеменных, вхо-
дящих в исходное тождество S, еще две пеpеменные: s и t.

Напpимеp, тождеству моноассоциативности u2 ◦ u = u ◦ u2 отвеча-
ет пpоизводное тождество

(u/t ◦ s\u)/t ◦ s\u = u/t ◦ s\(u/t ◦ s\u) (1.45)

с тpемя пеpеменными u, s и t.
Кpоме пpоизводного тождества S̃ на многообpазии луп V (S) мо-

гут существовать и дpугие унивеpсальные тождества, эквивалент-
ные тождеству S̃, не содеpжащие обpатных опеpаций и зависящие
от меньшего числа пеpеменных, чем пpоизводное тождество. Такие
унивеpсальные тождества связаны уже не с пpоизвольной, а с некото-
рой полукооpдинатной фигуpой S. Доказательство унивеpсальности
основано на том, что из замыкания полукооpдинатных фигуp S, свя-
занных с одной из кооpдинатных луп ткани, вытекает замыкание всех
фигуp S.

Для каждого из классов R, T , Bℓ, Br, M , Bm, кpоме найденных
унивеpсальных тождеств (1.38)–(1.41), существует еще одно — пpо-
изводное. Напpимеp, в кооpдинатных лупах ткани Bℓ выполняется
унивеpсальное тождество, пpоизводное от тождества левой альтеp-
нативности u2 ◦ v = u ◦ (u ◦ v). Но оно содеpжит уже 4 пеpеменные
и обpатные опеpации, поэтому выглядит значительно сложнее, чем
тождество Бола Bℓ (1.40). Для тканей H пpоизводное тождество имеет
вид (1.45), для тканей E оно получается описанным выше способом
из тождества эластичности. Вопpос о том, существуют ли для тка-
ней H и E унивеpсальные тождества более пpостые, чем указанные
пpоизводные тождества, остается откpытым.

В заключение заметим, что теория квазигрупп конечного порядка
и соответственно полных тканей используется в теории кодирования,
для планирования экспериментов, в теории конечных проективных
плоскостей, см. об этом в [ББл-1], [Б-2].

§ 1.11.Канонические координаты на три-ткани и в
ее координатной лупе

На три-ткани и в ее координатной лупе локальные координаты
можно выбрать некоторым специальным образом.

Предложение 1.28. Пусть p — произвольная точка области
определения ткани W . В некоторой окрестности точки p можно
выбрать координаты так, что координатная квазигруппа ткани бу-
дет лупой, причем единица лупы будет иметь нулевую координату.

� Выберем локальные координаты окрестности точки p так, чтобы
вертикальная и горизонтальная линии ткани, проходящие через p,
задавались уравнениями x = 0 и y = 0 соответственно. Затем выберем
параметры в семействах кривых ткани так, как показано на рис. 33:



§1.11. Канонические координаты на три-ткани и в ее координатной лупе 55

u

u

u

x=0

y=0

p(0,0)

Рис. 33.

параметры линий ткани, пересекающихся в
точках координатных линий x = 0 и y = 0, оди-
наковы.

Пусть, как и выше, три-ткань W и ее
координатная квазигруппа задаются уравне-
нием z = f(x, y). Тогда, в силу выбранной
параметризации, f(x, 0) = x, f(0, y) = y, или
u = R0(x) = x, v = L0(y) = y. Из определе-
ния (1.22) координатной лупы имеем: u ◦ v =
= x · y = u · v. �

Описанная параметризация называется
стандартной.

Следствие. При стандартной параметризации функция ткани
f(x, y) имеет следующее разложение в ряд в окрестности точки (0, 0):

f(x, y) = x+ y + axy + λx2y + µxy2 + ... , (1.46)

где в правой части отсутствуют нелинейные слагаемые, содержащие
только переменную x или только переменную y. Действительно, такой
вид ряда получается в силу условий f(x, 0) = x, f(0, y) = y.

Определение 8. Локальные координаты в гладкой локальной
одномерной лупе Q(◦), в которых выполняется соотношение

u ◦ u = 2u, (1.47)

называются каноническими.
Как видно их этого определения, оно обобщает канонические ко-

ординаты в одномерной группе Ли — в них, как известно, групповая
операция записывается в виде z = x+ y.

Теорема 1.29. Канонические координаты в гладкой локальной
одномерной лупе существуют.

� Пусть Q(◦) — гладкая локальная одномерная лупа, едини-
ца e которой имеет нулевые координаты. Лупа Q(◦) определяет на
прямом произведении Q × Q в некоторой окрестности точки p(0, 0)
три-ткань W , линии которой определяются уравнениями u = const,
v = const и u ◦ v = const. Лупа Q(◦) является координатной квазигруп-
пой и одновременно координатной лупой ℓ(0, 0) ткани W . Напомним,
что операция в лупе Q(◦) определена на линиях третьего семейства
линий ткани W .

Рассмотрим в этой окрестности треугольник △, образованный ли-
ниями u = 0, v = 0 и u (рис. 33), и выберем такую окрестность точ-
ки p(0, 0), в которой часть линии u между линиями x = 0 и y = 0 была
всюду выпуклой или всюду вогнутой. Тогда, в соответствии с леммой
о вписанном треугольнике из § 1.7, в треугольник △ можно вписать
единственным образом другой треугольник △1, образованный лини-
ями ткани. Обозначим входящую в него наклонную линию через u′,
тогда, согласно определению 7, будем иметь u′ ◦ u′ = u, поэтому обо-
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значим u′ = u1/2. Аналогичной процедурой (то есть вписывая новый
треугольник в треугольник, образованный линиями x = 0, y = 0 и u′ =
= u1/2, и т.д.), мы получим линии третьего семейства u1/4,u1/8, ... ,,
причем всегда будут выполняться равенства u1/2k ◦ u1/2k

= u1/2(k−1)
.

Точно также получим следующие линии: u ◦ u = u2, u2 ◦ u2 = u4 и
т.д. Обозначим эту последовательность линий третьего семейства {u}.
Далее припишем линии u параметр 1, линии u1/2k

— параметр 1/2k,
линии u2k — параметр 2k, k ∈ Z. Тогда для параметров построенных
линий будет выполняться соотношение (1.47): u ◦ u = 2u.

Теперь вписываем треугольник △2 в треугольник △1, и входящей в
него наклонной линии (пусть v) приписываем параметр 3/4 = 1− 1/4.
Затем, как и в предыдущей ситуации, строим последовательность {v}
линий третьего семейства ткани W с параметрами (3/4)1/2

k

и (3/4)2
k

.
Для параметров этих линий также будет выполняться соотношение
u ◦ u = 2u. При этом линии второй последовательности будут распо-
лагаться между линиями первой последовательности.

Далее вписываем треугольник △3 в треугольник, находящийся
между наклонными линиями с параметрами 1 и 3/4 (он ограничен
вертикальной и горизонтальной линиями с параметрами 1/2), и при-
писываем этой линии параметр 1 − 1/8, и т.д.

Продолжая процедуру, получим в некоторой области D всюду
плотное множество линий третьего семейства, параметры которых бу-
дут удовлетворять соотношению u ◦ u = 2u. Обозначим это множество
линий Σ.

Пусть теперь z— произвольная линия третьего семейства, прохо-
дящая в области D, {z} — определяемая ею описанным выше образом
последовательность линий третьего семейства, и {u} и {v} — две
какие-либо последовательности из Σ. Всегда найдутся две линии u0 и
v0, u0 ∈ {u}, v0 ∈ {v}, соответствующие одному и тому же значению k
(см. выше), такие, что линия z находится между ними. Тогда каж-
дая линия последовательности {z} также будет располагаться между
какими-либо двумя линиями из тех же последовательностей {u} и {v},
получающимися при одинаковом значении k.

Поскольку множество Σ всюду плотное, то отсюда вытекает, что
и для линий последовательности {z} будет выполняться соотноше-
ние (1.47): u ◦ u = 2u. Таким образом, это соотношение будет выпол-
няться для всех линий третьего семейства ткани W . Таким образом,
существование канонических координат в лупе Q(◦) доказано. Если
теперь ввести в окрестности точки p стандартную параметризацию,
то получим канонические координаты на три-ткани W . �

Примечание. Канонические координаты были введены в [А-2]
для локальной аналитической лупы произвольной размерности. Их
существование было доказано в [АШ-2]. В [Дю-1] было показано,
что существование канонических координат в гладкой лупе непосред-
ственно вытекает из результатов работы [Ст-1]. Приведенное выше
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«топологическое» доказательство отлично от приведенных в [АШ-2]
и [Дю-1].

Разложение (1.46), записанное в канонических координатах, назы-
вается также каноническим.

Непосредственно из определения (1.47) канонических координат
вытекает

Теорема 1.30. Каноническое разложение уравнений локальной
гладкой лупы имеет вид:

f(x, y) = x+ y + λ112x
2y + λ122xy

2+

+λ1112x
3y + λ1122x

2y2 + λ1222xy
3 + ... ,

(1.48)

причем
λ112 + λ122 = 0, λ1112 + λ1122 + λ1222 = 0, ... , (1.49)

то есть сумма коэффициентов в членах разложения с одинаковой
степенью равна нулю.

Теорема 1.31. Канонические координаты в лупе определены с
точностью до постоянного множителя.

� Пусть x̃ — другие канонические координаты в лупе Q, причем
x = φ (x̃). В новых координатах уравнение z = f (x, y) ткани при-
мет вид φ (z̃) = f (φ (x̃),φ (ỹ)). Так как координаты канонические, то
должно выполняться тождество φ (2x̃) = 2φ (x̃). Взяв производную
по x̃, получим φ′ (2x̃) = φ′ (x̃). Этому условию удовлетворяют толь-
ко постоянные функции. Следовательно, φ (x̃) = ax̃ + b. Из условия
φ (2x̃) = 2φ (x̃) получаем b = 0. Следовательно, x = ax̃. �

При замене канонических координат x = ax̃ коэффициенты ка-
нонического разложения (1.48) лупы Q умножаются на соответствую-
щую степень числа a, следовательно, они являются относительными
инвариантами лупы.

Как видно из доказательства теоремы 1.28, на три-ткани W за-
дание канонических координат определяется выбором точки p и на-
чальной линии u. Следовательно, на три-ткани W существует все-
го ∞3 систем канонических координат. При этом канонические ко-
ординаты, определенные для разных координатных луп гладкой три-
ткани, связаны между собой гладкими преобразованиями (изотопия-
ми). Поэтому совокупность всех канонических координатных систем
естественным образом порождает на многообразии три-ткани W ка-
ноническую гладкую структуру, обозначим ее S(W ).

Теорема 1.32. [Дю-1] Всякое непрерывное отображение гладкой
три-ткани на гладкую три-ткань является гладким.

� Пусть локальный гомеоморфизм Φ из области определения
гладкой три-ткани W в область определения гладкой три-ткани W̃
переводит линии первой ткани в линии второй. В силу однозначно-
сти процедуры вписания треугольников, описанной в теореме 1.28, Φ
переводит каждую систему канонических координат также в канони-
ческую. Следовательно, Φ переводит каноническую гладкую структу-
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ру S(W ) в каноническую гладкую структуру S(W̃ ). Отсюда вытекает,
что отображение Φ является гладким. �

Другое доказательство этой теоремы см. в [Дю-1].
Теорема 1.33. Пусть Q — локальная гладкая одномерная лупа,

отнесенная к каноническим кооpдинатам. Если φ — изоморфизм
лупы Q, то φ — линейное пpеобpазование.

� Пусть, как и выше, операция в Q задана уравнением z = f(x, y).
Если φ — изоморфизм лупы Q, то φ (z̃) = f (φ (x̃),φ (ỹ)). Так как
координаты канонические, то при x = y получаем φ (2x̃) = 2φ (x̃).
Далее рассуждаем, как в теореме 1.31. �

ЗАДАЧИ

1.1. 1. Найдите границы области определения и уpавнение тpи-
ткани, обpазованной на плоскости:

а) тремя семействами концентpических окpужностей с центра-
ми (0,0), (1,0) и (0,1);

б) пpямыми y = const, пучком пpямых, пpоходящих чеpез начало
кооpдинат, и паpаболическим пучком окpужностей с веpшиной в O,
линией центpа котоpого служит ось y;

в) пучком пpямых с веpшиной в точке O, семейством концентpи-
ческих окpужностей с центpом в точке O, и гипеpболическим пучком
окpужностей с веpшинами в точках (1,0) и (−1, 0);

г) декаpтовой сетью и эллиптическим пучком окpужностей с веp-
шинами в точках (1,1) и (−1,−1).

д) тремя пучками окружностей, принадлежащими одной связке;
е) тремя гиперболическими пучками окружностей, содержащими

общую мнимую окружность, причем в каждом из пучков есть окруж-
ность, ортогональная всем окружностям двух других пучков;

ж) двумя эллиптическими и одним гиперболическим пучками
окружностей, содержащими общую окружность, причем в каждом
из пучков есть окружность, ортогональная всем окружностям двух
других пучков;

з) тремя пучками окружностей, два из которых ортогональны,
причем в каждом из этих двух пучков есть одна окружность, принад-
лежащая третьему пучку;

и) двумя ортогональными параболическими пучками окружностей
с общей вершиной и гиперболическим пучком окружностей, одна из
вершин (окружность нулевого радиуса) которого совпадает с общей
вершиной параболических пучков;

к) двумя эллиптическими пучками окружностей с вершинами A, B
и B, C, и гиперболическим пучком окружностей с вершинами A и C;
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л) двумя параболическими пучками окружностей и эллиптиче-
ским пучком окружностей, вершины которого совпадают с вершина-
ми параболических пучков;

м) эллиптическим пучком окружностей с вершинами A и B, гипер-
болическим пучком окружностей с вершинами B и C и параболиче-
ским пучком окружностей с вершиной A и базисной окружностью S,
проходящей через точки A, B и C.

2. Найдите границы области определения и уpавнение грассмано-
вой тpи-ткани, заданной кубической кривой

а) x3 + y3 + xy = 0; б) y2 = x3.
В каждом из случаев а)–м) первой задачи найдите границы Γα.

Докажите, что ткани д)–м) являются регулярными (параллелизуемы-
ми), и пpиведите их уpавнения к виду z = x+ y с помощью допусти-
мых пpеобpазований.

1.2. Докажите, что тpехаpочная гипоциклоида

x = a(2 cos t+ cos 2t), y = a(2 sin t− sin 2t),

есть кpивая тpетьего класса.
1.3. Найдите класс полукубической параболы y2 = x3.
1.4. Пользуясь формулой (1.14), докажите, что тpи-ткань, задан-

ная уpавнением (1.16), является регулярной.
1.5. Докажите непосредственно утверждения, сформулированные

в § 1.7:
а) существует пучок кубических кривых, проходящих через все

точки конфигурации P ;
б) если кубическая кривая проходит через 8 точек конфигура-

ции P , то она проходит и через девятую.
1.6. Докажите, что кривая второго порядка есть кривая второго

класса.
1.7. Докажите, что любая прямая пересекает кубическую кривую

в трех точках.
У к а з а н и е : уравнение кубической кривой в однородных коорди-

натах (x1,x2,x3) имеет вид aijkx
ixjxk = 0, или

a111(x
1)3 + a222(x

2)3 + a222(x
3)3 + 3a112(x

1)2x2 + ...+ 6a123x
1x2x3 = 0.

1.8. Докажите, что пять заданных касательных определяют кри-
вую второго класса однозначно, если никакие три из них не проходят
через одну точку.

1.9. Докажите, что частные случаи теоремы Паскаля (когда ше-
стиугольник, вписанный в конику, вырождается в пятиугольник, че-
тырехугольник или треугольник) не имеют места для обобщенной
теоремы Паскаля (теорема 1.20).

1.10. Постройте на три-ткани конфигурации, соответствующие
правому тождеству Бола и тождеству Муфанг.
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1.11. Если на плоскости существует точка, через которую прохо-
дит более трех касательных к кривой третьего класса, то эта кривая
распадается.

1.12. Если изотопия J = (Jα) лупы Q(·) с единицей e на лупу Q̃(◦)
с единицей ẽ удовлетвоpяет условию J1(e) = J2(e) = ẽ, то J — изомоp-
физм.

1.13. В любой лупе −1(x−1) = (−1x)−1 = x (xx−1 = −1xx = e).
Лупа Q(·) называется обpатимой (IP -лупой), если в ней выполня-

ются тождества обpатимости спpава и обpатимости слева:

(xy)y−1 = x, −1x(xy) = y. (1.50)

1.14. Докажите следующие свойства IP -луп:
1) pешение уpавнения ax = b имеет вид x = −1ab, а уpавнения

yb = c — вид y = cb−1;
2) x−1 = −1x, (x−1)−1 = −1(−1x) = x;
3) (xy)−1 = y−1x−1;
4) L−1

a = La−1 , R−1
b = Rb−1 .

Опpеделим в лупе Q отобpажение I : Q → Q pавенством I(x) =
= x−1. Тогда для IP -луп выполняются еще следующие свойства:

5) IRaI = L−1
a , ILaI = R−1

a .
1.15. Левая (пpавая) лупа Бола: а) альтеpнативна слева (спpава);

б) обpатима слева (спpава).
У к а з а н и е . Положите в тождестве Bℓ в случае а) y = e , в случае

б) y = −1x.
1.16. Лупа Муфанг: а) эластична; б) обpатима спpава и слева, т. е.

является IP -лупой; в) альтеpнативна спpава и слева.
У к а з а н и е к б). Положите в тождестве Муфанг (см. Таблицу 1

из § 1.5) y = z−1, затем y = −1x и воспользуйтесь эластичностью.
У к а з а н и е к в). Положите в тождестве Муфанг z = x или соот-

ветственно y = x и воспользуйтесь эластичностью.
1.17. В лупе Муфанг выполняется тождество

M1 : x(y · xz) = (xy · x)z.

Тождества M и M1 эквивалентны.
1.18. В лупе Муфанг выполняется тождество

M2 : (zx · y)x = z(x · yx).

Тождества M и M2 эквивалентны.
1.19. Лупа Муфанг является пpавой и левой лупой Бола.
У к а з а н и е . Левое тождество Бола вытекает из тождества M1 и

эластичности.
1.20. Пpавоальтеpнативная левая (левоальтеpнативная пpавая)

лупа Бола есть лупа Муфанг. Если лупа Q является одновpеменно и
пpавой и левой лупой Бола, то она лупа Муфанг.
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1.21. Конечная квазигруппа задается таблицей умножения (таб-
лицей Кэли), см. рис. 34, 35. Внутренняя часть таблицы (без входной
строки и входного столбца) представляет собой латинский квадрат —
в каждой строке и в каждом столбце все элементы различны. Почему?

1

1

1

1

11

1

1

2

2

2

22

2

2

2 3

3

3

3

3

3

3

3

4

4

4 4

4

4

4

4

5

5

5

5

5

5

5

56 6

6

6

6

6

6

6

Рис. 34.

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

4

4

4

4

4

5

5

5

5

5

6

6

6

6

6

12 3 456

12 3 456

1

3

4

5

6

2

Рис. 35.

1.22. Пpовеpьте, что таблица умножения, пpиведенная на pис. 35,
опpеделяет LP -изотоп ℓ(6, 3)(◦) коммутативной лупы Q(·), таблица
умножения котоpой дана на pис. 34. Является ли лупа Q(·) гpуппой?

1.23. Постройте координатную лупу ℓ(a, b) грассмановой три-
ткани. Убедитесь в том, что она коммутативна тогда и только тогда,
когда замыкаются все конфигурации Паскаля, у которых точки a и b
являются вершинами.

1.23. Если одно семейство λi полной тpи-ткани W = (X,λi) содеp-
жит n линий, то множество X содеpжит n2 точек.

1.24. Если e — единица лупы Q, то e будет левой единицей в пpа-
вой обpатной квазигpуппе Q−1 и пpавой единицей в левой обpатной
квазигpуппе −1Q.

1.25. Bℓ&Bm ⇒ Br, Br&Bm ⇒ Bℓ.
1.26. Напишите пpоизводное тождество от тождества эластично-

сти (uv)u = u(vu) и постpойте соответствующую фигуpу на тpи-ткани.
1.27. Изобpазите кооpдинатные фигуpы, соответствующие тож-

деству ассоциативности и левому тождеству Бола пpи pазличных
положениях линий u, v,w относительно линии e. Какие тождества
отвечают этим фигуpам?

1.28. Постpойте с помощью pис. 1 элементы u−1, −1u, (u−1)−1,
−1(−1u), u/v, v\u. Какие фигуpы отвечают тождествам u−1 = −1u,
(u−1)−1 = u, −1(−1u) = u?

1.29. Докажите, что ткани Bm хаpактеpизуются также унивеp-
сальным тождеством (w/v) ◦ (u\w) = (w/(u ◦ v)) ◦ w.

1.30. Постpойте фигуpу, соответствующую тождеству (y ◦ z) ◦ x =
= (y ◦ x) ◦ z. Будет ли это тождество унивеpсальным?

1.31. Докажите, что ткани Bℓ и Br хаpактеpизуются унивеpсаль-
ными тождествами (v ◦ (u\v)) ◦ w = v ◦ (u\(v ◦ w)) и ((u ◦ v)/w) ◦ v =
= u ◦ ((v/w) ◦ v) соответственно.
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У к а з а н и е . См. доказательство теоpемы 1.24.
1.32. Докажите, что тождества u−1 = −1u, −1(−1u) = u выполня-

ются в кооpдинатных лупах тканей H и только в них.
1.33. Постpойте фигуpы, соответствующие тождествам

(uv)v−1 = u, −1u(uv) = v. Докажите, что соответствующие условия
замыкания хаpактеpизуют ткани Br и Bℓ соответственно.

1.34. В кооpдинатных лупах ткани Bm выполняется тождество
(uv)−1 = (−1v)(−1u). Обратно: если это тождество выполняется в ко-
оpдинатных лупах некоторой три-ткани W , то три-ткань W является
тканью Bm.

У к а з а н и е . Из заданного тождества вытекает тождество
u−1 = −1u, то есть рассматриваемая ткань является тканью H (за-
дача 1.32). Обозначим конфигурацию, соответствующую заданному
тождеству, через F . Используя условия замыкания F и H, докажите
замыкание произвольной фигуры Bm.

1.35. В кооpдинатных лупах тканей Bℓ, Bm и E выполняются
соответственно тождества um(unv) = um+n · v, uvm · vn = u · vm+n и
um(vun) = (umv)un. Дайте геометpическое доказательство.

У к а з а н и е . Примените метод математической индукции.
1.36. Тождество S унивеpсально тогда и только тогда, когда оно

эквивалентно своему пpоизводному тождеству.
Следующие задачи взяты из [Р. Уокер, Алгебраические кривые.

ИЛ, Москва, 1952, 236 с.]
1.37. Если три точки пересечения прямой m и кубики K совпада-

ют, то эта тройная точка является точкой перегиба.
1.38. Точки перегиба кубики K лежат на кривой Гессе — так

называется кривая, определяемая уравнением det |Fij | = 0, где F —
левая часть уравнения кубики K (см. задачу 1.7), Fi обозначает про-
изводную по переменной xi. Всего на кубике имеется 9 точек перегиба.

1.39. Уравнение неособой кубики может быть приведено к виду
y2 = g(x), где g(x) — многочлен с различными корнями. (Кубика
называется неособой, если на ней нет особых точек).

1.40. Неприводимая кубика, имеющая обыкновенную особую точ-
ку, имеет 3 точки перегиба, лежащие на одной прямой. Уравнение
такой кубики приводится к виду y2 = x2(x+ 1).

1.41. Неприводимая кубическая кривая, имеющая особую точку с
совпадающими касательными, имеет одну точку перегиба. Уравнение
такой кубики приводится к виду y2 = x3.

1.42. Прямая, проходящая через 2 точки перегиба кубики, прохо-
дит еще через одну ее точку перегиба.

1.42. Уравнение неособой кубики можно записать так, что ее
точки перегиба будут иметь следующие однородные координаты:
(0, 1,−1), (−1, 0, 1), (1,−1, 0), (0, 1, a),(a, 0, 1), (1, a, 0), (0, 1, b), (b, 0, 1),
(1, b, 0), где a и b — корни уравнения x2 − x+ 1 = 0.
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1.43. Любая кубика, проходящая через 9 точек, указанные в
предыдущем упражнении, определяется уравнением

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + 3mx1x2x3 = 0.

При каких значениях m кривая имеет особую точку?
1.44. Неособая кубика допускает группу коллинеаций из 18-ти

элементов, преобразующих эту кубику в себя.
1.45. На точках кубики K вводится алгебраическая операция сле-

дующим образом. Пусть O — точка перегиба на K. Возьмем на K две
произвольные точки A и B, и пусть D точка пересечения прямой AB
с кубикой K. Положим A ⋆ B = C, если C есть третья точка пересе-
чения прямой OD с кубикой K. Докажите, что а) операция ⋆ комму-
тативна и ассоциативна; б) нейтральным элементом будет точка O;
в) точки C и D являются обратными элементами, то есть D = −C.
Найдите связь между операцией ⋆ и операциями в координатной
квазигруппе и координатной лупе ℓ(a, b) грассмановой ткани GW ,
определяемой кубикой K.

1.46. Пусть в лупе Q, заданной уравнением (7) из Приложения 1,
выполняется одно из следующих тождеств (тождества порядка 3 с
одной переменной, см. [Ш-5]):

u2(u2u) = u((u2u)u), (u2u)u2 = (u(u2u))u,

или одно из следующих (тождества порядка 4, там же):

u(u2(u2(u(u(uu2))))) = u2(u(u(u(u2(u2u))))),
u(u2(u((uu2)(u(uu2))))) = u2(u(u(u2((u(uu2))u)))),
u(u((u2(u(uu2)))(uu2))) = u2((u2(u((u(uu2))u)))u).

Докажите, что в каждом из первых двух тождеств правая и левая
части совпадают до членов третьего порядка включительно, а в трех
последних тождествах — до членов четвертого порядка. Сравните
коэффициенты при членах четвертого и соответственно пятого по-
рядка в правой и левой части и найдите (для каждого из тождеств)
соответствующие соотношения на коэффициенты разложения (7).

1.47. Докажите, что допустимыми преобразованиями параметров
уравнение прямолинейной три-ткани (1.34) можно привести к виду

α(u1)(u2 − u3) + β(u2)(u3 − u1) + γ(u3)(u1 − u2) = 0. (1.34′)

1.48. Докажите, что три-ткань, образованная семейством синусоид

y =
1
10

sinx+ c,

где c — параметр семейства, и еще двумя семействами, которые по-
лучаются из этого вращением на углы 1/3π и 2/3π, является полной
и нерегулярной.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ
КРИВОЛИНЕЙНЫХ ТРИ-ТКАНЕЙ

§ 2.1. Стpуктуpные уравнения криволинейной
три-ткани

Пусть W — произвольная криволинейная три-ткань. В соответ-
ствии с теоремой 1.2 будем считать, что она образована в некоторой
области D линиями x = const, y = const и f(x, y) = const, а уравнение
этой ткани имеет вид

z = f(x, y). (2.1)

Напомним, что в силу условия б) определения 1 в области D выпол-
няются неравенства fx ̸= 0, fy ̸= 0 (линии третьего семейства транс-
версальны к линиям первого и второго семейств).

Продифференцируем уравнение (2.1) и положим

ω1 = fx dx, ω2 = fy dy, (2.2)

тогда слоения ткани будут определяться уравнениями

ω1 = 0, ω2 = 0, ω1 + ω2 = 0. (2.3)

Продифференцировав формы ω1 и ω2 внешним образом, получим:

dω1 = fxydy ∧ dx = Γω1 ∧ ω2, dω2 = fxydx ∧ dy = Γω2 ∧ ω1,

где обозначено
Γ = − fxy

fxfy
. (2.4)

Положив
ω = Γ(ω1 + ω2), (2.5)

перепишем предыдущие равенства в виде

dω1 = ω1 ∧ ω, dω2 = ω2 ∧ ω. (2.6)
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Так как ω1 + ω2 = df , то дифференцирование уравнения (2.5) дает:

dω = dΓ ∧ (ω1 + ω2) = (
Γx

fx
− Γy

fy
)ω1 ∧ ω2.

Обозначим
b =

Γx

fx
− Γy

fy
(2.7)

и перепишем предыдущее равенство в виде

dω = bω1 ∧ ω2. (2.8)

Уравнения (2.6) и (2.8) называются структурными уравнениями
три-ткани W , функция b называется кривизной ткани.

С другой стороны, уравнения (2.6) и (2.8) являются уравнениями
некоторой аффинной связности без кручения, причем формы связно-
сти имеют вид

(ω1,ω2),
(
ω 0
0 ω

)
.

Эта связность называется связностью Чеpна или канонической связ-
ностью три-ткани и обозначается Γ. 1) Форму ω называют формой
связности три-ткани W или просто связностью ткани, см. [Бл-1].

Преобразовав правую часть равенства (2.7), выразим кривизну
через частные производные функции f :

b = − 1
fxfy

∂2

∂x∂y
ln

fx
fy

. (2.9)

Сравнивая с условием Сен-Робера (CR) (§ 1.3), получаем, что верна
Теорема 2.1. Три-ткань W будет регулярной тогда и только

тогда, когда ее кривизна равна нулю.
Внешнее дифференцирование уравнения (2.8) приводит к соотно-

шению
(db− 2bω) ∧ ω1 ∧ ω2 = 0.

Так как формы ω1 и ω2 независимы, отсюда получаем

db− 2bω = b1ω1 + b2ω2. (2.10)

Функции b1 и b2 называются ковариантными производными кривиз-
ны b ткани.

Внешнее дифференцирование уравнения (2.10) и применение лем-
мы Картана приводит к уравнениям

db1 − 3b1ω = b11ω1 + b12ω2, db2 − 3b2ω = b21ω1 + b22ω2, (2.11)

и соотношению
b12 − b21 = 2b2. (2.12)

1) Более подробно об этом см. в § 2.8.

3 А.М. Шелехов, В.Б. Лазарева, А.А. Уткин
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Дифференцируя (2.11), мы получим уравнения

db11 − 4b11ω = b111ω1 + b112ω2,
db12 − 4b12ω = b121ω1 + b122ω2,
db21 − 4b21ω = b211ω1 + b212ω2,
db22 − 4b22ω = b221ω1 + b222ω2,

(2.13)

и т.д. Непосредственным вычислением доказывается
Предложение 2.1. Величины b111 и т.д., входящие в уравне-

ния (2.13) и дальнейшие, связаны соотношениями вида

bα12β − bα21β = (modα+ 2)bbα, (2.12′)

где α, β — мультииндексы из чисел 1 и 2, modα — длина мульти-
индекса α. (Формула (2.12) получается при modα = modβ = 0.)

Теорема 2.2. Функции

b, b1, b2, b11, b12, b21, b22, ...

являются относительными дифференциальными инвариантами ве-
са 2, 3, 4, ... соответственно относительно допустимых преобразо-
ваний, сохраняющих вид структурных уравнений (2.6) и (2.8).

� Пусть уравнение ткани записано в виде (2.1), тогда допустимые
преобразования имеют вид (1.5):

x̃ = α(x), ỹ = β(y), z̃ = γ(z). (2.14)

Запишем уравнение ткани в новых переменных в виде z̃ = f̃(x̃, ỹ),
тогда в силу последнего равенства (2.14) получаем

γ(f(x, y)) = f̃(x̃, ỹ).

Дифференцируя, находим dγ ◦ df = df̃ , откуда в силу обозначе-
ний (2.2) следует

Aω1 = ω̃1 Aω2 = ω̃2, (2.15)

где обозначено A = γ ′. Таким образом, при допустимой замене пере-
менных в уравнении ткани базисные формы ω1 и ω2 преобразуются
по формулам (2.15). Заметим, что при этих преобразованиях сумма
базисных форм преобразуется в сумму соответствующих базисных
форм с тильдой, поэтому в новых переменных третье семейство линий
ткани будет задаваться уравнением ω̃1 + ω̃2 = 0, аналогичным тре-
тьему уравнению (2.3). Отсюда следует, что и в новых переменных
структурные уравнения ткани (2.6) и (2.8) сохранят свой вид.

Если теперь с учетом этого замечания продифференцировать
уравнения (2.15) внешним образом и воспользоваться структурными
уравнениями, то придем к равенствам

(dA−Aω +Aω̃) ∧ ω1 = 0, (dA−Aω +Aω̃) ∧ ω2 = 0.
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Отсюда, в силу независимости базисных форм, получаем

dA−Aω +Aω̃ = 0. (2.16)

Это соотношение можно переписать в виде

ω̃ = ω − d lnA. (2.16′)

Внешнее дифференцирование уравнения (2.16′) приведет (с учетом
этого же уравнения) к равенству

bω1 ∧ ω2 = b̃ω̃1 ∧ ω̃2,

откуда в силу (2.15) имеем

b̃ = A−2b. (2.17)

Равенство (2.17) означает, что кривизна ткани b есть относительный
инвариант веса 2.

Этот результат можно получить и другим способом. Фиксируем
текущую точку p в области определения ткани, тогда, как видно
из (2.2), базисные формы ω1 и ω2 обращаются в нуль и уравне-
ние (2.10) примет вид δb = 2bπ. Здесь через π обозначено значение
формы ω при фиксированных главных параметрах; через δ обозначен
символ дифференцирования по единственному вторичному парамет-
ру, от которого зависит положение корепера (ω1, ω2) в фиксированной
точке p. Полученное уравнение представляет собой частный случай
так называемой основной теоремы тензорного анализа и означает, что
b есть относительный инвариант веса 2.

Если далее продифференцировать уравнение (2.17) и воспользо-
ваться уравнениями (2.10), (2.16) и им аналогичными с тильдой, то
придем к соотношениям

b̃1 = A−3b1, b̃2 = A−3b2, (2.18)

которые означают, что ковариантные производные кривизны являют-
ся относительными инвариантами веса 3.

Дифференцируя (2.18), получим аналогичные равенства для кова-
риантных производных следующих порядков. �

Согласно формуле (2.9) кривизна выражается через производные
третьего порядка от функции ткани, то есть является дифферен-
циальным инвариантом третьего порядка. Величины b1 и b2 явля-
ются дифференциальными инвариантами четвертого порядка и т.д.

Функции b1 и b2 независимы, но уже следующие производные
связаны соотношением (2.12). Если продифференцировать уравнения
(2.11) и (2.12), то найдем, что вторые ковариантные производные кри-
визны b связаны двумя независимыми соотношениями. Дальнейшее
дифференцирование покажет, что верно

3*
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Предложение 2.2. В дифференциальной окрестности порядка n
три-ткани имеется всего n − 2 независимых относительных диф-
ференциальных инварианта порядка n.

В случае, если ткань не является регулярной (b ̸= 0), из относи-
тельных инвариантов можно построить следующие абсолютные инва-
рианты:

c1 = b1 b
−3/2, c2 = b2 b

−3/2,
c11 = b11b

−2, c12 = b12b
−2, c21 = b21b

−2, c22 = b22b
−2, ... .

(2.19)
Заметим, что абсолютные инварианты c1 и c2 одновременно не

могут быть постоянными. В самом деле, дифференцируя внешним
образом равенство db− 2bω = b3/2(c1 ω1 + c2ω2) при условии, что c1 и
c2 постоянные, и учитывая (2.6), (2.8) и (2.10), придем к равенству
b2ω1 ∧ ω2 = 0. Отсюда b = 0, что невозможно, так как ткань с самого
начала предполагалась нерегулярной. Ткани, у которых только один
из абсолютных инвариантов c1 или c2 является постоянным, рассмот-
рены в задаче 2.17.

Функции γ можно придать иной смысл. Будем считать, что со-
отношение z̃ = γ(z) (см. (2.14)) задает замену параметра в третьем
семействе линий ткани. Соответственно этому уравнения (2.15) будут
означать замену корепера (ω1, ω2) в области D три-ткани на коре-
пер (ω̃1, ω̃2), в котором уравнения ткани имеют тот же вид (2.6). Такие
кореперы будем называть натуральными адаптированными корепера-
ми три-ткани.

Семейство натуральных адаптированных кореперов ткани можно
расширить, считая функцию A в уравнениях (2.15) произвольной
(гладкой) функцией двух переменных. В дальнейшем будем рассмат-
ривать именно такое семейство адаптированных кореперов ткани,
обозначим его R.

С другой стороны, семейство адаптированных кореперов R можно
сузить, например, условием b = const. Такие кореперы будем называть
каноническими. Как видно из формулы (2.17), переход от одного
канонического корепера к другому определяется постоянной A. В
каноническом корепере все относительные инварианты становятся аб-
солютными, а в каноническим корепере, определенном условием b = 1,
все относительные инварианты совпадут с абсолютными.

В заключение укажем дифференциальное условие эквивалентно-
сти двух тканей.

Теорема 2.3. [АШ-4] Если ткани W и W̃ эквивалентны, то
локальные координаты можно выбрать так, что их кривизны в со-
ответствующих точках будут равны. Обратно: если между двумя
тканями и их адаптированными реперами можно установить со-
ответствие так, что в соответствующих точках кривизны будут
равны, то такие ткани эквивалентны.

(В [АШ-4] эта теорема доказана для многомерных три-тканей).
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§ 2.2. Криволинейные три-ткани, у которых одна
из ковариантных производных кривизны
равна нулю

Естественно классифицировать криволинейные три-ткани с помо-
щью различных соотношений на инварианты. Прежде всего необхо-
димо рассмотреть ткани, для которых один из относительных инва-
риантов равен нулю. Если b = 0, то ткань, как уже знаем, является
регулярной. Легко проверяется, что если оба инварианта b1 и b2 равны
нулю, то ткань также будет регулярной. В самом деле, в этом случае
из (2.10) получаем db− 2bω = 0, откуда ω = db/2b и dω = 0. Но тогда
из (2.8) следует b = 0 и по теореме 2.1 ткань является регулярной.

Тот же результат получится, если предположить, что какая-либо
ковариантная производная кривизны отлична от нуля, а обе ее ко-
вариантные производные равны нулю (докажите!). Поэтому пред-
ставляют интерес ткани, у которых только одна из ковариантных
производных кривизны равна нулю.

Обозначим через B<α>β класс тканей, для которых b<α>β = 0, но
b<α> ̸= 0, где далее в этом параграфе α,β = 1, 2, а через < α >, < β >
обозначены мультииндексы, состоящие из цифр 1 и 2. Будем называть
такие классы тканей основными.

Рассмотрим, например, основной класс B<1>, заданный соотноше-
нием b11...1 = 0, или, короче,

b<1>;s+1 = 0, (2.20)

где s + 1 указывает число цифр в мультииндексе < 1 >. Напомним,
что число s + 1 есть порядок соответствующей ковариантной произ-
водной кривизны b.

Рассмотрим относительный инвариант b<1>;s. Ввиду (2.20) его
ковариантный дифференциал запишется в виде

db<1>;s − (s+ 2)b<1>;s ω = b<1>;s, 2 ω2. (2.21)

Так как b<1>;s есть относительный инвариант и b<1>;s ̸= 0, то семей-
ство адаптированных кореперов, связанных с рассматриваемой три-
тканью, можно сузить, положив

b<1>;s = 1. (2.22)

Тогда из (2.21) получим

−(s+ 2)b<1>;sω = b<1>;s, 2 ω2, (2.23)

и второе уравнение системы (2.6) даст dω2 = 0. По теореме Пуанкаре
получаем

ω2 = dv. (2.24)

В результате уравнение (2.23) можно записать следующим образом:
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ω = γ dv. (2.25)

Рассмотрим теперь инвариант b<1>;s−1. В силу (2.22) и (2.24) он
удовлетворяет уравнению

db<1>;s−1 − (s+ 1)b<1>;s−1ω = ω1 + b<1>;s−1, 2dv,

которое можно переписать в следующем виде (см. (2.25)):
db<1>;s−1 = ω1 + (...)dv. (2.26)

Рассмотрим аналогичное уравнение для предыдущей ковариантной
производной:

db<1>;s−2 − sb<1>;s−2ω = b<1>;s−1ω1 + b<1>;s−2, 2dv.

Ввиду (2.25) и (2.26) имеем:
db<1>;s−2 = b<1>;s−1db<1>;s−1 +Ks−2dv =

1
2
d(b<1>;s−1)

2 +Ks−2dv.

(2.27)
Отсюда видно, что функция Ks−2 зависит только от одной
переменной v. Интегрируя (2.27), находим:

b<1>;s−2 =
1
2
(b<1>;s−1)

2 + Ts−2(v). (2.28)

Аналогично, для ковариантной производной b<1>;s−3 порядка
(s− 3) имеем:
db<1>;s−3 = (s− 1)b<1>;s−3ω + b<1>;s−2ω1 + b<1>;s−3,2dv =

= (1/2(b<1>;s−1)
2 + Ts−2(v))(b<1>;s−1 − (· · · )dv) + (· · · )dv =

= 1/3!d(b<1>;s−1)
3 + d(Ts−2(v)b<1>;s−1) +Ks−3dv.

Отсюда видно, что функция Ks−3 зависит только от одной пере-
менной v. Следовательно, при интегрировании получится уравнение

b<1>;s−3 = 1/3!(b<1>;s−1)
3 + Ts−2(v)b<1>;s−1 + Ts−3(v). (2.29)

Рассуждая далее по индукции, мы придем к уравнению

b =
1
s!
(b<1>;s−1)

s +
1

(s− 2)!
Ts−2(v)(b<1>;s−1)

s−2+

+
1

(s− 3)!
Ts−3(v)(b<1>;s−1)

s−3 + ...+ T1(v)b<1>;s−1 + T0(v). (2.30)

Теперь можно найти форму ω из уравнения (2.8), которое с
помощью (2.24)–(2.26) и (2.20) преобразуется следующим образом:
dω = bω1 ∧ dv = bdb<1>;s−1 ∧ dv =

=

(
1
s!
(b<1>;s−1)

s +
1

(s− 2)!
Ts−2(v)(b<1>;s−1)

s−2+

+ ...+ T1(v)b<1>;s−1 + T0(v)

)
db<1>;s−1 ∧ dv =
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=

(
1

(s+ 1)!
d(b<1>;s−1)

s+1+
1

(s− 1)!
Ts−2(v)d(b<1>;s−1)

s−1+

+ ...+ T0(v)db<1>;s−1

)
∧ dv =

=

(
1

(s+ 1)!
d(b<1>;s−1)

s+1 +
1

(s− 1)!
d(Ts−2(v)b

s−1
<1>;s−1)+

+ ...+ d(T0(v)b<1>;s−1)

)
∧ dv.

Отсюда

ω =

(
1

(s+ 1)!
bs+1
<1>;s−1 +

1
(s− 1)!

Ts−2(v)b
s−1
<1>;s−1+

+
1

(s− 2)!
Ts−3(v)b

s−2
<1>;s−1 + ...+ T0(v)b<1>;s−1 + T (v)

)
dv. (2.31)

В силу уравнений (2.26) и (2.31) первое из уравнений (2.6) примет вид

dω1 = ω1 ∧ ω = db<1>;s−1 ∧
(

1
(s+ 1)!

bs+1
<1>;s−1+

+
1

(s− 1)!
Ts−2(v)b

s−1
<1>;s−1 + ...+ T0(v)b<1>;s−1 + T (v)

)
dv.

Интегрируя, находим форму ω1:

ω1 =

(
1

(s+ 2)!
bs+2
<1>;s−1 +

1
s!
Ts−2(v)b

s
<1>;s−1+

...+
1
2
T0(v)b

2
<1>;s−1 + T (v)b<1>;s−1 + T 1(v)

)
dv + dt,

(2.32)

где t — некоторая новая переменная.
Сравнивая уравнения (2.32) и (2.26), получаем

db<1>;s−1 = dt+Kdv.

Но из этого уравнения вытекает, что функция K зависит только от
переменной v. Следовательно,

b<1>;s−1 = t+ p(v). (2.33)

Найденное соотношение показывает, что переменные v и
b<1>;s−1

def
= u можно считать независимыми в некоторой области

определения рассматриваемой ткани. Тогда уравнение ω1 = 0
первого семейства ткани W (см. (2.3)) эквивалентно следующему
обыкновенному дифференциальному уравнению:

du

dv
= − 1

(s+ 2)!
us+2 − 1

s!
Ts−2(v)u

s − ...− T0(v)u
2 − T (v)u− q(v).

(2.34)
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Второе слоение ткани W определяется уравнением ω2 = 0 или
v = const, третье — уравнением ω1 + ω2 = 0 или, ввиду (2.34),
уравнением

du

dv
= − 1

(s+ 2)!
us+2 − 1

s!
Ts−2(v)u

s − ...− T0(v)u
2 − T (v)u− q(v)− 1.

(2.35)
В случае s = 0 уравнения (2.34) и (2.35) являются уравнениями Рик-
кати специального вида:

du

dv
= −1

2
u2 − q(v) (2.36)

и
du

dv
= −1

2
u2 − q(v)− 1. (2.37)

При s = 1 получаются так называемые уравнения Абеля. Если s про-
извольно, то уравнения вида (2.34) и (2.35) называются обобщенными
уравнениями Абеля.

Аналогичный результат получится, если приравнять нулю ковари-
антную производную с мультииндексом, состоящим только из циф-
ры 2. Итак, доказана следующая

Теорема 2.4. Пусть одна из ковариантных производных кривиз-
ны b ткани W равна нулю, bαα...α = 0. Тогда ткань W эквивалентна
ткани, образованной линиями v = const и интегральными кривыми
двух обобщенных уравнений Абеля вида (2.34) и (2.35).

Рассмотрим более подробно ткани типа B1, слоения которых зада-
ются уравнениями (2.36), v = 0 и (2.37).

Случай I: q(v) = 0. Тогда слоения ткани задаются уравнениями

u =
2

v + x
, v = y, arctan

u√
2

= − 1√
2
(v + z),

где x, y, z — постоянные интегрирования. Чтобы найти уравнение
ткани, следует из этих уравнений исключить локальные координаты u
и v. После преобразований придем к уравнению

x+ y = − cot(y + z).

Случай II: q(v) =
1
2
a2. Тогда уравнения (2.36) и (2.37) примут вид:

du

u2 + a2 = −1
2
dv,

du

u2 + b2
= −1

2
dv,

где b2 = a2 + 2. Они имеют решения

1
a
arctan

u

a
= −1

2
(v + x),

1
b
arctan

u

b
= −1

2
(v + z).



§ 2.2. Три-ткани с равной нулю ковариантной производной кривизны 73

Присоединим уравнение второго слоения v = y и исключим перемен-
ные u и v. После изоморфизма

a

2
x → x,

a

2
y → y,

a

2
z → z придем к

уравнению рассматриваемой три-ткани:

tan (x+ y) = c tan c(y + z),

где c = b/a.
Случай III: q(v) = −1

2
a2. Тогда уравнение (2.36) первого слоения

принимает вид
du

u2 − a2 = −1
2
dv,

откуда
u = a coth

a(v + x)

2
. (2.38)

Уравнение (2.37) третьего слоения примет вид
du

u2 − a2 + 2
= −1

2
dv. (2.39)

Получаем 3 подслучая.
Подслучай IIIа: a =

√
2 . Тогда уравнение (2.39) имеет решение

u =
2

v + z
. (2.40)

После исключения переменных u и v из (2.38) и (2.40) (с учетом
уравнения второго слоения v = y), мы получим уравнение соответ-
ствующей три-ткани:

y + z = th(x+ y).

Подслучай IIIб: a2 > 2. Положим a2 = 2 + b2. Тогда уравне-
ние (2.39) примет вид

du

u2 − b2
= −1

2
dv,

откуда
u = b coth

b(v + z)

2
. (2.41)

Из (2.38), (2.41) и v = y получаем следующее уравнение ткани:

cth(y + z) = thc(x+ y), c = a/b.

Подслучай IIIв: a2 < 2. Положим a2 = 2 − b2. Тогда уравне-
ние (2.39)

du

u2 + b2
= −1

2
dv

имеет решение 1
b
arctan

u

b
= −1

2
(v + z).

Соответствующее уравнение ткани будет

coth (x+ y) = −c tan c(y + z), c = b/a.
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В заключение заметим, что три-ткани, соответствующие различ-
ным функциям q(v), являются неэквивалентными.

§ 2.3. Три-ткани, определяемые линейным
дифференциальным уравнением

Дифференциальное уравнение первого порядка

y′ = F (x, y) (2.42)

определяет три-ткань W , состоящую из семейств линий λα:

λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : f(x, y) = const,

причем последнее семейство состоит из интегральных кривых урав-
нения (2.42). Обратно, каждая криволинейная три-ткань W эквива-
лентна некоторой три-ткани W̃ , состоящей из трех вышеуказанных
семейств λα, причем слои третьего слоения ткани W̃ являются инте-
гральными кривыми некоторого обыкновенного дифференциального
уравнения fxdx + fydy = 0. Параметром третьего слоения является
постоянная интегрирования.

Уравнение (2.42) определено не однозначно, а с точностью до за-
мен вида

x = α(x̃), y = β(ỹ), (2.43)

переводящих декартову сеть x = const, y = const снова в декарто-
ву сеть. Иными словами, дифференциально-топологическая теория
тканей, в рамках которой мы проводим наши рассуждения, улав-
ливает те свойства дифференциальных уравнений, которые сохра-
няются при изотопических преобразованиях вида (2.43). Такой под-
ход дает возможность классифицировать обыкновенные дифферен-
циальные уравнения с точностью до указанной изотопии при помо-
щи дифференциально-геометрических инвариантов соответствующей
три-ткани.

С другой стороны, мы получаем возможность перенести свойства
решений дифференциального уравнения на свойства соответствую-
щей три-ткани. Рассмотрим наиболее простой случай, когда три-
ткань W определяется линейным дифференциальным уравнением
первого порядка

y′ + yf(x) = g(x), (2.44)

и найдем инвариантную характеристику соответствующего класса
тканей. Пусть, как и выше, три-ткань W задается структурными урав-
нениями (2.6)–(2.8), (2.10), (2.11) и последующими, а слоения ткани —
уравнениями (1.3).

Рассмотрим уравнение (2.44). С помощью изотопического преоб-
разования

f(x)dx = dx̃
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оно приводится к виду

dy + (y + g̃(x̃))dx̃ = 0. (2.45)

Опустив волну, обозначим

ω1 = (y + g(x))dx, ω2 = dy. (2.46)

Тогда уравнение (2.45), определяющее третье слоение ткани W , при-
нимает вид ω1 + ω2 = 0, а это означает, что структурные уравнения
рассматриваемой три-ткани W должны иметь вид (2.6), (2.8). Так как
dω2 = 0, то из (2.6) следует, что

ω = λω2 = λdy. (2.47)

Имеем:

dω1 = dy ∧ dx = ω1 ∧
−ω2

y + g(x)
, dω2 = ω2 ∧

−ω2

y + g(x)
.

Сравнивая с (2.6), находим, что

ω =
−ω2

y + g(x)
=

−dy

y + g(x)
. (2.48)

Далее,

dω = −d
1

y + g(x)
∧ dy =

g′dx

(y + g)2
∧ dy =

g′

(y + g)3
ω1 ∧ ω2.

Сравнивая с (2.8), находим кривизну:

b =
g′

(y + g)3
. (2.49)

Используя формулы (2.46)–(2.49), получаем:

db− 2bω =
( g′′

(y + g)3
− 3(g′)2

(y + g)4

)
dx− 3g′dy

(y + g)4
− 2g′

(y + g)3
−ω2

y + g
=

=
( g′′

(y + g)4
− 3(g′)2

(y + g)5

)
ω1 −

g′

(y + g)4
ω2.

Сравнивая с (2.11), находим ковариантные производные кривизны:

b1 =
g′′

(y + g)4
− 3(g′)2

(y + g)5
, b2 = − g′

(y + g)4
. (2.50)

Далее имеем:

db2 − 3b2ω =
(
− g′′

(y + g)4
+

4(g′)2

(y + g)5

)
dx+

4g′dy
(y + g)5

+
3g′

(y + g)4
−dy

y + g
=

=
( −g′′

(y + g)5
+

4g′2

(y + g)6

)
ω1 +

g′

(y + g)5
ω2.
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Сравнивая теперь с уравнениями (2.13), получаем:

b21 =
−g′′

(y + g)5
+

4g′2

(y + g)6
, b22 =

g′

(y + g)5
. (2.51)

Исключая из уравнений (2.49)–(2.51) переменные g′, g′′ и т.д., придем
к соотношениям, связывающим относительные инварианты рассмат-
риваемой ткани:

bb22 − (b2)
2 = 0, bb21 − b1b2 − b3 = 0. (2.52)

Итак, доказано следующее утверждение: инварианты три-
ткани W , определяемой линейным дифференциальным уравнени-
ем (2.44), удовлетворяют соотношениям (2.52).

Обратно, рассмотрим три-ткань W , для которой выполняются со-
отношения (2.52), и докажем, что ей отвечает линейное дифференци-
альное уравнение первого порядка.

Пусть структурные уравнения три-ткани W записаны в виде (2.6),
(2.8). Заметим сначала (докажите!), что на любой три-ткани можно
выбрать кобазис так, чтобы форма ω2, например, была полным диф-
ференциалом:

ω2 = dy. (2.53)

Тогда dω2 = 0 и из (2.6) получаем

ω = λω2 = λdy. (2.54)

Соотношения (2.52) разрешим, введя параметр k:

b2 = kb, b22 = k2b, b21 = kb1 + b2, b12 = kb1 + 3b2 (2.55)

(последнее вытекает из (2.12)). В результате уравнения (2.10), (2.11)
для рассматриваемой ткани примут следующий вид:

db− 2bω = b1ω1 + kbω2,
db1 − 3b1ω = b11ω1 + (kb1 + 3b2)ω2,
db2 − 3b2ω = (kb1 + b2)ω1 + k2bω2.

(2.56)

Дифференцируя с помощью (2.56) равенство b2 = kb, придем к урав-
нению

dk − kω = bω1. (2.57)

Из (2.57) и (2.6) имеем:

dk ∧ ω1 = kω ∧ ω1 = −kω1 ∧ ω = −kdω1,

или
dω1 = −dk

k
∧ ω1.

Отсюда следует,что
ω1 = −1

k
dx, (2.58)
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где x — некоторая новая переменная. Дифференцируя внешним обра-
зом уравнения (2.54) с учетом равенства (2.58), получим:

dω = dλ ∧ dy = λxdx ∧ dy = −λxkω1 ∧ ω2.

Сравнивая далее с (2.8), находим, что

b = −kλx. (2.59)

В результате уравнение (2.57) примет вид

dk = kλdy + λxdx.

Отсюда
kx = λx, ky = kλ.

Исключая λ, находим, что

ky = k2 + kφ(y), (2.60)

а равенство (2.59) запишется следующим образом:

b = −kkx.

Положим
µ = k−1. (2.61)

С помощью (2.60) находим, что µ удовлетворяет уравнению

µy = −1 − µφ(y). (2.62)

Введем функцию ϑ(y) равенством

φ(y) = −ϑy(y)

ϑ(y)
.

Тогда однородное уравнение

µy = −µφ

имеет решение
µ = c(x)ϑ(y),

а общее решение уравнения (2.62) имеет вид

µ =
(
− R

dy

ϑ
− g(x)

)
ϑ.

В результате в силу (2.53), (2.58) и (2.61) уравнение третьего слоения
ω1 + ω2 = 0 принимает вид −µdx + dy = 0 или, в силу последнего
уравнения,

dy

ϑ
+
(
R

dy

ϑ
+ g(x)

)
dx = 0. (2.63)

Теперь сделаем изотопическое преобразование

R
dy

ϑ(y)
= ỹ.
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В результате уравнение (2.63) примет вид

dỹ + (ỹ + g(x))dx = 0,

то есть совпадет с уравнением (2.45).
Итак, доказана
Теорема 2.5. Относительные инварианты криволинейных

три-тканей, определяемых линейным дифференциальным уравнени-
ем (2.44), и только таких тканей при подходящем выборе корепера
удовлетворяют соотношениям (2.52) (см. зад. 2.20.)

§ 2.4. Три-ткани, определяемые уравнением
Риккати

Найдем соотношение на дифференциальные инварианты ткани W ,
определяемой произвольным уравнением Риккати

y′ = f(x)y2 + g(x)y + h(x). (2.64)

Теорема 2.6. Относительные инварианты криволинейных три-
тканей, определяемых дифференциальным уравнением Риккати, и
только таких тканей при подходящем выборе корепера удовлетво-
ряют соотношению

b222b− b22b2 = 0. (2.65)

� Пусть, как и выше, слоения ткани задаются уравнениями (2.3) и
для нее выполняются все уравнения из § 2.1. Напомним, что уравнение
три-ткани допускает преобразования вида (2.15). Следовательно, в
уравнение (2.64) допустимы замены x → α(x), y → β(y) и, кроме того,
аналогичное преобразование можно делать и с постоянной интегри-
рования — параметром третьего слоения ткани.

С помощью допустимого преобразования отличную от нуля функ-
цию f(x) в уравнении (2.64) можно сделать равной −1, тогда оно
примет вид

dy + (y2 + g(x)y + h(x))dx = 0. (2.66)

Положим
ω1 = (y2 + g(x)y + h(x))dx, ω2 = dy, (2.67)

в результате уравнение (2.66), определяющее третье слоение ткани,
примет вид ω1 + ω2 = 0, а это означает, что структурные уравне-
ния рассматриваемой три-ткани W должны иметь вид (2.6), (2.8).
При этом будут выполняться и все последующие соотношения: (2.10),
(2.11) и т.д.

Так как dω2 = 0, то из (2.6) следует, что

ω = λω2 = λdy. (2.68)
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Дифференцируя форму ω1, заданную первым уравнением (2.67), и
пользуясь структурными уравнениями (2.6), найдем, что

ω = − 2y + g

y2 + g(x)y + h(x)
ω2. (2.69)

Далее, дифференцируя последнее уравнение и сравнивая результат
со структурным уравнением (2.8), найдем кривизну рассматриваемой
ткани:

b =
g′y2 + 2h′y + h′g − hg′

(y2 + g(x)y + h(x))3
. (2.70)

Если теперь продифференцировать это уравнение и воспользоваться
уравнением (2.10), то найдем инвариант b2:

b2 = − (−2h′ + gg′)y2 + 2(2g′h− gh′)y + 2hh′ − g2h′ + gg′h

(y2 + g(x)y + h(x))4
. (2.71)

Дифференцируя это уравнение и пользуясь уравнениями (2.11), най-
дем инвариант b22:

b22 =
g2 − 4h

(y2 + g(x)y + h(x))2
b. (2.72)

Наконец, аналогичным образом найдем инвариант b222:

b222 =
[(gg′ − 2h′)y2 + 2(2g′h− gh′)y + 2hh′ − g2h′ + gg′h](g2 − 4h)

(y2 + g(x)y + h(x))6
.

(2.73)
Исключая из уравнений (2.70)–(2.73) функции g,h и т.д., придем к
соотношению (2.65). Таким образом, первая часть теоремы доказана.

Обратно, рассмотрим три-ткань W , для которой выполняется со-
отношение (2.65), и докажем, что ей отвечает уравнение Риккати. За-
метим сначала, что дифференциальное уравнение любой криволиней-
ной три-ткани можно записать в виде ω1 + ω2 = 0, причем форма ω1
пропорциональна dx, а форма ω2 является полным дифференциалом:
ω2 = dy. Тогда dω2 = 0, откуда ω = λω2 = λdy. Продифференцировав
это уравнение внешним образом и воспользовавшись структурными
уравнениями (2.8), придем к уравнению (dλ − bω1) ∧ dy = 0. Отсюда
находим, что

dλ = bω1 + pdy.

Соотношение (2.65) разрешим, введя параметр k:

b22 = kb, b222 = kb2. (2.74)



80 Гл. 2. Дифференциальная геометрия криволинейных три-тканей

В результате уравнения (2.10), (2.11) и последующие дадут:

db = b1ω1 + (b2 + 2bλ)dy,
db2 = b21ω1 + (kb+ 3b2λ)dy,
db22 = b221ω1 + (kb2 + 4kbλ)dy,
db222 = b2221ω1 + (k2b+ 5kb2λ)dy.

(2.75)

Продифференцировав первое из равенств (2.74) и воспользовавшись
третьим уравнением (2.75), получим дифференциальное уравнение
на k:

dk = (...)ω1 + 2kλdy. (2.76)

Отсюда видно, во-первых, что ky = 2kλ. Положив k = e2φ, получим

λ = φy.

Во-вторых, умножив уравнение (2.76) внешним образом на фор-
му ω1, получим уравнение

dk ∧ ω1 = 2kλdy ∧ ω1 = −2kdω1,

или
dω1 = −(2k)−1dk ∧ ω1 = ω1 ∧ dφ.

Решением этого уравнения будет форма

ω1 = e−φdx, (2.77)

где x — некоторая новая переменная. Подставляя найденные значе-
ния λ и ω1 в (2.8), найдем выражение для кривизны:

b = eφφxy.

Из первого уравнения (2.75) следует by = b2 + 2bλ. Подставляя
сюда найденные уже b и λ, получим:

b2 = eφ(φxyy − φxyφy).

Из второго уравнения (2.75) имеем b2y = kb+ 3b2λ. Подставляя сю-
да b, b2 и λ, придем к дифференциальному уравнению на функцию φ:

φxyyy − φxyφyy + 2φxyφy
2 − e2φφxy − 3φyφxyy = 0. (2.78)

Непосредственным вычислением доказываются следующие утвержде-
ния.

Лемма 2.1. Уравнение (2.78) эквивалентно уравнению

(e−2φ)xyyy + 2φxy + 3(φy(e
−2φ)xy)y+

+ 2(φx(e
−2φ)yy)y + 6((φy)

2(e−2φ)x)y = 0.
(2.79)

Лемма 2.2. Уравнение (2.79) эквивалентно уравнению(uyy

u
+ u−1 − 3

4
(
uy

u
)2
)
x
=

γ(x)

u
, (2.80)
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где
u = e−2φ. (2.81)

Лемма 2.3. Уравнение (2.80) эквивалентно уравнению( 1
(t2)y

(
− 1

t2
+ 4(ty)2

)
y

)
x
=

γ(x)

t4
, (2.82)

где
u = t4. (2.83)

Лемма 2.4. Уравнение (2.82) эквивалентно уравнению( 1
zy

(
− 1

z
+

(zy)
2

z

)
y

)
x
=

γ(x)

z2 , (2.84)

где
z = t2. (2.85)

Обозначим через y = y(x, z) функцию, правую обратную для
z = z(x, y). Тогда zy = (yz)

−1 и уравнение (2.84) преобразуется к виду(
− 1

z
+

1
z(yz)2

)
zx

=
γ(x)

z2 . (2.86)

Выражение, стоящее в левой части в скобках, зависит от переменных y
и z. Введя вместо z переменную v = z−1, мы получим:

γ(x)v2 =
(
− v +

v

(yz)2
)
xv

dv

dz
.

Но
dv

dz
= −v2, поэтому последнее уравнение принимает вид(

− v +
v

(yz)2
)
xv

= −γ(x),

или ( v

(yz)2
)
xv

= −γ(x). (2.87)

Обозначим правую часть через α′(x). Тогда, проинтегрировав (2.87)
последовательно по x и v, найдем:( v

(yz)2
)
v
= α(x),

и v

(yz)2
= α(x)v + β(x).

Разделив на v, получаем
1

(yz)2
= α(x) + β(x)z

или ∂z

∂y
=
√
α(x) + β(x)z .
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Это уравнение можно записать в виде

∂

∂y
(
√
α(x) + β(x)z ) =

1
2
β(x).

Отсюда легко получаем, что

z = a(x)y2 + b(x)y + c(x), (2.88)

где a(x), b(x) и c(x) — произвольные гладкие функции.
Осталось найти уравнение третьего слоения рассматриваемой тка-

ни. Как уже отмечалось, оно имеет вид ω1 + ω2 = 0, или, с уче-
том (2.77), e−φdx + dy = 0. Из обозначений (2.81), (2.83) и (2.85)
вытекает, что e−φ = z, следовательно, уравнение рассматриваемой
ткани есть уравнение Риккати общего вида. �

§ 2.5. Автоморфизмы криволинейной три-ткани
Рассмотрим три-ткань W , заданную в области D.
Определение. Локальный диффеоморфизм φ : D → D называет-

ся автоморфизмом три-ткани W , если он переводит линии этой ткани
в линии этой же ткани, причем не обязательно в линии из того же
семейства.

Очевидно, φ можно представить в виде композиции некоторого
диффеоморфизма, сохраняющего порядок слоений ткани, и некото-
рой подстановки из трех элементов. Поэтому в дальнейшем будем
считать, для простоты, что φ переводит линии ткани W в линии из
того же семейства.

Пусть ткань W задана уравнением (2.1), и пусть в соответ-
ствии с § 1.2 автоморфизм φ порождает на семействах ткани тройку
(A1,A2,A3) локальных диффеоморфизмов. Тогда в силу определения
автоморфизма получаем равенство

A3(f(x, y)) = f(A1(x),A2(y)) (2.89)

(«образ произведения равен произведению образов»). Очевидно, су-
ществование тройки локальных диффеоморфизмов (A1,A2,A3), удо-
влетворяющих условию (2.89), необходимо и достаточно для того,
чтобы ткань W допускала автоморфизм.

Вспомним, что уравнение (2.1) задает операцию в координатной
квазигруппе ткани W , а соотношение (2.89) задает автотопию этой
квазигруппы (сравни с (1.18)). Поэтому тройку локальных диффео-
морфизмов (A1,A2,A3), удовлетворяющих условию (2.89), называют
автотопией три-ткани W , заданной уравнением (2.1).

Укажем некоторые свойства автоморфизмов (автотопий) три-
ткани. Следующие два утверждения читатель без труда докажет са-
мостоятельно.
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Теорема 2.7. Пусть (A1,A2,A3) — автотопия три-ткани W , и
пусть три-ткань W̃ изотопна W , пpичем изотопия W → W̃ имеет
вид (α,β, γ). Тогда на три-ткани W̃ возникает автотопия

(α−1 ◦A1 ◦ α, β−1 ◦A2 ◦ β, γ−1 ◦A3 ◦ γ).

Теорема 2.8. Все автотопии три-ткани W обpазуют гpуппу.
Не столь очевидна
Теоpема 2.9. Всякий автомоpфизм φ тpи-ткани W индуциpует

изомоpфизм кооpдинатной лупы ℓp этой ткани на кооpдинатную
лупу ℓφ(p).

� Пусть A = (Ai) — автотопия три-ткани W , φ — соответству-
ющий автоморфизм, и пусть p′ = φ(p), где p = (a, b) и p′ = (a′, b′).
Рассмотрим координатные лупы ℓp и ℓp′ . Операция ◦ в ℓp задается
равенством (1.16):

u ◦ v = x · y = R−1
b (u) · L−1

a (v),

а операция • в ℓp′ — аналогичным равенством

u′ • v′ = x′ · y′ = R−1
b′ (u′) · L−1

a′ (v
′)

(здесь, как и в гл. 1, точкой обозначена операция в координатной
квазигруппе q три-ткани). Согласно определениям, имеем:

A3(u ◦ v) = A1(x) ·A2(y) = x′ · y′,
A3(u) = A3(x · b) = A1(x) ·A2(b) = x′ · b′ = u′,
A3(v) = A3(a · y) = A1(a) ·A2(y) = a′ · y′ = v′,
x′ · y′ = u′ • v′ = A3(u) •A3(v).

(2.90)

Отсюда вытекает равенство

A3(u ◦ v) = A3(u) •A3(v),

которое означает, что A3 — изоморфизм координатной лупы ℓp на
лупу ℓp′ . �

Cледствие: все кооpдинатные лупы тpи-ткани W изомоpфны
между собой, если эта ткань допускает тpанзитивную гpуппу авто-
моpфизмов. Нетpудно показать, что спpаведливо и обpатное утвеpж-
дение: если все кооpдинатные лупы некотоpой тpи-ткани W изо-
моpфны, то она допускает тpанзитивную гpуппу автомоpфизмов.

Доказательство следующего утверждения можно найти в [АШ-4].
Теоpема 2.10. Локальные автомоpфизмы тpи-ткани W явля-

ются также автомоpфизмами соответствующей связности Чеp-
на. Обpатно, пусть φ — автомоpфизм связности Чеpна некотоpой
тpи-ткани W , заданной в области D, и существует точка p в D
такая, что дифференциал dφ|p пеpеводит касательные к линиям
ткани W , проходящим через точку p, в касательные к соответству-
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ющим линиям, проходящим через точку φ(p). Тогда φ — автомоp-
физм тpи-ткани W .

(Напомним, что автомоpфизмом аффинной связности Γ, заданной
на многообpазии X, называется такой диффеомоpфизм этого много-
обpазия, котоpый сохpаняет закон паpаллельного пеpенесения, т. е.
сохpаняет коваpиантный диффеpенциал относительно этой связно-
сти.)

Перейдем к примерам. Прежде всего отметим, что произвольная
криволинейная три-ткань не допускает, вообще говоря, автоморфиз-
мов.

Пример 1. Параллельная три-ткань Π допускает трехпараметри-
ческую группу автоморфизмов. Действительно, пусть ткань Π задана
уравнением z = x + y. Тогда автоморфизмы имеют вид x = ax̃ + b1,
y = aỹ + b2, а соответствующая автотопия (A1,A2,A3) будет x = ax̃+ b1,
y = aỹ + b2, z = az̃ + b1 + b2.

Следствие: в соответствии с теоремой 2.7 на регулярной ткани W ,
заданной уравнением α(x) + β(y) = γ(z), возникает семейство авто-
морфизмов

x = α−1(aα(x̃) + b1), y = β−1(aβ(ỹ) + b2), z = γ−1(aγ(z̃) + b1 + b2).
(2.91)

Пример 2. Пусть W — грассманова три-ткань, порожденная ко-
никой Q и прямой m. Проективные преобразования (коллинеации),
преобразующие Q и m в себя, переводят в себя и ткань W , то есть
являются автоморфизмами этой ткани. Чтобы описать эту группу ав-
томорфизмов, будем считать прямую m бесконечно удаленной, тогда
коллинеации, оставляющие m на месте, образуют аффинную группу.
Подгруппа аффинной группы, оставляющая на месте конику Q на
месте, порождается вращениями этой коники и ее осевыми симметри-
ями.

Предложение 2.11. Пусть автоморфизм φ три-ткани W пере-
водит точку p в p′. Тогда соответствующие инварианты ткани W
в точках p и p′ будут одинаковыми.

� В силу теоремы 2.9 координатные лупы ℓp и ℓp′ будут изоморф-
ны. Напомним, что операции в них определены на линиях третьего
семейства. Введем в окрестности точек p и p′ стандартную параметри-
зацию (см. § 1.10), причем соответствующие линии третьего семейства
отметим одинаковыми параметрами. Тогда, в силу определения стан-
дартной параметризации, соответствующие линии первого и второго
семейств также будут отмечены одинаковыми значениями парамет-
ров. Следовательно, соответствующие семейства линий ткани W в
окрестности точек p и p′ будет задаваться одинаковыми уравнениями,
а φ ≡ id. Отсюда следует, что соответствующие инварианты ткани в
точках ℓp и ℓp′ будут одинаковыми.

Если теперь перейти к произвольным координатам, то значения
инвариантов не изменятся. �
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Теорема 2.12. Если криволинейная три-ткань допускает дву-
параметрическое семейство автоморфизмов, то она является регу-
лярной.

I Предположим, криволинейная три-ткань W допускает двупара-
метрическое семейство автоморфизмов. Тогда группа автоморфизмов
действует в области определения ткани транзитивно, то есть для каж-
дой точки p′ существует автоморфизм, переводящий фиксированную
точку p в p′. Поэтому, в силу предыдущего предложения получаем,
что все абсолютные дифференциальные инварианты ткани (см. § 2.1)
будут постоянными в области D.

Предположим, что b ̸= 0 (ткань не является регулярной) и норми-
руем корепер условием b = −1/2, тогда

ω = b1ω1 + b2ω2, (2.92)

и величины b1, b2 и т.д. станут абсолютными инвариантами (см. § 2.1).
Так как в рассматриваемом случае они постоянны, то из формул (2.10)
и (2.11) получаем:

−2bω = b1ω1 + b2ω2, −3b1ω = b11ω1 + b12ω2, −3b2ω = b21ω1 + b22ω2.
(2.93)

Исключая отсюда форму ω, придем к равенствам:

−3b1(b1ω1 + b2ω2) = b11ω1 + b12ω2, −3b2(b1ω1 + b2ω2) = b21ω1 + b22ω2.

В силу независимости базисных форм отсюда получим, в частности,
b12 = b21 = −3b1b2, что противоречит (2.12).

Таким образом, предположение b ̸= 0 привело к противоречию.
Следовательно, кривизна рассматриваемой ткани равна нулю, то есть
ткань является регулярной. J

Теорема 2.13. Уравнение всякой криволинейной три-ткани,
допускающей однопараметрическое семейство автоморфизмов,
может быть приведено в некоторых локальных координатах к
виду

z = x+ y + f(x− y). (2.94)

� Пусть три-ткань W не является регулярной, b ̸= 0. Как и вы-
ше, выберем подсемейство кореперов, в которых выполняется равен-
ство (2.92). Тогда из (2.11) следует

db1 =(b11 + 3b21)ω1 + (b12 + 3b1b2)ω2,
db2 =(b21b2 + 3b1b2)ω1 + (b22 + 3b21)ω2,

(2.95)

и так далее. Аналогичные уравнения получатся для инвариан-
тов b11, b12, ....

Пусть рассматриваемая три-ткань W допускает однопараметриче-
ское семейство автоморфизмов. Тогда в силу предложения 2.11 все
инварианты: b1, b2 и т.д. станут постоянными вдоль траекторий этого
семейства. Следовательно, на траекториях семейства правые части
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уравнений (2.95) и им аналогичных обращаются в нуль. А значит, на
всем многообразии ткани указанные правые части пропорциональны.
Поэтому, приравнивая их нулю, мы получим дифференциальное урав-
нение однопараметрического семейства автоморфизмов ткани.

Далее, пропорциональность правых частей означает, что диффе-
ренциалы всех функций — b2, b11, b12, ... пропорциональны, напри-
мер, форме db1. Следовательно, можно считать, что на многообразии
ткани все эти функции зависят от одной переменной b1:

b2 = b2(b1), b11 = b11(b1), b12 = b12(b1),

и т.д. Но тогда в силу (2.92) и первого из уравнений (2.95) первое из
уравнений (2.6) преобразуется следующим образом:

dω1 = b2(b1)ω2 ∧ ω1 = −b2(b1)ω1 ∧
db1

b12(b1) + 3b1b2(b1)
= ω1 ∧ dϑ1(b1),

где ϑ1(b1) — некоторая функция. Интегрируя последнее уравнение,
найдем форму ω1:

ω1 = e−ϑ1(b1)du. (2.96)

Здесь u — некоторая новая переменная. Аналогично находим фор-
му ω2:

ω2 = e−ϑ2(b1)dv. (2.97)

Подставив найденные значения базисных форм в первое уравне-
ние (2.11), найдем, что

db1 = α(b1)ω1 + β(b1)ω2.

Отсюда следует, что частные производные от функции b1(u, v) также
являются функциями от b1.

Обозначим через u = φ(b1, v) и v = φ̃(u, b1) левую и правую обрат-
ные функции для функции b1(u, v). Тогда из очевидных равенств

∂b1
∂u

∂φ

∂b1
= 1,

∂b1
∂v

∂φ̃

∂b1
= 1

вытекает, что производные
∂φ

∂b1
и

∂φ̃

∂b1
также зависят только от b1.

Отсюда, в свою очередь, следует, что

u = φ(b1, v) = p(b1) + q(v), v = φ̃(u, b1) = r(u) + s(b1).

Решение этой системы можно записать в виде b1 = b1(u + av),
где a — некоторая постоянная. Тогда все функции от переменной b1
станут функциями от переменной u+ av, в частности, базисные фор-
мы (см. (2.96) и (2.97)) запишутся в виде

ω1 = e−ϑ1(u+av)du, ω2 = e−ϑ2(u+av)dv,

где ϑ1 и ϑ2 — уже некоторые новые функции.
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Теперь найдем уравнения слоений рассматриваемой три-ткани. В
соответствии с (2.3) первое слоение задается уравнением u = x, вто-
рое — уравнением v = y, третье — дифференциальным уравнением

eϑ2−ϑ1du+ dv = 0.

Обозначим u+ av = p, u− av = q. Так как функции ϑ1 и ϑ2 зависят
от переменой u+ av, то последнее уравнение перепишется в виде

eδ(p)(dp+ dq) +
1
a
(dp− dq) = 0.

В этом уравнении переменные разделяются, и после интегрирования
мы получаем

u− av + f(u+ av) = z.

Постоянная интегрирования z — параметр третьего слоения ткани.
Исключая из уравнений слоений локальные координаты u и v, в соот-
ветствии с теорией придем к искомому уравнению рассматриваемой
три-ткани:

z = x− ay + f(x+ ay).

После допустимого преобразования ay → −y уравнение ткани примет
вид (2.94). �

В частности, все ткани типа B1, приведенные в качестве примеров
в § 2.2, допускают однопараметрическое семейство автоморфизмов.

Легко указать автоморфизмы ткани, заданной уравнением (2.94):
x → x+ a, y → y + a, z → z + 2a. Траектории автоморфизмов есть
линии x− y = const.

§ 2.6. Структурные уравнения грассмановой
три-ткани

Найдем диффеpенциальные уpавнения грассмановой тpи-
ткани GW , заданной кривыми Li (§ 1.9). Предварительно напомним,
что проективный репер на проективной плоскости образуют 4 точки,
никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Обозначим
первые 3 точки A0, A1, A2 и договоримся, что четвертая точка (она
называется единичной) всегда имеет вид A0 + A1 + A2. Тогда можно
говорить, что репер образуют 3 точки — A0, A1 и A2. Подвижным
репером проективной плоскости называют многообразие (семейство)
всех проективных реперов этой плоскости. Метод подвижного
репера состоит в том, что с заданным геометрическим объектом
(кривая, сеть, три-ткань и т.д.) связывают некоторое подсемейство
адаптированных реперов, которое также называется подвижным
репером. Такое сужение семейства реперов может быть сделано
неоднократно. Адаптированные реперы и их семейства (подвижной
репер) обычно обозначают одним и тем же символом. Для краткости
(если позволяет контекст) пишут «репер» вместо «подвижной репер».
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Рассмотрим на проективной плоскости P2 подвижной pепеp {Au}
(u, v,w, z, ... = 0, 1, 2), уpавнения инфинитезимальных пеpемещений
котоpого запишем в виде 1)

dAu = Θv
uAv. (2.98)

Дифференциальные фоpмы Θv
u удовлетвоpяют уpавнениям стpук-

туpы пpоективного пpостpанства:

dΘv
u = Θw

u ∧Θv
w (2.99)

которые получаются при внешнем дифференцировании уравне-
ний (2.98) (см., напpимеp, [Кр-1], [Кр-2]).

Сузим семейство реперов, поместив точки A0 и A2 в текущие
точки M1 и M2 кривых L1 и L2 соответственно, а точку A1 — на
пеpесечение касательных к L1 и L2 в точках A0 и A2. Тогда диффе-
ренциальные уpавнения кривых L1 и L2 запишутся соответственно в
виде

Θ2
0 = 0, Θ0

2 = 0, (2.100)

а формы Θ1
0, Θ1

r+1 станут базисными фоpмами гpассманова много-
обpазия G прямых плоскости P2.

Найдем уpавнение кривой L3, описываемой точкой M3. Так как
эта точка лежит на пpямой A0A2 и не совпадает ни с одной из
точек A0,A2, то pепеp можно ноpмиpовать условием M3 ≡ A0 + A2.
Диффеpенциpуя это соотношение с помощью (2.98), придем к равен-
ству:

dM3 = Θ0
0A0 +Θ2

2A2 + (Θ1
0 +Θ1

2)A1.

Исключив отсюда точку A2, получим:

dM3 = Θ2
2M3 + (Θ0

0 −Θ2
2)A0 + (Θ1

0 +Θ1
2)A1.

Так как точка M3 описывает кривую, то фоpма Θ0
0 − Θ2

2 должна
выражаться через форму Θ1

0 +Θ1
2:

Θ0
0 −Θ2

2 = a(Θ1
0 +Θ1

2). (2.101)

Это и есть уpавнение кривой L3 в pассматpиваемом подвижном pепеpе.
Пучки пpямых, обpазующих тpи-ткань GW на гpассмановом мно-

гообpазии G, в постpоенном pепеpе выделяются уpавнениями (сравни
с (2.3)):

Θ1
0 = 0, Θ1

2 = 0, Θ1
0 +Θ1

2 = 0.

Поэтому фоpмы Θ1
0

def
= ω1, Θ1

2
def
= ω2 будут базисными фоpмами гpас-

смановой тpи-ткани GW .

1) Уравнения (2.98) называются также уравнениями движения репера
или деривационными уравнениями.
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Найдем стpуктуpные уpавнения тpи-ткани GW . Из уpавне-
ний (2.99) находим:

dΘ1
0 = Θ0

0 ∧Θ1
0 +Θ1

0 ∧Θ1
1, dΘ1

2 = Θ2
2 ∧Θ1

2 +Θ1
2 ∧Θ1

1. (2.102)

Как видно из уpавнения (2.101), фоpмы Θ0
0 и Θ2

2 могут быть пpед-
ставлены в виде:

Θ0
0 = Θ+ aΘ1

0, Θ2
2 = Θ− aΘ1

2, (2.103)

где Θ — некотоpая фоpма Пфаффа. Внося эти выpажения в (2.102),
получим уpавнения

dΘ1
0 = Θ1

0 ∧ ω, dΘ1
2 = Θ1

2 ∧ ω, (2.104)

где обозначено
ω = Θ1

1 −Θ. (2.105)

Сpавнивая уpавнения (2.104) со стpуктуpными уpавнениями (2.6),
(2.8) пpоизвольной тpи-ткани, мы видим, что фоpма ω есть фоpма
связности Γ ткани GW .

Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнения (2.100) и пpиме-
няя лемму Каpтана, выpазим фоpмы Θ2

1 и Θ0
1 чеpез базисные фоp-

мы Θ1
0, Θ1

2:
Θ2

1 = b1Θ1
0, Θ0

1 = −b2Θ1
2. (2.106)

Диффеpенциpуя внешним обpазом уpавнение (2.101), придем к
квадратичному уравнению

(∇a+Θ0
1 −Θ2

1) ∧ (Θ1
0 +Θ1

2) = 0,

где ∇a = da− aω. Отсюда следует, что

∇a+Θ0
1 −Θ2

1 = −b3(Θ1
0 +Θ1

2). (2.107)

С учетом (2.106) последнее pавенство запишется так:

∇a = (b1 − b3)Θ1
0 + (b2 − b3)Θ1

2. (2.108)

Дифференцируя какое-либо из равенств (2.103), придем к уравне-
нию

dΘ = −b3Θ1
0 ∧Θ1

2,

а диффеpенциpуя фоpму ω, опpеделенную pавенством (2.105), полу-
чим

dω = Θ0
1 ∧Θ1

0 +Θ2
1 ∧Θ1

2 − dΘ.

В силу (2.105) и (2.106)

dω = (b1 + b2 + b3)Θ1
0 ∧Θ1

2.

Сpавнивая эти уpавнения с уpавнениями (2.8), находим кpивизну b
грассмановой ткани GW :

b = b1 + b2 + b3. (2.109)
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В силу теоремы 2.1 получаем условие регулярности грассмановой
ткани: b1 + b2 + b3 = 0. Согласно теореме 1.17 это есть также условие
алгебраизуемости тройки кривых Li, определяющих грассманову три-
ткань GW .

Для дальнейшего нам понадобится дифференциальное продолже-
ние полученных уравнений. Дифференцируя внешним образом урав-
нения (2.106) и (2.107), получим квадратичные уравнения

(db1 − 2b1ω − ab1Θ1
2) ∧Θ1

0 = 0,
(db2 − 2b2ω + ab2Θ1

0) ∧Θ1
2 = 0,

(db3 − 2b3ω − ab3Θ1
0) ∧ (Θ1

0 +Θ1
2) = 0.

Отсюда
db1 − 2b1ω = c1Θ1

0 + ab1Θ1
2,

db2 − 2b2ω = −ab2Θ1
0 + c2Θ1

2,
db3 − 2b3ω = ab3Θ1

0 + c3(Θ1
0 +Θ1

2),
(2.110)

где c1, c2, c3 — некоторые новые функции. Продолжая подобным об-
разом уравнения (2.110), придем к уравнениям

dc1 − 3c1ω = c11Θ1
0 + (ac1 + 3(b1)2 + 2b1b2 + b1b3)Θ1

2,
dc2 − 3c2ω = −(ac2 + 2b1b2 + 3(b2)2 + b2b3)Θ1

0 + c22Θ1
2,

dc3 − 3c3ω = (ac3 − 2b1b3 − b2b3 − 3(b3)2)Θ1
0 + c32(Θ1

0 +Θ1
2).

(2.111)

Продолжая уравнения (2.111), получим уравнения

dc11 − 4c11ω = c111Θ1
0 + (ac11 + ab1b3−
− 2ab1b2 + 10b1c1 + 5b2c1 + 3b3c1 + b1c3)Θ1

2,
dc22 − 4c22ω = −(ac22 + 2ab1b2 + 5b1c2+

+ 10b2c2 + 3b3c2 + b2c3)Θ1
0 + c222Θ1

2,
dc32 − 4c32ω = (ac32 − 2ab1b3 − 5b1c3−

− 3b2c3 − 10b3c3 − b3c2)Θ1
0 + c322(Θ1

0 +Θ1
2).

(2.112)
Итак, грассманова три-ткань задается тройкой кривых,

с которой связаны относительные проективные инварианты
a, b1, b2, b3, c1, c2, c3, c11, .... Как видно из предыдущего, система
дифференциальных уравнений, определеляющих грассманову ткань,
правильно продолжаема — в каждой дифференциальной окрестности
при продолжении возникают 3 новых инварианта. С другой стороны,
с грассмановой три-тканью связаны инварианты ткани: кривизна
b и ее ковариантные производные всех порядков, см. § 2.1. Таким
образом, у нас имеется 2 геометрических объекта: относительные
инварианты ткани и относительные инварианты тройки кривых. При
этом первые можно выразить через вторые (один объект охватывает
другой, по терминологии Г.Ф. Лаптева, см. [Ла-1]).
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Чтобы получить уравнения охвата, надо продифференцировать
уравнение (2.109) и заменить полученные дифференциалы с помощью
(2.108) и (2.111). Сравнивая в полученных соотношениях коэффици-
енты при независимых базисных формах, получим равенства:

b1 = c1 + c3 − ab2 + ab3, b2 = c2 + c3 + ab1. (2.113)

Дифференцируя далее (2.113) и пользуясь уравнениями (2.109) и
(2.11), придем к соотношениям

b11 = c11 + c32 + 2ac3 + (a)2(b2 + b3)− b1(b2 + b3)− 4(b3)2,
b12 = c32 + ac1 − ac2 + ac3 + 3(b1)2 − (b2)2 − (b3)2+

+ 2b1b2 + b1b3 + 2b2b3,
b21 = c32 + ac1 − ac2 + ac3 + (b1)2 − 3(b2)2 − 3(b3)2−

− 2b1b2 − 3b1b3 − 2b2b3,
b22 = c22 + c32 + (a)2b1 + b1(b2 − b3).

(2.114)

Продифференцировав первое и последнее уравнения (2.114), с помо-
щью уравнений (2.110) и (2.113) получим, в частности:

b112 = c322 + ac11 + 2ac32 + (a)2(c2 + c3) + c1(10b1 + 5b2 + 3b3)−
− b1c2 + c3(2b2 − 10b3) + a(−3b1b2 + 2(b2)2 − 2(b3)2),

b221 = c322 − ac22 + ac32 + (a)2c1 + c1(b2 − b3)− c2(5b1 + 10b2 + 4b3)−
− c3(6b1 + 4b2 + 10b3) + a(2(b1)2 − 3b1b2 − 5b1b3).

(2.115)
Вычитая второе уравнение из первого, с учетом (2.114) и (2.113)
находим:

b112 − b221 = a(b11 + b22 − b21)− (a)3b− 8bc3 − ab(5b− 8b2).

Перепишем это уравнение в виде

8bc3 = −b112 + b221 + a(b11 + b22 − b21)− (a)3b− ab(5b− 8b2). (2.116)

§ 2.7. Эквивалентность грассмановых тканей и
проблема Гронвола

Наша цель — доказать следующее утверждение.
Теорема 2.14. Пусть GW — криволинейная нерегулярная

грассманова три-ткань. Тогда эквивалентная ей грассманова три-
ткань GW̃ вместе с соответствующим локальным диффеомор-
физмом φ, переводящим ткань GW в ткань GW̃ , существует с
произволом 8 постоянных.

� Пусть GW — грассманова три-ткань, структурные уравнения
которой имеют вид (2.100)–(2.116), и GW̃ — еще одна грассмано-
ва три-ткань, заданная на проективной плоскости P̃2 кривыми L̃i,
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i = 1, 2, 3. Соответствующие ей формы и функции обозначим теми же
символами, что для ткани GW , но с тильдой. Тогда для этих форм
будут выполняться те же соотношения (2.100)– (2.116).

Лемма 2.5. Пусть три-ткани GW и GW̃ эквивалентны. То-
гда соответствие между реперами можно установить так, что
в выбранных реперах кривизны этих тканей и соответствующие
ковариантные производные кривизн совпадут.

� Предположим, ткани GW и GW̃ эквивалентны, тогда суще-
ствует локальный диффеоморфизм φ, который слоения ткани GW
переводит в соответствующие слоения ткани GW̃ . Так как слоения
ткани GW задаются уравнениями (2.3), а слоения ткани GW̃ — ана-
логичными уравнениями с тильдой, то дифференциальные уравнения
отображения φ должны иметь следующий вид:

Θ̃1
0 = pΘ1

0, Θ̃1
2 = pΘ1

2. (2.117)

С другой стороны, эти уравнения определяют некоторое отображение
грассманова многообразия прямых G плоскости P 2 на грассманово
многообразие прямых G̃ плоскости P̃2.

Напомним (см. (2.15)), что базисные формы допускают замены
вида

Θ̂1
0 = AΘ1

0, Θ̂1
2 = AΘ1

2.

Полагая A = p, приведем уравнения (2.117) к виду

Θ̃1
0 = Θ1

0, Θ̃1
2 = Θ1

2 (2.118)

(«шапочку» над новыми формами Θ̂1
0 и Θ̂1

0 опускаем).
Дифференцируя уравнения (2.118) внешним образом, пользуясь

структурными уравнениями (2.99) и аналогичными с тильдой, придем
к равенствам:

Θ0
0 −Θ1

1 − Θ̃0
0 + Θ̃1

1 = p1Θ
1
0,

Θ2
2 −Θ1

1 − Θ̃2
2 + Θ̃1

1 = p2Θ
1
2.

(2.119)

Вычитая из первого уравнения второе и пользуясь соотношения-
ми (2.101) и аналогичными с тильдой, получим

(a− ã)(Θ1
0 +Θ1

2) = p1Θ
1
0 − p2Θ

1
2.

Отсюда находим p1 = −p2 = pa − p2ã, в результате из двух уравне-
ний (2.119) остается одно независимое, которое можно переписать в
виде:

Θ0
0 −Θ1

1 − Θ̃0
0 + Θ̃1

1 = (a− ã)Θ1
0. (2.120)

Рассмотрим теперь уравнения (2.104) и им аналогичные для
ткани GW̃ . В силу (2.118) из них получаем Θ1

0 ∧ (ω − ω̃) = 0,
Θ1

2 ∧ (ω − ω̃) = 0, откуда
ω = ω̃. (2.121)
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Дифференцируя это равенство, в силу (2.8) и аналогичных уравнений
для ткани GW̃ получим

b = b̃. (2.122)

Дифференцирование последнего равенства с учетом (2.11), (2.13), им
аналогичных с тильдой, (2.118) и (2.121) приведет к равенству кова-
риантных производных всех порядков от кривизн:

b1 = b̃1, b2 = b̃2, (2.123)

и т.д. �
Замечание. Доказанная лемма не является непосредственным

следствием аналогичной теоремы 2.3, сформулированной для произ-
вольной три-ткани. Дело в том, что в теореме 2.3 репер адаптирован к
произвольной три-ткани, а в лемме 2.5 рассматриваются грассмановы
ткани, у которых репер адаптирован к тройке кривых.

Непосредственным вычислением с использованием структурных
уравнений тканей W , GW̃ доказывается следующая

Лемма 2.6. Внешнее дифференцирование уравнения (2.120) при-
водит к тождеству.

Продолжим доказательство теоремы 2.14. Будем считать, что три-
ткань W задана, а эквивалентную ей три-ткань W̃ вместе с соот-
ветствующим диффеоморфизмом требуется найти. Тогда формы Θv

u,
кривизну b ткани W , ее ковариантные производные, функции a, b1,
b2, b3 и т.д. надо считать известными. В силу предложения 6 кривизна
ткани W̃ и ее ковариантные производные также будут известными
величинами, а формы Θ̃v

u и функции ã, b̃1, b̃2, b̃3 и т.д., входящие в
уравнения ткани W̃ , аналогичные уравнениям (2.107), (2.110), (2.111)
и т.д., подлежат определению.

Формы Θ̃v
u удовлетворяют уравнениям (2.118) и уравнениям, ана-

логичным уравнениям (2.100), (2.101), и т.д.:

Θ̃2
0 = 0, Θ̃0

2 = 0, (2.100′)

Θ̃0
0 − Θ̃2

2 = ã(Θ1
0 +Θ1

2), (2.101′)

Θ̃2
1 = b̃1Θ1

0, Θ̃0
1 = −b̃2Θ1

2, (2.106′)

∇ã = (̃b1 − b̃3)Θ1
0 + (̃b2 − b̃3)Θ1

2, (2.108′)

а также уравнению (2.120).
Для ткани GW̃ будут иметь место уравнения, аналогичные урав-

нениям (2.110), которые в силу (2.118), (2.121) и (2.122) имеют вид:

db̃1 − 2b̃1ω = c̃1Θ1
0 + ãb̃1Θ1

2,

db̃2 − 2b̃2ω = −ãb̃2Θ1
0 + c̃2Θ1

2,

db̃3 − 2b̃3ω = ãb̃3Θ1
0 + c̃3(Θ1

0 +Θ1
2).

(2.110′)
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Функции b̃1, b̃2 и b̃3 связаны соотношением

b̃1 + b̃2 + b̃3 = b, (2.124)

которое получается из условия (2.122). Если отсюда выразить b̃3 и
подставить в третье уравнение (2.110′), то оно удовлетворится тожде-
ственно. Таким образом, в системе (2.110′) остается два независимых
уравнения.

Далее заметим, что функции c̃1, c̃2 и c̃3 связаны соотношениями,
аналогичными соотношениям (2.113). В силу (2.123) они запишутся
так:

b1 = c̃1 + c̃3 − ãb̃2 + ãb̃3, b2 = c̃2 + c̃3 + ãb̃1. (2.113′)

Выразим отсюда c̃1 и c̃2 через c̃3, подставим в первые два
уравнения (2.110′) и продифференцируем их внешним образом.
Разрешив полученные квадратичные уравнения по лемме Картана,
после некоторых преобразований придем к уравнению:
dc̃3 − 3c̃3ω = [b21 + (ã)2(b− 2b̃1 − 2b̃2) + b(̃b1 + b̃2) + ã(̃b2 − b̃1)−

− 2(̃b1)2 + 2(̃b2)2]Θ1
0 + [b12 − ãc̃3 + (b)2 + (ã)2(b− 2b̃1 − 2b̃2)−

− b(3b̃1 + 4b̃2) + ã(̃b2 − b̃1)− (̃b1)2 + 3b̃1b̃2]Θ1
2. (2.125)

Непосредственным вычислением доказывается
Лемма 2.7. При внешнем дифференцировании уравнения (2.125)

получается тождество.
Доказательство использует само уравнение (2.128), уравне-

ния (2.111), (2.11), (2.13), (2.12), (2.12′), (2.116), (2.107′), (2.108′),
(2.124), (2.113′).

Таким образом, для определения неизвестных форм и функций мы
получили систему (обозначим ее Σ) из 12-ти пфаффовых уравнений
((2.118), (2.100′), (2.101′), (2.106′), (2.108′),(2.120), первые 2 уравнения
(2.110′) и уравнение (2.125)), замкнутую относительно операции внеш-
него дифференцирования. Следовательно, в силу теоремы Фробениу-
са (см. [По-1], стр. 54; [Кр-2], стр. 52) эта система вполне интегрируе-
ма, и решение существует с произволом не более 12-ти постоянных.

Найдем точное число постоянных. Рассмотрим уравнение,
аналогичное (2.116), для ткани W̃ :
8bc̃3 = −b112 + b221 + ã(b11 + b22 − b21)− (ã)3b− ãb(5b− 8b̃2). (2.116′)

Так как ткань W по условию не является регулярной, то b ̸= 0, и
функция c̃3 в уравнении (2.116′) присутствует. Продифференцируем
(2.116′) и заменим dc̃3 по формуле (2.125). Приравнивая в полученном
равенстве коэффициенты при базисных формах, получим следующие
2 соотношения:
8b1c̃3 + 8b[b21 + ã2(b− 2b̃1 − 2b̃2) + b(̃b1 + b̃2) + ã(b2 − b1)−

− 2(̃b1)2 + 2(̃b2)2] = −b1121 + b2211 + (̃b1 − b̃3)(b11 + b22 − b21)+

+ ã(b111 + b221 − b211)− 3ã2b(̃b1 − b̃3)− ã3b1 − 5(b)2(̃b1 − b̃3)−
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− 10ãbb1 + 8(̃b1 − b̃3)bb̃2 + 8ãb1b̃2 − 8ã2bb̃2, (2.126)

8b2c̃3 + 8b[b12 − ãc̃3 + (b)2 + ã2(b− 2b̃1 − 2b̃2)− b(3b̃1 + 4b̃2)+

+ ã(b2 − b1)− (̃b1)2 + 3b̃1b̃2 + 4(̃b2)2] = −b1122 + b2212+

+ (̃b2 − b̃3)(b11 + b22 − b21) + ã(b112 + b222 − b212)− 3ã2b(̃b2 − b̃3)−
− ã3b2 − 5(b)2(̃b2 − b̃3)− 10ãbb2 + 8(̃b2 − b̃3)bb̃2 + 8ãb2b̃2 + 8ãbc̃2.

(2.127)

Умножим эти уравнения на b и заменим 8bc̃3 с помощью (2.116′).
Кроме того, в уравнении (2.127) сумму c̃2 + c̃3 заменим с помощью
(2.113′). После некоторых простых преобразований, использующих
формулу (2.124), придем к соотношениям:

8(b)2[−2(̃b1)2 − 2b̃1b̃2+(̃b2)2] + 3(b)3(6b̃1 + 7b̃2)−
−(5ã2(b)2 + δ)(̃b1 − b̃3) + ãγ1 +Φ1 = 0,

8(b)2[−(̃b1)2 + 2b̃1b̃2+2(̃b2)2]− (b)3(19b̃1 + 14b̃2)−
−(5ã2(b)2 + δ)(̃b2 − b̃3) + ãγ2 +Φ2 = 0,

(2.128)

где обозначено
δ = b(b11 + b22 − b21),
γ1 = b1(b11 + b22 − b21) + (b)2(8b2 − 3b1)− b(b111 + b221 − b211),
γ2 = b2(b11 + b22 − b21) + (b)2(−8b1 + 5b2)− b(b112 + b222 − b212),
Φ1 = b1(−b112 + b221) + 8(b)2b21 + b(b1121 − b2211)− 5(b)4,
Φ2 = b2(−b112 + b221) + 8(b)2b12 + b(b1122 − b2212) + 3(b)4.

В соотношения (2.128) входят неизвестные функции b̃1, b̃2 и ã. Из них
выразим b̃1 и b̃2 через ã и, подставив найденные значения в (2.116′) и
(2.113′), выразим через ã функции c̃1, c̃2 и c̃3.

Далее продифференцируем соотношения (2.128), и заменим в по-
лученных равенствах дифференциалы db̃1 и db̃2 с помощью (2.110′),
а затем заменим величины b̃1, b̃2, c̃1, c̃2 и c̃3 с помощью полученных
соотношений. В результате получим уравнения, содержащие только
одну неизвестную функцию ã . Так как решение исследуемой системы
существует, то из этих соотношений найдется ã.

В результате мы разрешили 4 уравнения из системы Σ, и в ней
осталось 8 уравнений: (2.118), (2.100′), (2.101′), (2.106′) и (2.120). Сле-
довательно, произвол существования решения — 8 постоянных, см.
[Кр-2]. �

Следствие из теоремы 2.14. Напомним, что проективным пре-
образованием или коллинеацией называется такое преобразование,
которое переводит прямые в прямые. Поэтому всякое проективное
преобразование переводит грассманову ткань в грассманову. Извест-
но, что группа проективных преобразований плоскости зависит от
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восьми параметров. Следовательно, в силу единственности решения
системы Σ, других преобразований, удовлетворяющих решению за-
дачи, кроме проективных, не существует. То есть, всякий локальный
диффеоморфизм φ, переводящий грассманову ткань в грассманову,
является проективным преобразованием.

Отсюда вытекает следующее утверждение: если ткань W грас-
сманизуема, то локальные диффеоморфизмы, переводящие ее в грас-
сманову ткань, отличаются не более чем на проективное преобра-
зование. Действительно, пусть локальные диффеоморфизмы ϑ и ϑ̃
переводят грассманизуемую ткань W в грассмановы ткани GW и
GW̃ соответственно. Тогда композиция ϑ̃ ◦ ϑ−1 переводит грассманову
ткань GW в грассманову ткань GW̃ . Согласно следствию, эта компо-
зиция должна быть некоторым проективным преобразованием φ, так
что ϑ̃ ◦ ϑ−1 = φ или ϑ̃ = φ ◦ ϑ, что и доказывает утверждение.

Поскольку между грассмановыми и прямолинейными тканями су-
ществует коррелятивное соответствие (см. § 1.9), то для прямолиней-
ных тканей и эквивалентных им спрямляемых тканей будут верны
утверждения, аналогичные теореме 14 и следствию из нее. Тогда ана-
лог последнего утверждения есть в точности положительное решение
проблемы, сформулированной в виде гипотезы в 1912 году Гронволом
(Gronwall), см. [Бл-1], стр. 62.

Замечание 1. Соотношения (2.128) и последующие, из которых
находятся b̃1, b̃2 и ã, являются нелинейными, поэтому проективное
преобразование φ, существование которого доказано в теореме, не
является единственным. Этот факт хорошо известен в теории тканей,
и имеются оценки максимально возможного числа решений, см., на-
пример, [ГоЛ-2], [Пи-1].

Замечание 2. Уравнения (2.128) содержат ковариантные произ-
водные четвертого порядка от кривизны ткани, следовательно, они
выражаются через производные седьмого порядка от функции ткани.
При дифференцировании этих уравнений (что необходимо для нахож-
дения величины a) получаются уравнения с производными восьмого
порядка от функции ткани.

§ 2.8. Инвариантная характеристика спрямляемых
три-тканей

Напомним, что прямолинейная три-ткань образована на плоскости
тремя семействами прямых (не обязательно параллельных!). Геомет-
рически прямолинейные ткани устроены весьма просто — каждое се-
мейство прямых можно задать его огибающей. Ткань, эквивалентная
прямолинейной ткани, называется спрямляемой. Основная проблема,
на которую указал Бляшке еще в [Бл-1], состоит в том, чтобы охарак-
теризовать класс спрямляемых тканей с помощью дифференциально-
топологических инвариантов ткани, к которым относится кривизна
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ткани и ее ковариантные производные. С самого начала было ясно,
что задача является весьма сложной, и в [Бл-1] Бляшке даже утвер-
ждал, что, по-видимому, это дело безнадежное, поскольку решение
лежит в дифференциальной окрестности не ниже восьмого порядка.
Тем не менее, в 1988 году В.В. Гольдбергу в определенном смысле уда-
лось решить задачу: в работе [Го-1] он предъявил алгоритм, сводящий
проблему к анализу системы из одного алгебраического уравнения
и вполне интегрируемой системы из шести уравнений Пфаффа с
шестью функциями от двух независимых переменных. В [ГоЛ-1] про-
блема сведена к пяти алгебраическим уравнениям высокой степени.

В этом параграфе дается краткое изложение решения проблемы
спрямляемости, приведенное в [Го-1].

Основная идея работы состоит в том, что в области определения D
три-ткани W рассматривается множество всех аффинных связностей,
в которых линии этой ткани являются геодезическими. Ткань W
является линеаризуемой тогда и только тогда, когда среди этих связ-
ностей существует плоская связность (то есть такая, форма кривизны
которой равна нулю). В этом случае геодезические линии будут пря-
мыми. Зародыш этой идеи можно увидеть в книге Бляшке и Бола
[ББ-1], но отчетливо идея была высказана в 1973 году М.А. Акивисом
на семинаре по классической дифференциальной геометрии в МГУ.
Используя этот подход, А.В. Чакмазян в [Ча-1] провел часть вычис-
лений, но ввиду их значительной сложности не сумел довести работу
до конца.

Будем считать, как и выше, что три-ткань W в некоторой обла-
сти D задана уравнениями (2.3), и ее структурные уравнения имеют
вид (2.6), (2.8). Прежде всего напомним, что уравнения (2.6) и (2.8)
можно рассматривать как уравнения некоторой аффинной связно-
сти Γ, которая теперь называется связностью Черна (§ 2.1). Действи-
тельно, структурные уравнения произвольной аффинной связности
на двумерном многообразии имеют вид [Кр-1]:

dωi = ωj ∧ ωi
j +Ri

jkω
j ∧ ωk, (2.129)

dωi
j = ωk

j ∧ ωi
k +Ri

jklω
k ∧ ωl, j, k, l,m = 1, 2, (2.130)

где ωi
j ,Ri

jk и Ri
jkl соответственно формы связности, ее тензор кру-

чения и тензор кривизны. Эти уравнения примут вид (2.6) и (2.8),
если положить ωi = ωi и ωi

j = δijω, где δij — символ Кронекера. Тензор
кручения связности Γ, определяемой уравнениями (2.6) и (2.8), равен
нулю, а тензор кривизны имеет вид Ri

jkl = −1
2
bεklδ

i
j , где b — кривизна

ткани, ε11 = ε22 = 0, ε12 = −ε21 = 1.
Наряду с кобазисом форм ω1, ω2 в касательном пространстве Tp

точки p области D введем векторный базис так, чтобы вектор e1
касался линии первого семейства, вектор e2 касался линии второго

4 А.М. Шелехов, В.Б. Лазарева, А.А. Уткин
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семейства ткани W . Так как семейства линий ткани выделяются урав-
нениями (2.3), то будут выполняться соотношения

ω1(e1) = 0, ω2(e2) = 0. (2.131)

Наложим на базисные векторы еще следующие условия:

ω1(e2) = −ω2(e1) = 1. (2.132)

Тогда будет выполняться равенство

(ω1 + ω2)(e1 + e2) = 0,

то есть вектор e1 + e2 будет касаться линии третьего семейства ткани.
Векторные базисы, удовлетворяющие условиям сопряженности

(2.131) и (2.132), называются адаптированными три-ткани W .
В адаптированных базисах произвольный вектор ξ из Tp записы-

вается в одной из следующих фоpм:

ξ = ω1(ξ)e2 − ω2(ξ)e1 = ω2(ξ)e3 − ω3(ξ)e2 = ω2(ξ)e1 − ω1(ξ)e3. (2.133)

Напомним, что линия γ(t) называется геодезической в связно-
сти Γ, если на γ(t) существует параллельное (относительно связно-
сти Γ) векторное поле, касательное к γ(t). Координаты касательного
вектора ξ(t) геодезической линии удовлетворяют уpавнениям

dξi + ξjωi
j = Θξi, (2.134)

где Θ — некотоpая фоpма Пфаффа. В случае связности Черна в силу
специального строения форм ωi

j эти уравнения принимают вид:

dξ1 + ξ1ω = Θξ1, dξ2 + ξ2ω = Θξ2. (2.135)

Сложив их, получим

d(ξ1 + ξ2) + (ξ1 + ξ2)ω = Θ(ξ1 + ξ2).

Из этих уравнений видно, что линии ткани W являются геодезиче-
скими относительно связности Черна Γ.

Рассмотрим в области D определения ткани W пучок Γ(T ) аф-
финных связностей, определяемых формами {ωi,

∗
ω i

j}, где
∗
ω i

j = ωi
j + T i

jkω
k, (2.136)

а T i
jk = T i

kj — так называемый тензор аффинной деформации. Все
связности в этом пучке, как легко убедиться, не имеют кручения.

Верны следующие утверждения.
Лемма 2.8. Линии ткани W будут геодезическими для всех

связностей пучка Γ(T ) тогда и только тогда, когда

T 2
11 = 0, T 1

22 = 0, T 1
11 + T 2

22 − 2(T 1
12 + T 2

12) = 0. (2.137)
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� Уравнение геодезических (2.134) для связности Γ(T ) примет вид:

dξi + ξj
∗
ω i

j = Θξi,

или
dξi + T i

jkξ
jωk = (Θ− ω)ξi. (2.138)

Так как линии ткани должны быть геодезическими относительно этой
связности, то уравнение (2.138) должно удовлетворяться в случаях
а) ξ1 = 0, ξ2 любое; б) ξ2 = 0, ξ1 любое; в) ξ1 = −ξ2. Например, в
первом случае в силу (2.133) уравнения (2.138) дают:

T 1
2kξ

2ωk(e1) = 0.

В силу условий сопряженности (2.131) и (2.132) отсюда следует
T 1

22 = 0. Остальные соотношения получаются аналогично. �
Формы

Ωi
j = dωi

j − ωk
j ∧ ωi

k (2.139)

называются, как известно, формами кривизны аффинной связно-
сти [Кр-1].

Непосредственным вычислением доказывается
Лемма 2.9. Формы кривизны связностей пучка Γ(T ) вычисляют-

ся по формуле
∗
Ω

i
j = Ωi

j +∇T i
jk ∧ ωk − T i

mkT
m
jl ω

l ∧ ωk, (2.140)

где

∇T i
jk = dT i

jk − T i
mkω

m
j − T i

jmωm
k + Tm

jkω
i
m. (2.141)

Теорема 2.15. Три-ткань W линеаризуема тогда и только то-
гда, когда в пучке связностей Γ(T ) существует связность, для ко-
торой все линии ткани являются геодезическими и форма кривизна
которой равна нулю: ∗

Ω
i
j = 0. (2.142)

�Действительно, если ткань линеаризуема, то она эквивалентна
прямолинейной ткани на плоскости, которая представляет собой мно-
гообразие с плоской аффинной связностью. Обратно, если связность
плоская, то слои ткани есть прямые линии как геодезические линии
этой плоской связности, и, следовательно, эта ткань линеаризуема. �

Для удобства перепишем соотношения (2.137) в иной форме:

T 2
11 = 0, T 1

22 = 0, T 2
12 = λ1, T 1

12 = λ2, T 1
11 = 2λ1 + µ, T 2

22 = 2λ2 − µ.
(2.143)

Кроме того, уравнения (2.11), (2.13) и последующие, им анало-
гичные, перепишем, учитывая соотношения (2.12) и ему подобные,
следующим образом:

∇b1 = b11ω
1 + (b12 − b2)ω2, ∇b2 = (b12 + b2)ω1 + b22ω

2, (2.144)

4*
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∇b11 = b111ω
1 + b112ω

2, ∇b12 = (b112 + 5b1b)ω1 + (b122 − 5b2b)ω2,
∇b22 = b122ω

1 + b222ω
2.

(2.145)
Доказательство следующей теоремы мы не приводим, оно имеется

в [Го-1].
Теорема 2.16 (основная). Необходимое и достаточное

условие линеаризуемости состоит в том, что кривизна ткани b
и ее ковариантные производные bi, bij , bijk связаны линейным
соотношением:

b112 − b122 − µ(b11 + b22) + b12(−µ− 4λ1 + 4λ2)+

+ b1[−4λ12 + 2λ21 − µ(4λ1 + 2λ2)− 2λ2(λ1 − 2λ2)− 2b]+
+ b2[−2λ12 + 4λ21 − µ(2λ1 + 4λ2)− 2λ1(2λ1 − λ2)− 2b]+
+ b{−µ3 + 4µ2(λ2 − λ1)− 4µ[(λ1)

2 + (λ2)
2 − λ1λ2]+

+ 18λ1λ2(λ1 − λ2) + λ12(26λ2 − 7µ)− λ21(26λ1 + 7µ)} = 0.
(2.146)

Здесь величины λ12 и λ21 суть ковариантные производные величин
λ1 и λ2, точнее, имеют место уравнения

∇λ1 = λ1(λ1 + µ)ω1 + λ12ω
2,

∇λ2 = λ2(λ2 − µ)ω2 + λ21ω
1,

∇µ = (2λ21 − λ12 − b− λ1λ2)ω
1 + (−2λ12 + λ21 − b+ λ1λ2)ω

2,
(2.147)

где

∇λi = dλi − λiω, ∇µ = dµ− µω, ∇λij = dλij − 2λijω.

К этим уравнениям следует присоединить еще условия их интегриру-
емости:

∇λ12 =[µλ12 + λ1(−2b+ λ21 + λ1λ2)]ω
1+

+ [λ122 + 2µλ12 + λ1(λ21 − 4b+ λ1λ2) + b1 +
1
2
bµ]ω2,

∇λ21 =[−λ122 − 2µλ21 + λ2(λ12 + 4b+ λ1λ2)−

− b2 +
1
2
bµ]ω1 + [−µλ21 + λ2(2b+ λ12 + λ1λ2)]ω

2,

(2.148)

∇λ122 = Aiω
i, (2.149)

где обозначено

A1 = λ122(µ+ λ1) + λ12(5λ1λ2 +
3
2
b)− λ21[2(λ1)

2 + 2λ12 + λ1µ+ b]+

+ (λ1)
2λ2(λ2 − 4µ− 2λ1) + b[

1
2
µ2 + 4(λ1)

2 − 3
2
λ1λ2 +

7
2
λ1µ+

1
2
b]−

− b11 + b1(
1
2
µ+ 4λ1)− λ1b2,
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A2 = λ122(−µ+ λ2)− λ212(5λ1λ2 −
3
2
b) + λ12[2(λ2)

2 + 2λ21 − λ2µ− b]−

− λ1(λ2)
2(λ1 + 4µ− 2λ2) + b[

1
2
µ2 + 4(λ2)

2 − 3
2
λ1λ2 −

7
2
λ2µ− 1

2
b]−

− b22 + b2(−
1
2
µ+ 4λ2)− λ2b1. (2.150)

Найденное условие линеаризуемости не является в определенном
смысле конструктивным, поскольку содержит кроме относительных
инвариантов b, bi, bij , bijk ткани еще и величины µ, λi, λij , λijk, ко-
торые удовлетворяют вполне интегрируемой системе дифференци-
альных уравнений (2.147), (2.148), (2.149). Существует два способа
выяснить, используя найденные соотношения, является ли заданная
ткань W линеаризуемой.

Первый способ: найти относительные инварианты заданной ткани,
подставить их в уравнения (2.147), (2.148) и (2.149), проинтегрировать
полученную систему, затем подставить найденные функции µ, λi,
λij , λijk в соотношение (2.146). Если оно выполняется тождественно,
ткань линеаризума.

Второй способ позволяет исключить функции µ, λi, λij , λijk, не
производя интегрирования. Продифференцируем соотношение (2.146)
и в полученном уравнении приравняем нулю коэффициенты при фор-
мах ω1 и ω2. Это даст два новых соотношения на указанные 6 величин
и на относительные инварианты ткани, но кроме того, в них появятся
инварианты bijkl следующей дифференциальной окрестности (седь-
мого порядка).

Далее аналогичным образом дифференцируем два найденных
уравнения и получаем еще 4 уравнения, содержащие те же величины
и еще инварианты ткани из дифференциальной окрестности восьмо-
го порядка — bijklm. Таким образом, вместе с исходным уравнени-
ем (2.146) получится всего 7 уравнений, содержащих 6 величин µ, λi,
λij , λijk. Если ткань является линеаризуемой, то после их исключения
должно получиться тождество.

Заметим, что полученные описанным образом уравнения являются
алгебраическими степени не выше 5 относительно переменных µ, λi,
λij , λijk, поэтому исключение переменных из них (даже если они
найдены!) представляет собой сложную алгебраическую задачу. Эта
задача была решена в [ГоЛ-1], где авторы не дважды, а трижды про-
должили уравнение (2.146). После исключения «лишних» перемен-
ных они получили пять алгебраических уравнений, коэффициенты
которых выражаются через 1040 инвариантов ткани, принадлежащих
дифференциальной окрестности девятого порядка, причем среди них
только 18 инвариантов восьмого порядка. Тождественное обращение
инвариантов в нуль дает необходимое и достаточное условие линеа-
ризуемости.
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В заключение параграфа заметим, что столь же интересной нам
представляется задача выразить кривизну прямолинейной ткани че-
рез проективные инварианты огибающих семейств прямых, составля-
ющих эту ткань.

§ 2.9. Инвариантные формы нерегулярной
три-ткани

Из формул (2.16) и (2.18) получаются следующие равенства, свя-
зывающие формы эквивалентных нерегулярных тканей W и W̃ :

√
b ω1 =

√
b̃ ω̃1,

√
b ω2 =

√
b̃ ω̃2. (2.151)

Это обстоятельство дает повод назвать формы

Ω1 =
√
b ω1, Ω2 =

√
b ω2 (2.152)

инвариантными формами три-ткани (см. [Бл-1], стр. 37). Тогда из
(2.151) получается такое утверждение: нерегулярные три-ткани W и
W̃ эквивалентны тогда и только тогда, когда их соответствующие
инвариантные формы равны.

Продифференцируем равенства (2.152) и воспользуемся уравне-
ниями (2.10), (2.6) и обозначениями (2.19). После преобразований
придем к уравнениям:

dΩ1 = −1
2
c2Ω1 ∧ Ω2, dΩ2 = −1

2
c1Ω2 ∧ Ω1. (2.153)

В эти уравнения, в отличие от аналогичных структурных урав-
нений (2.6), входят инвариантные формы и абсолютные инвариан-
ты ткани. Продолжая уравнения (2.153) (то есть дифференцируя их
внешним образом и пользуясь леммой Картана), получим уравнения

dc1 = C11Ω1 + C12Ω2, dc2 = C21Ω1 + C22Ω2. (2.154)

Назовем величины C11, C12, C21, C22 инвариантными производными
величин c1 и c2.

Предложение 2.17. Инвариантные производные C11, C12, C21,
C22 являются абсолютными инвариантами ткани W .

� Согласно обозначениям (2.19), c1 = b1 b
−3/2, c2 = b2 b

−3/2. Про-
дифференцируем эти равенства внешним образом с помощью урав-
нений (2.11). Используя обозначения (2.19), после преобразований
придем к уравнениям (2.154), где

C11 = c11 −
3
2
(c1)

2, C12 = c12 −
3
2
c1c2,

C21 = c21 −
3
2
c1c2, C22 = c22 −

3
2
(c2)

2.
(2.155)
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Как видно, величины C11, C12, C21, C22 выражаются только через
абсолютные инварианты ткани. �

С помощью (2.12) устанавливаем, что абсолютные инварианты C12
и C21 связаны соотношением

C12 − C21 = 2. (2.156)

Заметим, что уравнения (2.153) и (2.154) получаются из структур-
ных уравнений (2.6) и (2.11), если в последних положить b = 1. Это
вытекает из того обстоятельства, что в каноническом корепере (b = 1)
относительные инварианты становятся абсолютными (см. § 2.1).

Используя инвариантные формы три-ткани, найдем инвариант-
ную характеристику тканей, допускающих однопараметрическое се-
мейство автоморфизмов (§ 2.5), а заодно получим еще одно доказа-
тельство теоремы 2.13.

Напомним, что ткани с однопараметрическим семейством авто-
морфизмов характеризуются тем, что абсолютные инварианты ткани
являются постоянными вдоль траекторий семейства автоморфизмов.
Это означает, что все инварианты являются функциями от некоторой
функции двух переменных, обозначим ее τ(x, y), причем траектории
семейства автоморфизмов имеют вид τ(x, y) = const. Отсюда, в свою
очередь, вытекает, что дифференциалы всех инвариантов пропорци-
ональны dτ(x, y), то есть пропорциональны между собой, что можно
записать в виде

dc1 ∧ dc2 = 0, dc1 ∧ dC11 = 0, dc1 ∧ dC12 = 0, dc1 ∧ dC22 = 0, ... .
(2.157)

Итак, если ткань допускает однопараметрическое семейство авто-
морфизмов, то на ней выполняются соотношения (2.157).

Обратно, верно
Предложение 2.18. Если на некоторой ткани выполняются

первые 3 соотношения (2.157), то выполняются и остальные. Такая
ткань допускает однопараметрическое семейство автоморфизмов.

� Из первых трех равенств (2.157) следует пропорциональность
дифференциалов dc1, dc2, dC11, dC12. Из соотношения (2.156) по-
лучаем dC12 = dC21. Далее, подставляя в первое равенство (2.157)
значения dc1 и dc2 из (2.154), получим соотношение на величи-
ны C11,C12,C21,C22, обозначим его R. Продифференцировав его,
получим пропорциональность дифференциалов dC22 и dC11. Таким
образом, дифференциалы инвариантов c1, c2,C11,C12,C21,C22 будут
пропорциональны друг другу.

Но пропорциональность дифференциалов двух функций означает,
что эти функции выражаются одна через другую, или, что более общо,
они обе выражаются через некоторую третью функцию. Таким обра-
зом, полученный результат означает, что перечисленные инварианты
являются функциями некоторой одной функции, обозначим ее τ(x, y).
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Теперь вспомним, что в дифференциальной окрестности следую-
щего, шестого порядка имеется 4 независимых инварианта. Второе и
третье равенства (2.157) дают на эти 4 инварианта 2 соотношения.
Если продифференцировать равенство R, получим еще два. Итак, на
4 инварианта получим 4 соотношения (независимых, вообще говоря),
причем первые 2 из них содержат инварианты предыдущей окрестно-
сти, выражающиеся через τ(x, y). Отсюда следует, что все инварианты
шеcтой дифференциальной окрестности также являются функция-
ми переменной τ(x, y). По индукции получаем, что инварианты всех
следующих дифференциальных окрестностей рассматриваемой ткани
также являются функциями τ(x, y).

Рассмотрим каноническое разложение координатной лупы этой
ткани. Оно имеет вид (1.48), (1.49). Так как коэффициенты канониче-
ского разложения (начиная с членов третьего порядка) определены с
точностью до общего числового множителя, то они могут быть выра-
жены через инварианты ткани, то есть, в конечном счете, через функ-
цию τ(x, y). Поэтому та часть канонического разложения, которая
начинается с членов третьего порядка, есть функция от τ(x, y), то есть
разложение (1.48) имеет вид z = x+ y + g(τ). Это и будет уравнение
ткани, допускающей однопараметрическое семейство автоморфиз-
мов, причем траектории автоморфизма определяются уравнениями
τ = const. Если выбрать локальные координаты так, чтобы траек-
тории автоморфизмов определялись уравнениями x − y = const, то
уравнение ткани примет вид (2.94). �

Следствие. Первые три соотношения (2.157) дают необходимое
и достаточное условие того, что ткань допускает однопараметриче-
ское семейство автоморфизмов. Это условие является инвариантным,
поскольку записано в инвариантной форме. Как видно, найденное
условие лежит в окрестности шестого порядка. Заметим, что вместо
второго и третьего соотношений (2.157) можно взять два других ана-
логичных, например, dc1 ∧ dC21 = 0, dc1 ∧ dC22 = 0.

ЗАДАЧИ

2.1. Докажите теорему 2.3.
2.2. Найдите число независимых абсолютных инвариантов в диф-

ференциальной окрестности порядка n три-ткани.
2.3. Выведите соотношение (2.12).
2.4. Если некоторая ковариантная производная кривизны равна

нулю, то равны нулю и все ковариантные производные от этой произ-
водной.

2.5. У регулярной три-ткани форма ω есть полный дифференциал.
2.6. Выведите формулу (1.14).
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У к а з а н и е : обозначьте ω1 = F1du1, ω2 = F2du2, ω3 = F3du3, где
F1 =

∂F

∂u1
и т.д., и запишете уравнения (2.6), где

ω =
F23

F2F3
F1du1 +

F13

F1F3
F2du2 +

F12

F1F2
F3du3.

Затем продифференцируйте внешним образом форму ω.
2.7. Пользуясь формулой (1.14), найдите кривизну прямолинейной

три-ткани, заданной уравнением (1.34) или (1.34′), см. задачу 1.47.
2.8. Проверьте следующую гипотезу: если две какие-либо ковари-

антные производные (вообще говоря, разных порядков) от кривизны
ткани равны нулю, то и кривизна равна нулю.

У к а з а н и е : сначала рассмотрите случай, когда равны нулю ко-
вариантные производные одного порядка.

2.9. Множество преобразований вида (2.91) при фиксированных α,
β и γ замкнуто относительно композиции.

2.10. Опишите более детально автоморфизмы три-ткани из при-
мера 2, § 2.5, в случае, если m касается Q.

2.11.Ткань, заданная уравнением (2.94), является регулярной то-
гда и только тогда, когда f удовлетворяет дифференциальному урав-
нению

f ′′′(f ′)2 − f ′′′ − 2f ′(f ′′)2 = 0. (2.139)

У к а з а н и е : воспользуйтесь условием Сен-Робера. Покажите, что
решения уравнения (2.139) имеют вид:

z = x+ y +
1
a
ln cosh(a(x− y) + b) + c,

где a, b, c — постоянные. Приведите последнее уравнение подходящим
допустимым преобразованием к виду z = x+ y.

2.12. Докажите, что произвольный пучок прямых с вершиной на
прямой A0A2 на грассмановой ткани GW задается уравнениями

Θi
r+1 + λΘi

0 = 0, dλ+ λ(Θ0
0 −Θr+1

r+1) = 0.

У к а з а н и е : условие неподвижности точки A2 + λA0 имеет вид:

d(A2 + λA0) = Θ2
2(A2 + λA0).

2.13. Выведите уравнения (2.111).
2.14. Если A = (Aα) — автотопия в обратимой лупе Q (см.

зад. 1.14), то автотопиями будут и (IA1I,A3,A2), (A3, IA2I,A1),
(A2, IA3I, IA1I), (IA3,A1, IA2I), (IA2I, IA1I, IA3I).

Докажем, напpимеp, что (IA1I,A3,A2) — автотопия. Из опpе-
деления автотопии (1.18) имеем A1(x

−1) · A2(xy) = A3(y), откуда
(A1(x

−1))−1 = A2(xy) · A−1
3 (y). С дpугой стоpоны, используя опреде-

ление обратимой лупы и свойство 3) из задачи 1.14, находим:

(IA1I)(x)A3(y) = (A1(x
−1))−1A3(y) = (A2(xy) ·A−1

3 (y))A3(y) = A2(xy),
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что и тpебовалось доказать.
2.15. Докажите, что в лупе Муфанг имеются автотопии вида:
а) (Ly,Ry,LyRy);
б) (Ly, IL−1

y I,LyRy), (IR−1
y ,Ry,LyRy),

в) (LyRy,L−1
y ,Ly), (R−1

y ,LyRy,Ry), где, как и выше, I(x) = x−1.
У к а з а н и я . а) следует непосpедственно из тождества Муфанг;

б) следует из задач 1.16; в) следует из задачи 2.15.
2.16. Пользуясь формулами (8) из Приложения 1, найдите условия

на ковариантные производные кривизны ткани, в координатных лу-
пах которой выполняется одно из тождеств, указанных в задаче 1.46.

У к а з а н и е : Примените формулы (8) к соотношениям на коэф-
фициенты разложения (7) из Приложения 1, найденным в задаче 1.46.

2.17. Рассмотрим ткань W , у которой только один из инвариан-
тов c1 и c2 является постоянным, пусть c1 = const. Тогда из (2.154)
получаем C11 = C12 = 0, и из (2.156) следует C21 = −2. Из второго
равенства (2.154) находим

Ω1 = −1
2
(dc2 − C22Ω2). (2.158)

С учетом этого равенства второе уравнение (2.153) принимает вид

dΩ2 = −1
2
c1Ω2 ∧ (−1

2
d c2) = Ω2 ∧ d (−1

4
c1 c2).

Отсюда находим Ω2:

Ω2 = e
−

1
4
c1 c2

d v. (2.159)

С помощью полученных соотношений преобразуем теперь первое
уравнение (2.153):

dΩ1 = −1
2
c2Ω1 ∧ Ω2 = −1

2
c2(−

1
2
(dc2 − C22Ω2)) ∧ Ω2 =

= −1
4
c2e

−
1
4
c1 c2

dc2 ∧ d v = dΘ ∧ d v,

где обозначено

Θ = −(
c2
c1

+
4
c21

) e
−

1
4
c1 c2

. (2.160)

Интегрируя, находим:
Ω1 = −1

2
(Θ d v − v dΘ). (2.161)

Уравнения семейств кривых, образующих рассматриваемую
ткань, имеют вид (2.3) или, в соответствии с обозначениями (2.152),

Ω1 = 0, Ω2 = 0, Ω1 +Ω2 = 0.
Из (2.161) находим уравнение первого семейства: Θ = x v, или
(см. (2.160)),
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x v = −(
c2
c1

+
4
c21

) e
−

1
4
c1 c2

, (2.162)

где постоянная x — параметр первого семейства. Из (2.159) находим
уравнения линий второго семейства:

v = y−1, (2.163)
где постоянная y — параметр второго семейства.

Дифференциальное уравнение третьего семейства имеет вид
Ω1 +Ω2 = 0, или, с учетом обозначений (2.159), (2.161) и (2.160),

2 e
−

1
4
c1 c2

d v − (
c2
c1

+
4
c21

) e
−

1
4
c1 c2

− v(
1
4
c2 e

−
1
4
c1 c2

d c2) = 0.

Проинтегрировав, получим уравнение

zv = c
2c21−4
1

e
−

1
4
c1 c2

(c1c2 + 4 − 2c21)2c
2
1−4

, (2.164)

здесь z — параметр третьего семейства линий ткани W .
Исключив из полученных уравнений семейств локальные коорди-

наты v и c2, получим уравнение ткани в виде
z

y
= f(

x

y
). Доказано

Предложение 2.19. Ткани, на которых один из абсолютных
инвариантов c1 или c2 является постоянным, существуют. Такая
ткань эквивалентна ткани, высекаемой координатными плоскостя-
ми на некоторой конической поверхности, и допускает однопара-
метрическое семейство автоморфизмов вида x→ ax, y → ay, z → az.
В некоторых локальных координатах уравнения семейств этой тка-
ни имеют вид (2.162)–(2.164).

2.18. Разверните равенства (2.157) с помощью уравнений (2.154) и
им аналогичных, и найдите соотношения на инварианты следующих
дифференциальных окрестностей.

2.19. Найдите формулу для кривизны ткани, заданной уравнени-
ями (1.3).

2.20. Запишите соотношения (2.52) и (2.65) с помощью абсолют-
ных инвариантов ткани (см. (2.19)).

2.21. С помощью (2.19) из соотношений (2.70) и (2.73) найдите
абсолютные инварианты рассматриваемой ткани и попробуйте выяс-
нить их геометрический смысл.

2.22. Из теорем 1.32 и 2.14 вытекает следующее предложение:
всякий гомеоморфизм плоскости, переводящий прямолинейную три-
ткань в прямолинейную, есть проективное преобразование.



Гл а в а 3

КРУГОВЫЕ ТРИ-ТКАНИ

Три-ткань, образованную тремя пучками окружностей мы назы-
ваем круговой тканью, или, короче, C-тканью. Круговая ткань, не
является, вообще говоря, регулярной. В 1953 году на одной из сво-
их лекций в Стамбуле Бляшке привел пример регулярной круговой
ткани (пример 6 из § 1.2 — три эллиптических пучка с попарно сов-
падающими вершинами) и предложил найти все классы регулярных
тканей, образованных пучками окружностей. По существу, пишет он
в своей книге [Бл-1], задача сводится к некоторому алгебраическому
уравнению. Но алгебраическое уравнение, о котором говорил Бляшке,
оказалось слишком большой степени и слишком сложным для анали-
за, поэтому указанный им способ решения не позволил решить задачу
полностью. В этой главе мы приводим ее полное решение, основанное
на теореме о границах регулярной три-ткани (§ 1.3).

§ 3.1. Уравнение круговой три-ткани. Границы.
Интерпретация Дарбу

Уравнения пучков окружностей, образующих C-ткань (обозначим
их λi, i = 1, 2, 3), запишем в виде

S11 + u1S12 = 0, S21 + u2S22 = 0, S31 + u3S32 = 0, (3.1)

где Si1 и Si2 — базисные окружности пучка λi, ui — параметр этого
пучка. Например, уравнение базисной окружности Si1 записывается
в виде:

Si1 ≡ ai1(x
2 + y2) + bi1x+ ci1y + di1 = 0.



§ 3.1. Уравнение круговой три-ткани. Границы. Интерпретация Дарбу 109

Исключая из уравнений (3.1) координаты x и y, найдем уравнение
круговой ткани:∣∣∣∣∣ d1 d2 d3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ a1 a2 a3
d1 d2 d3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣ a1 a2 a3
b1 b2 b3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣ = 0.

(3.2)
Здесь

di = di1 + uidi2, ai = ai1 + uiai2, bi = bi1 + uibi2,
ci = ci1 + uici2, i = 1, 2, 3.

Как видно, это уравнение шестой степени, квадратичное по каждому
аргументу.

Пучок окружностей образует слоение на всей плоскости, за ис-
ключением вершин эллиптических и параболических пучков. Поэтому
область определения D круговой ткани есть плоскость без вершин
пучков и граничных кривых Γi, в которых касаются окружности
разных семейств.

Граничные кривые Γi определяются уравнениями (1.4), где, со-
гласно (3.1), ui = −Si1/Si2. Подсчитав определители в (1.4), мож-
но установить (предлагаем читателю сделать самостоятельно), что
каждая из граничных кривых является кривой четвертого порядка
специального вида:

A(x2 + y2)2 +Bx(x2 + y2) + Cy(x2 + y2)+

+Dx2 + Ey2 + Fxy +Gx+Hy + L = 0.

Круговые ткани удобно описывать с помощью отображения Дарбу.
Окружности, заданной уравнением

S ≡ a(x2 + y2) + bx+ cy + d = 0, (3.3)

ставится в соответствие точка с однородными координатами (a, b, c, d)
в проективном пространстве P3. Поскольку радиус окружности (3.3)
вычисляется по формуле

R2 =
b2 + c2 − 4ad

4a2 ,

то точки — окружности нулевого радиуса — изображаются в P3 точка-
ми овальной квадрики b2 + c2 − 4ad = 0, которая называется квадри-
кой Дарбу и обозначается Q. При этом окружности вещественного и
чисто мнимого радиуса изображаются соответственно точками внеш-
ней и внутренней по отношению к квадрике Дарбу области простран-
ства P3; пучки окружностей — прямыми в P3, связки окружностей —
плоскостями. Гиперболические и эллиптические пучки изображают-
ся, соответственно, прямыми, пересекающими и не пересекающими
квадрику Дарбу; параболические пучки — прямыми, касающимися
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квадрики Дарбу; параболические связки окружностей — плоскостя-
ми, касающимися квадрики Дарбу; ортогональные окружности —
точками, сопряженными относительно квадрики Дарбу. Точки, при-
надлежащие окружности C, изображаются точками квадрики Дарбу,
лежащими на пересечении этой квадрики с плоскостью, полярно со-
пряженной образу точки C относительно Q, и т.д.

Три пучка окружностей, образующих круговую три-ткань, изобра-
жаются тремя прямыми (обозначим их ℓi, i = 1, 2, 3), а три окружно-
сти ткани из разных пучков, проходящие через точку p, изображаются
тремя точками прямых ℓi, лежащими в одной и той же касательной
плоскости к квадрике Дарбу в образе точки p.

Замечание. При отображении Дарбу прямые (a = 0) отобража-
ются в точки плоскости a = 0, которая касается квадрики Дарбу в
точке S∞(0, 0, 0, d). У этой точки нет прообраза на плоскости, поэтому
образ плоскости при отображении Дарбу есть Q/S∞. Если дополнить
плоскость новой точкой, в которой, по определению, пересекаются все
прямые, то ее образом и будет точка S∞. Дополненная плоскость бу-
дет уже компактным многообразием, гомеоморфным овальной квад-
рике Дарбу. Она называется конформной плоскостью. Геометрию
окружностей обычно рассматривают на конформной плоскости.

Вернемся к граничным кривым Γi.
Теорема 3.1. Граничная кривая двух пучков является веще-

ственной кривой.
� Пусть оба пучка эллиптические, обозначим вершины одного A

и B, второго C и D. Проведем в первом пучке окружность S через
точки A, B и C. Если точка D находится на окружности S, то тогда
S принадлежит обоим пучкам и является частью граничной кривой.
Пусть теперь точка D не лежит на S. Тогда через нее проходит окруж-
ность S1, которая касается окружности S в точке C (это доказывается
простым построением). Следовательно, точка C принадлежит гранич-
ной кривой. Рассмотрим в первом пучке окружность S′, близкую к S,
и такую чтобы обе точки C и D лежали либо вне, либо внутри S′.
Тогда во втором пучке найдется окружность, которая касается S′.
Аналогичные расcуждения можно провести и для любой из точек A,
B и D. Отсюда вытекает, во-первых, что все 4 точки принадлежат
граничной кривой, а во-вторых, что в их окрестности есть и другие
граничные точки, то есть граничная кривая вещественна.

Предположим, один из пучков эллиптический, второй гиперболи-
ческий. Обозначим через ℓ1 и ℓ2 прямые проективного пространства,
соответствующие этим пучкам в отображении Дарбу. Пусть M — про-
извольная точка прямой ℓ1, проведем через нее пучок касательных к
квадрике Дарбу Q. Так как прямая ℓ2 пересекает Q, то она пересекает
и конус касательных в некоторых точках A и B. Тогда прямые AM
и BM касаются Q, и точки касания есть образы граничных точек, в
которых касаются окружности пучков — прообразы точек A и M , B
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и M . Если двигать точку M по прямой ℓ1, то точки касания будут
описывать образ граничной кривой.

Ясно, что последние рассуждения годятся и для всех остальных
случаев: обе прямые пересекают квадрику Дарбу (оба пучка гипербо-
лические), одна пересекает квадрику, вторая ее касается, обе касаются
квадрики и т.д. �

§ 3.2. Регулярные круговые три-ткани
Разными авторами в разное время были найдены различные клас-

сы регулярных круговых тканей см. библиографию в [Л-10] и [ЛШ-9].
Перечислим их, следуя работе В. Б. Лазаревой [Л-10], где эти классы
описаны также и в терминах интерпретации Дарбу.

Кла с сификация ре гулярных круговых три - ткан ей

Напомним, что пучки окружностей изображаются в простран-
стве P3 прямыми ℓi.

Класс 0. Три пучка окружностей принадлежат одной связке.
(Прямые ℓi принадлежат одной плоскости).

Класс 1.1. Три гиперболических пучка с общей мнимой окружно-
стью. В каждом пучке есть окружность, ортогональная всем окруж-
ностям двух других пучков. (Прямые ℓi проходят через одну точку
внутри квадрики Q и являются ребрами тетраэдра, автополярного
относительно Q).

Класс 1.2. Два эллиптических пучка и один гиперболический с
общей вещественной окружностью. В каждом пучке есть окружность,
ортогональная всем окружностям двух других пучков. (Прямые ℓi,
две из которых не пересекают квадрику Q, а одна пересекает, прохо-
дят через одну точку вне квадрики Q и являются ребрами тетраэдра,
автополярного относительно Q).

Класс 2. Два пучка ортогональны, в каждом из них есть окруж-
ность, принадлежащая третьему пучку. (Прямые ℓ1 и ℓ2 сопряжены
относительно квадрики Дарбу, а прямая ℓ3 их пересекает).

Класс 3. Два ортогональных параболических пучка, а третий —
гиперболический, причем одна из его вершин совпадает с общей вер-
шиной параболических пучков. (Прямые ℓ1 и ℓ2 сопряжены и ка-
саются квадрики Дарбу в точке A, через которую проходит третья
прямая).

Класс 4 (пример Бляшке). Все пучки эллиптические и опре-
деляются парами вершин (A,B), (B,C), (C,A). (Прямые ℓi проходят
через одну точку, а плоскости, содержащие пары этих прямых, каса-
ются квадрики Дарбу).

Класс 5. Два эллиптических пучка определяются точками A,B
и B,C, нулевые окружности третьего — гиперболического — пучка
есть точки A и C. (Прямые ℓ1, ℓ2 и прямая ℓ̃3, сопряженная прямой ℓ3
относительно квадрики Дарбу, пересекаются в одной точке. Плоско-
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сти, определяемые парами прямых ℓ1 и ℓ2, ℓ1 и ℓ̃3, ℓ2 и ℓ̃3, касаются
квадрики Дарбу).

Класс 6.1. Два параболических пучка, не принадлежащих одной
связке, третий пучок эллиптический, причем его вершины совпадают
с вершинами параболических пучков. (Две непересекающиеся прямые
касаются квадрики Дарбу, а третья сопряжена прямой, соединяющей
точки касания).

Класс 6.2. Два параболических пучка, принадлежащие одной
связке, третий пучок эллиптический, причем его вершины совпадают
с вершинами параболических пучков. (Две пересекающиеся прямые
касаются квадрики Дарбу, а третья сопряжена прямой, соединяющей
точки касания).

Класс 7. Эллиптический пучок имеет вершины A и B, точки B
и C служат нулевыми окружностями гиперболического пучка, а тре-
тий — параболический — пучок имеет вершину в точке A. При этом
общая окружность параболического и гиперболического пучков орто-
гональна окружности, проходящей через точки A, B и C. (Прямая ℓ1
лежит в касательной плоскости к квадрике Дарбу, проведенной в точ-
ке пересечения последней с прямой ℓ2. Прямая ℓ3 касается квадрики
Дарбу и пересекает прямые ℓ1 и ℓ2).

Основным результатом наших рассуждений будет
Теорема 3.2. Иных классов регулярных круговых три-тканей,

кроме перечисленных выше, не существует.
Из теоремы 1.8 о границах (§ 1.3) вытекает
Теорема 3.3. Граничными кривыми непараболического типа ре-

гулярной круговой три-ткани могут быть только окружности —
вещественные, мнимые или нулевого радиуса (точки). При этом, ес-
ли граничная окружность Γi не является точкой или общей окруж-
ностью двух пучков, то она принадлежит пучку λi и в ее точках
касаются окружности двух других пучков.

� Действительно, если круговая ткань W является регулярной,
то по теореме 1.8 непараболическая граница Γi должна быть линией
ткани, то есть окружностью, принадлежащей одному из семейств тка-
ни W . Так как граничная кривая Γi есть кривая четвертого порядка,
то это означает, что в случае регулярности она должна распадаться
на две окружности — вещественные, мнимые или нулевого радиуса. В
соответствии с теоремой 1.8 эти окружности могут быть либо общими
окружностями двух пучков ткани, либо они принадлежат одному
из семейств ткани и вдоль них касаются окружности двух других
семейств ткани. �

В связи с этим классификация регулярных круговых три-тканей
непараболического типа сводится к следующей задаче: описать все
такие пары пучков окружностей, для которых граничная кривая Γ,
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образованная точками касания окружностей этих пучков, распадает-
ся на две окружности. 1)

Сначала опишем такие пары пучков окружностей, у которых по
крайней мере одна из компонент граничной кривой Γ вырождается в
точку.

Как и выше, образы пучков окружностей в проективном простран-
стве P3 обозначим ℓ1 и ℓ2. Напомним, что две окружности пучков
касаются друг друга тогда и только тогда, когда соответствующие им
точки M1 и M2 прямых ℓ1 и ℓ2 лежат на прямой, касающейся квадрики
Дарбу Q. Очевидно, что при общем расположении прямых ℓ1 и ℓ2 для
каждой точки M1 прямой ℓ1, не пересекающей Q, можно найти две
соответствующие ей точки M2 и M ′

2 на ℓ2: надо пересечь квадрику Q
плоскостью [M1ℓ2] и к полученной в пересечении конике провести
касательные из точки M1. При движении точки M1 по прямой ℓ1
точки касания прямых M1M2 и M1M

′
2 с квадрикой Q будут описывать

две части кривой γ, которая является образом граничной кривой Γ
при отображении Дарбу. Обозначим эти части γ′ и γ′′, а их прообразы
— Γ′ и Γ′′. Эти части не изолированы, они имеют общие точки там,
где прямые M1M2 и M1M

′
2 совпадают — это будут точки касания

квадрики Q и плоскостей, проходящих через прямую ℓ2.
Рассмотрим частный случай, который будет встречаться неодно-

кратно: оба пучка окружностей принадлежат одной связке окружно-
стей.

Лемма 3.1. Если два пучка окружностей принадлежат одной
связке (имеют общую окружность), то их граничная кривая рас-
падается на две ортогональные окружности: общую окружность
пучков и окружность, ортогональную всем окружностям связки.

� Пусть прямые ℓ1 и ℓ2 лежат в плоскости π, которая является
образом связки в проективном пространстве. Полюс Π плоскости π
относительно квадрики Дарбу есть образ окружности (обозначим ее
также Π), которая ортогональна всем окружностям связки, а следова-
тельно, и окружностям обоих пучков. Прямые ℓ1 и ℓ2 пересекаются в
некоторой точке S0, которая является образом общей окружности S0
двух пучков.

Теперь заметим, что через точку S0 проходит пучок касательных
к квадрике Дарбу, пересекающих обе прямые ℓ1 и ℓ2. Следовательно,
окружность S0 входит в граничную кривую.

1) Заметим, что граничные кривые круговой ткани (не используя сам
термин «граничные кривые») рассматривала еще В. Лазарева в своей
диссертации «Три-ткани на поверхностях в триаксиальном пространстве»
(1984 год). В частности, она отметила, что граничная кривая двух пучков,
принадлежащих одной связке, распадается на две окружности. Однако,
ввиду отсутствия теоремы 1.8, она не использовала указанное свойство
граничных кривых для классификации регулярных круговых тканей.
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Далее, плоскость π пересекает квадрику Дарбу по конике, все
касательные к которой также пересекают обе прямые ℓ1 и ℓ2. Но
точки этой коники изображают в проективном пространстве точки
окружности Π. Следовательно, и она принадлежит граничной кривой
пучков. �

Вернемся теперь к общей ситуации (пучки окружностей не при-
надлежат одной связке) и допустим, что одна из компонент граничной
кривой Γ, например, Γ′, вырождается в точку. Тогда ее образ γ′ в
проективном пространстве есть точка, лежащая на квадрике Дарбу
Q, причем, согласно определению граничной кривой, все касательные
к квадрике Q в точке γ′ должны пересекать прямые ℓ1 и ℓ2. Очевидно,
возможны только 3 случая расположения этих прямых: обе прямые
лежат в касательной плоскости Tγ′ к Q; одна из них, например, ℓ1,
лежит в Tγ′ , а ℓ2 проходит через γ′, но не лежит, вообще говоря,
в плоскости Tγ′ ; обе прямые пересекают Q в точке γ′, но не лежат,
вообще говоря, в плоскости Tγ′ .

В первом и третьем случаях прямые лежат в одной плоскости
и можно применить лемму 3.1. В первом случае граничная кривая
распадается на общую окружность пучков и лежащую на ней точку —
прообраз Γ′ точки касания γ′. В этом случае оба пучка окружностей
принадлежат одной параболической связке окружностей с верши-
ной Γ′.

В третьем случае (обе прямые пересекают квадрику Дарбу в точ-
ке γ′) граничная кривая распадается на окружность Π — прообраз
полюса Π плоскости π, в которой лежат прямые, и лежащую на ней
точку Γ′ — общую нулевую окружность пучков.

Во втором случае, когда прямая ℓ2 не касается квадрики Q в
точке γ′, возможны 2 варианта:

(а) прямая ℓ1 лежит в касательной плоскости Tg к квадрике Q,
где g — вторая точка пересечения прямой ℓ2 и квадрики Q;

(б) прямая ℓ1 не лежит в касательной плоскости Tg.
В случае (а) прямые ℓ1 и ℓ2 являются полярно сопряженными

относительно квадрики Дарбу Q, а граничная кривая вырождается в
пару точек — прообразы точек γ′′ и g.

Исследуем кривую γ′′ в случае (б). Обозначим γ′ = A3, g = A4,
тогда ℓ2 = A3A4. Касательная плоскость к квадрике Q в точке g
пересекает прямую ℓ1 в некоторой точке, обозначим ее A1. По опреде-
лению точка A1 полярно сопряжена точкам A3 и A4 относительно Q.
Обозначим далее через A2 точку прямой ℓ1, полярно сопряженную
точке A1, и найдем в репере Ai, i = 1, 2, 3, 4, уравнение, определяющее
кривую γ′′.

Пусть квадрика Дарбу задается в выбранном репере уравнением

gijx
ixj = 0. (3.4)

Соответствующую билинейную симметричную форму gijx
iyj обозна-

чим, как обычно, (AB), где A(xi), B(yj). Тогда gij = (AiAj) и в силу
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выбора репера

g33 = g44 = 0, g12 = 0, g13 = g14 = 0, g23 = 0, (3.5)

так что уравнение квадрики Q имеет вид

g11(x
1)2 + g22(x

2)2 + 2g24x
2x4 + 2g34x

3x4 = 0. (3.6)

Пусть M1 = A1 + uA2 — произвольная точка прямой ℓ1 и
M2 = A3 + vA4 — произвольная точка прямой ℓ2, отличная от
точки A3 (v ̸= 0). Предположим, что прямая M1M2 касается
квадрики Q в точке M = M1 + tM2 = A1 + uA2 + t(A3 + vA4). Тогда
точка M полярно сопряжена точкам M1 и M2, что дает соотношения

g11 + g22u
2 + g24tuv = 0, g24uv + 2g34tv = 0. (3.7)

Исключая t, получим соотношение

g24
2u2v − 2g34(g11 + g22u

2) = 0. (3.8)

Уравнение (3.8) определяет соответствие между прямыми ℓ1 и ℓ2,
обозначим его через Φ. Прямые, соединяющие соответствующие точки
M1 = A1 + uA2 и M2 = A3 + vA4, касаются квадрики Дарбу вдоль
кривой γ′′, которая и является образом кривой Γ′′. Текущая точка
кривой γ′′ имеет вид M = A1 + uA2 + t(A3 + vA4), причем параметр t
находим из второго уравнения (3.7):

t = −g24u

2g34
. (3.9)

Проверим, что кривая Γ′′ является окружностью. Поскольку при
отображении Дарбу образом окружности является точка, то доста-
точно показать, что в P3 существует точка (обозначим ее также Γ′′),
полярно сопряженная всем точкам кривой γ′′ относительно квадрики
Дарбу. Обозначим координаты точки Γ′′ через xi, тогда условие со-
пряженности (Γ′′,M) = 0 с учетом (3.9) имеет вид

2g34(g11x
1 + g22ux

2 + g24ux
4)− g24u(g24vx

2 + g34x
4 + g34vx

3) = 0.
(3.10)

Это соотношение должно выполняться для всех точек кривой, то есть
при любых u и v. С другой стороны, (а) g34 ̸= 0, так как прямая ℓ2
пересекает квадрику Дарбу и точки A3 и A4 различны; (б) g11 ̸= 0, так
как точка A1 сопряжена точкам A3 и A4 и поэтому не может лежать
на квадрике; (в) g24 ̸= 0, иначе прямые ℓ1 и ℓ2 сопряжены, этот случай
рассмотрен выше. С учетом сделанных замечаний из (3.10) получаем
соотношения

x1 = 0, 2g22x
2 + g24x

4 = 0, g24x
2 + g34x

3 = 0,

из которых находим искомую точку Γ′′:

Γ′′ = g24g34A2 − g24
2A3 − 2g22g34A4. (3.11)
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Непосредственно проверяется, что (Γ′′,A1) = 0, (Γ′′,A4) = 0, то есть
точка Γ′′ полярно сопряжена точкам A1 и A4. Однако эти два свой-
ства еще не вполне определяют положение точки Γ′′. Покажем, что
прямая A2Γ

′′ касается квадрики Дарбу. Произвольная точка P этой
прямой записывается в виде P = tA2 + g24

2A3 + 2g22g34A4. Если P
принадлежит Q, то ее координаты удовлетворяют уравнению (3.6),
что дает соотношение

g22t
2 + 4g24g34g22t+ 4g24

2g34
2g22 = 0.

Это уравнение имеет двойной корень t = −2g24g34, следовательно,

Q

A1

A2

A3

A4

P

l2
l1

Γ
00

Рис. 36.

прямая A2Γ
′′ касается квадрики

Дарбу в точке P = −2g24g34A2 +
+ g24

2A3 + 2g22g34A4. Иными сло-
вами, Γ′′ есть точка пересечения
двух касательных к квадрике Дар-
бу, лежащих в плоскости [A2A3A4]:
одна касательная проведена в точ-
ке A4, другая проведена из точ-
ки A2 (рис. 36).

По-другому можно сказать, что
точка Γ′′ принадлежит трем плос-
костям: касательной плоскости к
квадрике Дарбу, проходящей через
прямую ℓ1; плоскости [A2A3A4], со-
пряженной точке A1 — единствен-
ной точке, лежащей на прямой ℓ1
и сопряженной прямой ℓ2; одной
из двух касательных плоскостей
к квадрике Дарбу, проведенных в
точках ее пересечения с прямой ℓ2,
а именно той, которая не содержит

точки A1. Заметим также, что точка P есть точка касания квадрики
Дарбу с плоcкостью, проходящей через прямую ℓ1. Резюмирует вы-
шесказанное

Лемма 3.2. Граничная кривая Γ двух пучков окружностей
(а) вырождается в окружность и лежащую на ней точку в слу-

чае, когда оба пучка либо принадлежат одной параболической связке
окружностей, либо принадлежат одной гиперболической связке и
имеют общую нулевую окружность (прямые ℓ1 и ℓ2, изображающие
пучки, лежат либо в одной и той же касательной плоскости к
квадрике Дарбу, либо пересекаются на квадрике Дарбу);

(б) вырождается в две точки — вершины эллиптического пуч-
ка тогда и только тогда, когда пучки окружностей ортогональны
(прямые ℓ1 и ℓ2, изображающие пучки, сопряжены относительно
квадрики Дарбу);
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(в) вырождается в точку Γ′ и не проходящую через нее окруж-
ность Γ′′ тогда и только тогда, когда один пучок эллиптический,
другой гиперболический, и точка Γ′ является вершиной первого пуч-
ка и нулевой окружностью второго (прямая ℓ2, изображающая ги-
перболический пучок, пересекает квадрику Дарбу Q в двух точках,
одна из которых есть образ Γ′, а прямая ℓ1, изображающая другой
пучок, лежит в касательной плоскости к Q в точке γ′). При этом
окружность Γ′′

1) проходит через другую нулевую окружность гиперболического
пучка, отличную от Γ′;

2) ортогональна той окружности эллиптического пучка, кото-
рая ортогональна всем окружностям гиперболического пучка;

3) проходит через вторую вершину эллиптического пучка, от-
личную от Γ′.

§ 3.3. Пары пучков окружностей, для которых
граничная кривая Γ распадается

В этом параграфе мы найдем все такие пары пучков окружностей,
не принадлежащих одной связке, для которых граничная кривая Γ
распадается.

Два пучка, не принадлежащие одной связке, изображаются в про-
ективном пространстве скрещивающимися прямыми ℓ1 и ℓ2, вообще
говоря, не сопряженными относительно квадрики Дарбу (в случае
сопряженности получаем случай (б) леммы 3.2).

Пусть одна из компонент кривой Γ, например Γ′′, является окруж-
ностью. Тогда в P3 она изображается точкой (обозначим ее также Γ′′),
а ее точки изображаются линией пересечения квадрики Дарбу с плос-
костью, сопряженной точке Γ′′ (эту конику обозначим γ′′, как и выше).

Покажем, что если точка Γ′′ лежит на какой-либо из прямых ℓ1
и ℓ2, то получается либо расположение прямых, описанное в пп. (а) и
(в) леммы 3.2, либо прямые ℓ1 и ℓ2 пересекаются в точке Γ′′.

Действительно, пусть точка Γ′′ лежит, например, на ℓ1. Тогда
легко указать все прямые, касающиеся квадрики Дарбу Q в точках
граничной кривой γ′′ и пересекающие прямую ℓ1. Это, во-первых,
касательные к квадрике, проведенные из точки Γ′′, а во-вторых, пучки
касательных к Q в точках A и B, в которых квадрики Q касают-
ся плоскости, содержащие прямую ℓ1. Прямая ℓ2 может пересекать
континуум этих касательных в том и только в том случае, если она
либо проходит через точку Γ′′, либо лежит в одной из указанных
касательных плоскостей (случай (а) леммы 3.2), либо проходит по
крайней мере через одну из точек A и B (случай (в) леммы 3.2).

Итак, будем считать, что точка Γ′′ не лежит ни на одной из
прямых ℓ1 и ℓ2. Тогда через нее проходит единственная прямая,
пересекающая прямые ℓ1 и ℓ2. Поместим в точки пересечения
вершины репера A1 и A3 соответственно. Далее, точку A2 поместим
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на ℓ1 и выберем ее полярно сопряженной точке A1 относительно Q.
Аналогично, точку A4 поместим на ℓ2 и выберем ее полярно
сопряженной точке A3. Кроме того, нормируем репер так, чтобы
Γ′′ = A1 +A3. В выбранном репере ℓ1 = A1A2, ℓ2 = A3A4, а уравнение
квадрики Дарбу имеет вид
g11(x

1)2 + g22(x
2)2 + g33(x

3)2 + g44(x
4)2+

+ 2g13x
1x3 + 2g14x

1x4 + 2g23x
2x3 + 2g24x

2x4 = 0. (3.12)

В дальнейшем нам понадобится определитель ∆ матрицы (gij):
∆ = g44(g11g22g33 − g11g23

2 − g22g13
2)−

− g33(g11g24
2 + g22g14

2) + (g13g24 − g14g23)
2 =

= g44(g11g22g33 − g11g23
2 − g22g13

2) + g13
2(g24

2 − g22g44)+

+ g14
2(g23

2 − g22g33)− 2g13g14g23g24. (3.13)

Так как квадрика Дарбу овальная, то ∆ ̸= 0.
Найдем уравнение соответствия Φ в выбранном репере (напомним,

что это точечное соответствие между прямыми ℓ1 и ℓ2, которое уста-
навливается касательными к квадрике Дарбу). Пусть, как и выше,
M1 = A1 + uA2 — произвольная точка прямой ℓ1 и M2 = A3 + vA4 —
произвольная точка прямой ℓ2. Предположим, прямая M1M2 касается
квадрики Q в точке M = M1 + tM2 = A1 + uA2 + t(A3 + vA4). Тогда
точка M полярно сопряжена точкам M1 и M2 относительно квадри-
ки Q:

(MM1) = 0, (MM2) = 0. (3.14)

Развертывая эти равенства и исключая из них t, получим уравнение
соответствия Φ:

(g11 + g22u
2)(g33 + g44v

2)− (g13 + g14v + g23u+ g24uv)
2 = 0. (3.15)

Из (3.14) находим параметр точки касания:

t = −g13 + g14v + g23u+ g24uv

g33 + g44v2 . (3.16)

С другой стороны, если точка M лежит на компоненте γ′′, то она
полярно сопряжена точке Γ′′, что с учетом (3.16) дает соотношение
(g11 + g13 + g23u)(g33 + g44v

2)−
− (g13 + g33 + g14v)(g13 + g14v + g23u+ g24uv) = 0. (3.17)

Мы рассматриваем случай, когда кривая Γ распадается. Это озна-
чает, что система уравнений (3.15), (3.17) имеет ∞1 решений. Поэтому
левая часть уравнения (3.15) должна распадаться на две компоненты,
причем хотя бы для одной из них соотношение (3.17) должно обра-
щаться в тождество. Это означает, что уравнение (3.17) также распа-
дается, причем содержит ту же компоненту, что и уравнение (3.15).
Возможны следующие варианты: уравнение (3.17) удовлетворяется
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тождественно; уравнения (3.15) и (3.17) распадаются и имеют общую
компоненту. Рассмотрим все варианты последовательно.

I. Все коэффициенты уравнения (3.17) равны нулю:

(1) g13g23 = 0, (2) g11g33 − g13
2 = 0,

(3) g14(2g13 + g33) = 0, (4) g13g24 + g14g23 + g24g33 = 0,
(5) g11g44 − g14

2 + g44g13 = 0, (6) g23g44 − g14g24 = 0.
(3.18)

Случай 0: g13 = 0 и g23 = 0. Из второго, третьего и четвертого
уравнений (3.18) находим, что либо g33 = 0, либо g11 = g14 = g24 = 0.
Как видно из (3.13), в обоих случаях ∆ = 0, что невозможно.

Случай 1: g13 = 0, g23 ̸= 0. Из второго уравнения (3.18) получаем
g11g33 = 0. Рассмотрим два подслучая.

Подслучай 1а: g33 = 0. Так как g23 ̸= 0, из четвертого соотноше-
ния (3.18) получаем g14 = 0. Но тогда из пятого равенства (3.18) в
силу того же неравенства g23 ̸= 0 находим, что g44 = 0. Три равенства
g33 = 0, g34 = 0, g44 = 0 вместе означают, что любая точка пря-
мой A3A4 лежит на квадрике Q. Но это невозможно, так как квадрика
Дарбу является овальной.

Подслучай 1б: g11 = 0. Из пятого равенства (3.18) находим, что
g14 = 0, то есть все коэффициенты g1i равны нулю и, следовательно,
∆ = 0.

Случай 2: g23 = 0, g13 ̸= 0. Из шестого равенства (3.18) находим,
что g14g24 = 0.

Подслучай 2а: g14 = 0. В этом случае соотношения (3.18) сведутся
к следующим: g11g33 − g13

2 = 0, g24(g13 + g33) = 0, g44(g11 + g13) = 0.
Если g24 = g44 = 0, то все коэффициенты g4i равны нулю и, следо-

вательно, ∆ = 0.
Если хотя бы один из коэффициентов g24, g44 не равен нулю, то

получаем решение g13 + g33 = 0, g11 + g13 = 0. В этом случае коор-
динаты точки Γ′′(1, 0, 1, 0) будут удовлетворять уравнению квадрики
Дарбу. Следовательно, ей соответствует окружность нулевого радиуса
(точка), и мы приходим к ситуации, рассмотренной в предыдущем
параграфе, когда одна из компонент граничной кривой вырождается
в точку.

Подслучай 2б: g24 = 0, g14 ̸= 0. В этом случае соотношения (3.18)
сведутся к следующим:

g33 = 4g11, g13 = −2g11, g14 = ag11, g44 = −a2g11, (3.19)

где a — ненулевая постоянная. В этом случае ∆ ̸= 0, и мы получаем
нетривиальное решение системы (3.18).

Покажем, что в случае (3.19) получается расположение прямых,
описанное в п. в) леммы 3.2. Найдем точки пересечения прямой
ℓ2 = A3A4 с квадрикой Дарбу. В силу соотношений (3.19) уравнение
последней примет вид

g22(x
2)2 + g11

(
(x1)2 + 4(x3)2 − a2(x4)2 − 4x1x3 + 2ax1x4) = 0. (3.20)
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Подставляя сюда x1 = x2 = 0 (уравнения прямой ℓ2 = A3A4), найдем
координаты точек пересечения: K1(0, 0, a, 2) и K2(0, 0, a,−2).

Теперь найдем уравнения касательных плоскостей к квадрике
Дарбу в этих точках (обозначим их T1 и T2 соответственно). Пусть
M(xi) — текущая точка касательной плоскости T1, тогда она сопря-
жена точке K1(0, 0, a, 2) относительно квадрики Дарбу и выполня-
ется равенство (K1,M) = 0. В силу (3.20) это уравнение имеет вид
2x3 − ax4 = 0. Аналогично находим уравнение касательной плоско-
сти T2: 2x1 − 2x3 − ax4 = 0.

Как видно, касательная плоскость T1 содержит прямую ℓ1 = A1A2,
а касательная плоскость T2 пересекает прямую A1A3 в точке
Γ′′ = A1 + A3, то есть в той самой точке, которая является полюсом
граничной окружности.

Итак, с точностью до обозначений и выбора репера геометриче-
ское расположение прямых ℓ1 и ℓ2 оказалось таким же самым, как и
случае (в) леммы 3.2.

II. Уравнения (3.15) и (3.17) распадаются и имеют общую компо-
ненту.

IIа. Пусть уравнение (3.15) распадается на две компоненты вида
auv + ux + cv + d = 0. Как известно, дробно-линейное соответствие
между прямыми является проективным, а прямые, соединяющие со-
ответствующие точки двух прямых ℓ1 и ℓ2, находящихся в проектив-
ном соответствии, образуют демиквадрику — одно из семейств линей-
чатой поверхности второго порядка (обозначим последнюю через K).
При этом сами прямые ℓ1 и ℓ2 входят во второе семейство образующих
квадрики K.

Напомним, что по условию задачи образующие квадрики K ка-
саются квадрики Дарбу Q. Отсюда следует, во-первых, что сама
квадрика K касается Q, а во-вторых, что прямые ℓ1 и ℓ2 касаются
квадрики Q. Но если две квадрики касаются друг друга, то линия
касания является кривой второго порядка.

Перечисленные свойства еще не полностью характеризуют рас-
сматриваемое решение. Дадим его полное описание. Рассмотрим ев-
клидову модель проективного пространства, в которой квадрика Дар-
бу Q является сферой. Тогда квадрика K является однополостным
гиперболоидом вращения и касается сферы Q вдоль некоторой окруж-
ности. Но в силу симметрии все прямолинейные образующие гипер-
болоида вращения из одного семейства образуют одинаковый угол
с плоскостью этой окружности. Поэтому рассматриваемое решение
строится следующим образом. Проводим через точки касания пря-
мых ℓ1 и ℓ2 со сферой плоскость, которая образует с этими прямыми
одинаковый угол. Таких плоскостей две, причем они ортогональны.
Каждая из них пересекает сферу по окружности, обозначим послед-
ние γ′ и γ′′. Эти кривые и будут образами коник Γ′ и Γ′′, на которые
распадается граничная кривая Γ.
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Чтобы построить квадрику K, нужно взять на одной из указанных
окружностей произвольную точку и провести через нее еще одну
касательную прямую к сфере под тем же углом к плоскости окруж-
ности γ′ (или γ′′). Совокупность трансверсалей к трем полученным
прямым и образует квадрику K. Если эту конструкцию подвергнуть
произвольному проективному преобразованию, то получится решение
наиболее общего вида.

В рассматриваемом случае прямые ℓ1 и ℓ2, поскольку они касаются
квадрики Дарбу, изображают параболические пучки окружностей.
При этом, в силу вышесказанного, все окружности обоих пучков об-
разуют один и тот же угол с окружностями γ′ и γ′′. Покажем, как
найти эти окружности, если пучки заданы.

Пусть один параболический пучок задается базисной окружно-
стью B1 и точкой A1 на ней — вершиной пучка, в которой каса-
ются друг друга все окружности пучка; другой — окружностью B2
и вершиной A2. Проведем касательные к базисным окружностям в
вершинах пучка и построим биссектрисы угла, образованного этими
касательными. Точка пересечения биссектрис со серединным перпен-
дикуляром к отрезку A1A2 и даст центры искомых окружностей.

В рассматриваемом случае уравнение (3.17), естественно, выпол-
няется тождественно.

IIб. Допустим, левая часть уравнения (3.15) распадается на линей-
ную компоненту и левую часть уравнения (3.17). Выпишем коэффи-
циенты этих уравнений. Для уравнения (3.15):

a22 = g22g44 − g24
2, a21 = −2g23g34, a12 = −2g14g24,

a11 = −2g14g23 − 2g13g24, a20 = g22g33 − g23
2, a02 = g11g44 − g14

2,
a10 = −2g13g23, a01 = −2g13g14, a = g11g33 − g13

2.
(3.21)

Для уравнения (3.17):

b12 = g23g44 − g14g24, b11 = −g13g24 − g33g24 − g14g23,
b02 = g11g44 + g13g44 − g14

2, b10 = −g13g23,
b01 = −2g13g14 − g33g14, b = g11g33 − g13

2.
(3.22)

Поскольку уравнение (3.15) степени 2, а уравнение (3.17) — сте-
пени 1 относительно u, то искомый линейный множитель имеет вид
cu + d. Умножив на него левую часть уравнения (3.15), мы должны
получить левую часть уравнения (3.17). Приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях, найдем, прежде всего (так как a = b), что
d = 1. Остальные равенства примут следующий вид:

a02 = b02, a01 = b01, a22 = b12c, a21 = b11c,
a20 = b10c, a12 = b02c+ b12, a11 = b01c+ b11, a10 = bc+ b01.

(3.23)
Из первых двух уравнений системы (3.23) в силу обозначе-

ний (3.21) и (3.22) находим: g13g44 = 0, g14g33 = 0.
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Случай g33 = g44 = 0, как было сказано выше, невозможен (по-
скольку еще выполняется равенство g34 = 0, то получается, что квад-
рика Дарбу имеет прямолинейную образующую A3A4).

Если g13 = g33 = 0, то из уравнений (3.21) находим, что b10 = 0,
тогда из (3.23) получаем a20 = 0 и g23 = 0. Таким образом, все g3i = 0,
что невозможно.

Если g13 = g14 = 0, то из уравнений (3.21) и (3.22) находим, что
a11 = 0, b10 = 0, b01 = 0. Тогда из (3.23) следует a20 = g22g33 − g23

2 = 0
и b11 = −g24g33 = 0. Если g24 = 0, то ∆ = 0. Если g33 = 0, то из
предыдущего равенства получаем g23 = 0. Но тогда все g3i = 0, то есть
опять ∆ = 0.

Если g14 = g44 = 0, то из уравнений (3.22), (3.21) и (3.23) последо-
вательно находим b12 = 0, a22 = 0, g24 = 0. Итак, все g4i = 0 и ∆ = 0.

IIв. Допустим, что оба уравнения (3.15) и (3.17) имеют одинаковую
линейную компоненту. Вид левой части уравнения (3.17) показывает,
что эта линейная компонента не может содержать обе переменные u
и v. Пусть, например, она содержит только u, а ее корень обозна-
чим u0. Таким образом, уравнение (3.15) удовлетворяется при u = u0
и при любом v. Геометрически это означает, что любая прямая, про-
ходящая через точку M0 = A1 + u0A2 прямой ℓ1 и произвольную
точку прямой ℓ2, касается квадрики Дарбу. Это может быть, как
уже отмечалось, только в случае, когда точка M0 лежит на квадрике
Дарбу, а прямая ℓ2 лежит в касательной плоскости T к этой квадрике
в точке M0. В этом случае одна из компонент кривой γ вырождается
в точку M0, и мы приходим к ситуации, описанной в предыдущем
параграфе.

Ясно, что то же самое мы получим, если левая часть уравне-
ния (3.15) содержит линейную компоненту, зависящую только от v
или разлагается на два квадратичных множителя, каждый из кото-
рых зависит только от одной из переменных.

Результаты этого и предыдущего параграфов объединяет следую-
щее утверждение.

Теорема 3.4. Если граничная кривая двух пучков окружностей Γ
распадается, то только на точки и окружности (в том числе, и
мнимые), причем возможны только следующие варианты.

(1) Оба пучка принадлежат одной эллиптической связке
(соответствующие им прямые в P3 лежат в одной плоскости π, не
пересекающей квадрику Дарбу). В этом случае кривая Γ распадается
на две ортогональные окружности: общую окружность пучков, и
мнимую окружность, изображаемую полюсом плоскости π.

(2) Оба пучка принадлежат одной параболический связке
(соответствующие прямые в P3 лежат в одной плоскости π,
касающейся квадрики Дарбу в точке Π). В этом случае граничная
кривая Γ распадается на точку Π — вершину параболической связки
и проходящую через нее общую окружность пучков.
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(3) Оба пучка принадлежат одной гиперболической связке
(соответствующие прямые в P3 лежат в одной плоскости π,
пересекающей квадрику Дарбу). В этом случае граничная кривая
Γ распадается на две ортогональные окружности, одна одна из
которых (вещественная) соответствует полюсу Π плоскости π,
а другая (она может быть вещественной, мнимой или нулевого
радиуса) есть общая окружность пучков.

(4) Пучки, один из которых эллиптический, а второй — гипер-
болический, ортогональны (соответствующие прямые в P3 полярно
сопряжены относительно квадрики Дарбу). В этом случае гранич-
ная кривая вырождается в две точки — вершины эллиптического
пучка.

(5) Один из пучков гиперболический, одна из его нулевых окруж-
ностей является вершиной другого — эллиптического — пучка (в P3

одна из прямых лежит в касательной плоскости к квадрике Дарбу в
точке γ′ пересечения ее с другой прямой). В этом случае граничная
кривая распадается на точку γ′ и окружность, которая а) прохо-
дит через другую вершину гиперболического пучка; б) ортогональна
той окружности эллиптического пучка, которая ортогональна всем
окружностям гиперболического пучка; в) проходит через вторую
вершину эллиптического пучка.

(6) Оба пучка параболические (в P3 обе прямые касаются квадрики
Дарбу). В этом случае граничная кривая распадается на две ортого-
нальные окружности, каждая из которых проходит через вершины
пучков и пересекает окружности обоих пучков под одним и тем же
углом.

Заметим, что возможны только три случая расположения пучков,
при которых изображающие их прямые в проективном пространстве
не пересекаются, — это случаи (4), (5) и (6). В дальнейшем для
краткости будем говорить «прямые находятся в положении (4)» и т. п.

§ 3.4. Классификация регулярных круговых
три-тканей параболического типа

Круговые три-ткани с границей параболического типа будем назы-
вать тканями параболического типа. Согласно определению границы,
ткани параболического типа характеризуются тем, что граничные
кривые, соответствующие трем парам семейств кривых, образующих
ткань, имеют общую гладкую компоненту Γ′. В случае круговой ткани
каждой точке этой компоненты отвечает в проективном простран-
стве общая трансверсаль прямых ℓi, i = 1, 2, 3, касающаяся квадрики
Дарбу. При этом точки прямых ℓi, лежащие на одной трансверсали,
есть образы трех окружностей, касающихся друг друга в одной точке.
Всей компоненте Γ′ соответствует, таким образом, семейство общих
трансверсалей прямых ℓi.
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Из геометрических соображений понятно, что при произвольном
расположении прямых ℓi относительно квадрики Q, то есть в случае
круговой ткани общего вида, существуют конечное число трансвер-
салей этих прямых, которые касаются квадрики Q, (по-видимому,
не более двух). У тканей параболического типа таких трансверсалей
должен быть континуум.

Возможны следующие случаи.
(а) Прямые ℓi лежат в одной плоскости π (пучки окружностей

принадлежат одной связке). В этом случае каждая касательная к
квадрике Дарбу Q, лежащая в плоскости π, пересекает все прямые ℓi.
Следовательно, общая компонента граничных кривых Γi есть окруж-
ность, которая изображается в проективном пространстве линией пе-
ресечения плоскости π с квадрикой Дарбу Q. Она будет мнимой, если
плоскость π не пересекает Q, и точкой, если плоскость π касается Q.
Другие компоненты граничных кривых есть общие окружности пуч-
ков, они изображаются в проективном пространстве точками пересе-
чения прямых ℓi (или соответствующими сечениями квадрики Дарбу
плоскостями, полярно сопряженными этим точкам).

(б) Прямые ℓ1 и ℓ3 лежат в плоскости π, касающейся квадрики
Дарбу в некоторой точке γ′, а ℓ2 проходит через эту точку, но не лежит
в плоскости π. В этом случае множество трансверсалей состоит из
пучка касательных к квадрике Дарбу в точке γ′ и еще одной прямой,
проходящей через точку пересечения прямых ℓ1 и ℓ3. Таким образом,
общая компонента граничных кривых есть окружность нулевого ра-
диуса — точка γ′. Другие компоненты граничных кривых (точнее, их
образы в проективном пространстве): для прямых ℓ1 и ℓ3 — точка их
пересечения, для каждой из пар прямых ℓ1 и ℓ2, ℓ3 и ℓ2 — точка Γ′′

(рис. 36).
Заметим, что в случае, когда две из трех прямых ℓi лежат в

плоскости π, не касающейся квадрики Дарбу, а третья не лежит в
плоскости π, прямые ℓi имеют не более двух общих трансверсалей.

(в) Прямые ℓi находятся в общем положении, то есть попарно
скрещиваются. В этом случае множество трансверсалей представляет
собой демиквадрику — семейство прямолинейных образующих неко-
торой линейчатой поверхности второго порядка, обозначим ее, как и
выше, через K. Квадрики K и Q касаются вдоль некоторой коники S0,
прямые ℓi входят во второе семейство образующих квадрики K и
также касаются квадрики Дарбу Q в некоторых точках (обозначим их
соответственно A, B и C), лежащих на конике S0. При этом граничная
кривая, например, первых двух пучков есть пара окружностей: S0
и ортогональная ей окружность S3, проходящая через точки A и B;
аналогично, для других пар пучков граничными кривыми будут пары
окружностей S0 и S1, S0 и S2. Таким образом, окружность S0 есть
общая компонента граничных кривых.

(г) Прямые ℓi имеют общую точку S0. Тогда через S0 проходит
конус касательных к квадрике Q, пересекающих прямые ℓi (мнимый,
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если точка S0 находится внутри Q, и пучок, если S0 лежит на Q).
Поэтому общая компонента граничных кривых есть окружность —
прообраз точки S0. Другие компоненты граничных кривых соответ-
ствуют линиям пересечения квадрики Q с плоскостями, содержащими
пары прямых ℓi.

Теперь в каждом из перечисленных классов мы должны указать
подкласс регулярных тканей.

В случае (а) ткань всегда является регулярной (класс 0 по клас-
сификации Лазаревой, см. выше).

Покажем, что в случае (в) ткань регулярной быть не может. Со-
гласно теореме о границах, граничная окружность S3 должна при-
надлежать третьему пучку, изображаемому прямой ℓ3. Следователь-
но, полюс P3 окружности S3 относительно квадрики Дарбу должен
лежать на прямой ℓ3, а поскольку прямая ℓ3 целиком лежит на ли-
нейчатой квадрике K, то и P3 ∈ K. С другой стороны, поскольку
окружность S3 проходит через точки A и B, полюс P3 лежит на
прямой, полярно сопряженной прямой AB, то есть на пересечении
касательных плоскостей TA и TB к квадрике Дарбу Q в точках A и B.
Но, так как квадрики K и Q касаются вдоль коники S0, на которой
лежат точки A и B, то касательные плоскости TA и TB к квадрике
Дарбу являются также и касательными плоскостями к линейчатой
квадрике K. А касательная плоскость к линейчатой квадрике, со-
держит образующие, проходящие через точку касания. Таким обра-
зом, плоскость TA содержит прямую ℓ1, проходящую через точку A,
и некоторую другую образующую (обозначим ее m1), проходящую
через эту точку. Аналогично, плоскость TB содержит прямые ℓ2 и
m2, проходящие через точку B. Отсюда вытекает, что касательные
плоскости TA и TB содержат две общие точки, лежащие на квадри-
ке K: точку пересечения образующих ℓ1 и m2, и точку пересечения
образующих ℓ2 и m1. Из этого следует, что полюс P3 должен быть
одной из этих точек. Но тогда получается, что через P3 проходит три
различных образующих квадрики K — ℓ3 и, например, ℓ1 и m2, что
невозможно.

Рассмотрим случай (б). Пусть, например, прямая ℓ1 не проходит
через точку γ′, в которой прямая ℓ2 пересекает квадрику Дарбу. Тогда
прямые ℓ1 и ℓ2 находятся в положении (5), см. лемму 3.2 и рис. 36.
Пусть, как и на рис. 36, Γ′′ есть точка, соответствующая невырожден-
ной компоненте граничной кривой первых двух пучков. Поскольку
она не является общей компонентой граничных кривых других пар
пучков окружностей, то по теореме о границах в случае регулярности
ткани эта точка должна лежать на прямой ℓ3. Но, как видно из
построения точки Γ′′ (см. рис. 36), это невозможно. Следовательно, в
этом случае ткань регулярной быть не может. Исключение составляет
такой подслучай случая (б), когда обе прямые ℓ1 и ℓ3 проходят через
точку γ′. Тогда паре прямых ℓ1 и ℓ2 отвечает граничная кривая γ1, яв-
ляющаяся линией пересечения плоскости этих прямых с квадрикой Q,
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а паре прямых ℓ2 и ℓ3 — аналогичная кривая γ3. Согласно теореме
о границах для регулярности необходимо, чтобы полюс коники γ1
лежал на прямой ℓ3, а полюс коники γ3 — на прямой ℓ1. Но это
означает, что прямые ℓ1 и ℓ3 должны быть полярно сопряжены, и мы
получаем класс 3 по классификации Лазаревой.

Рассмотрим случай (г) — прямые ℓi проходят через точку S0.
Плоскости, в которых лежат пары прямых ℓ1 и ℓ2, ℓ2 и ℓ3, ℓ3 и ℓ1,
обозначим соответственно π3, π1 и π2.

Подслучай 1. Точка S0 находится внутри квадрики Дарбу Q. То-
гда все плоскости πi пересекают Q, и линии пересечения являются
образами граничных кривых, не являющихся общими окружностями
каких-либо двух пучков. Поэтому, по теореме о границах, в случае
регулярности ткани полюс каждой из этих линий пересечения — а
это одновременно и полюс соответствующей плоскости πi — должен
лежать на прямой ℓi. В этом случае прямые ℓi являются ребрами ав-
тополярного (относительно Q) тетраэдра, и мы получаем регулярную
три-ткань — класс 1.1 по классификации Лазаревой.

Подслучай 2. Точка S0 находится вне квадрики Дарбу Q.
2а. Если хотя бы одна из прямых ℓi, например, ℓ1, пересекает Q,

то по теореме о границах в случае регулярности проходящие через ℓ1
плоскости π2 и π3 должны быть сопряжены относительно Q (каждая
должна содержать полюс другой), а полюс плоскости π1 должен ле-
жать на ℓ1. В результате опять приходим к классу 1.

2б. Пусть ни одна из прямых ℓi не имеет общих точек с Q. Рас-
смотрим различные случаи расположения плоскостей πi.

Если все плоскости πi не касаются Q, то их полюсы находятся
внутри Q и не могут лежать на соответствующих прямых ℓα. Следо-
вательно, условие теоремы о границах не может быть выполнено, и
ткань не может быть регулярной.

Если все плоскости πi касаются Q, то мы получаем класс 4 по
классификации Лазаревой.

Предположим, две плоскости, пусть π1 и π2, касаются Q, а тре-
тья — π3 не касается Q. По теореме о границах полюс P3 плоскости π3
должен лежать на ℓ3. Получается, что прямые ℓ1 и ℓ2, с одной сто-
роны, лежат в плоскости π3, а с другой — в касательных плоскостях
к Q, проходящих через полюс P3. Отсюда вытекает, что прямые ℓ1
и ℓ2 должны касаться квадрики Q, что в рассматриваемом случае
исключено.

Предположим, только одна из плоскостей, пусть π1, касается Q.
Тогда полюсы плоскостей π2 и π3, проходящих через ℓ1, находятся
внутри Q, и не могут лежать соответственно на прямых ℓ2 и ℓ3. Таким
образом, условие теоремы о границах не может быть выполнено, и
ткань не может быть регулярной.

2в. Пусть одна из прямых ℓi, например, ℓ1, касается Q в точке T1,
а плоскость π1 не касается Q. По теореме о границах полюс плоско-
сти π1 должен лежать на ℓ1, следовательно, эта плоскость должна
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проходить через точку T1. Но тогда получается, что точка T1 есть
общая точка прямых ℓi, что невозможно, так как в рассматриваемом
случае точка S0 пересечения лежит вне квадрики Дарбу Q.

Допустим, прямая ℓ1 касается Q, плоскость π1 касается Q, но лежа-
щие в ней прямые ℓ2 и ℓ3 не касаются Q. Тогда по теореме о границах
полюс плоскости π2 должен лежать на ℓ2, а полюс плоскости π3 — на
ℓ3, то есть плоскости π2 и π3 должны быть сопряжены относительно
Q. Но это невозможно, поскольку они пересекаются по прямой ℓ1,
касающейся квадрики Q.

2г. Предположим далее, две прямые ℓ1 и ℓ2 касаются Q в точках T1
и T2 соответственно. Тогда по теореме о границах полюс плоскости π3,
в которой лежат эти прямые, должен принадлежать прямой ℓ3. Сле-
довательно, ℓ3 лежит на пересечении касательных плоскостей к Q,
проведенных в точках T1 и T2, и мы приходим к классу 6.2.

2д. В случае, если все три прямые касаются квадрики Дарбу, ткань
не может быть регулярной. Действительно, полюсы плоскостей πi в
этом случае не могут лежать на соответствующих прямых ℓi.

Подслучай 3. Точка S0 пересечения прямых ℓi находится на квад-
рике Дарбу Q. В этом случае прямые ℓi либо касаются квадрики Q,
либо ее пересекают.

Если все они касаются Q, то получаем класс 0.
Если все прямые ℓi пересекают Q, то, как и в случае 2д, полюсы

плоскостей πi не могут лежать на соответствующих прямых ℓi. По-
этому ткань не может быть регулярной.

3а. Пусть одна из прямых, например, ℓ1 касается Q в точке S0, а
две другие пересекают Q. Тогда по теореме о границах полюс плос-
кости π2 должен лежать на ℓ2, а полюс плоскости π3 — на ℓ3, то есть
плоскости π2 и π3 должны быть сопряжены относительно Q. Но это
невозможно, поскольку они пересекаются по прямой ℓ1, касающейся
квадрики Q.

3б. Если две прямые (ℓ1 и ℓ2) касаются Q в точке S0, а третья (ℓ3)
пересекает Q, то плоскости π1 и π2, проходящие через ℓ3, должны
быть сопряжены относительно Q. Отсюда вытекает, что прямые ℓ1 и
ℓ2 являются полярно сопряженными, и мы приходим к классу 3 по
классификации Лазаревой.

Результаты объединяет
Теорема 3.5. Существует всего 5 типов регулярных тканей

параболического типа — классы 0, 1, 3, 4 и 6.2 по классификации Ла-
заревой.
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§ 3.5. Классификация регулярных круговых
три-тканей, у которых по крайней мере два
пучка не принадлежат одной связке

Два пучка, не принадлежащие одной связке, изображаются в про-
ективном пространстве скрещивающимися прямыми. Последние мо-
гут находиться в одном из трех положений, описанных в пп. 4–6
леммы 3.2. Ткань в этом случае не является тканью параболического
типа.

Случай 1. Пусть прямые ℓ1 и ℓ2 находятся в положении (5), то
есть расположены как на рис. 36. Тогда, согласно теореме о границах,
третья прямая должна проходить через полюс Γ′′.

1а. Прямая ℓ3 пересекает прямые ℓ1 и ℓ2. Поскольку через точ-
ку Γ′′ может проходить только одна прямая, пересекающая ℓ1 и ℓ2, то
ℓ3 = A2P (см. рис. 36). При этом граничная кривая для прямых ℓ1 и ℓ3
вырождается в точку P , а граничная кривая для прямых ℓ2 и ℓ3 есть
коника, изображенная на рис. 36, — линия пересечения плоскости,
содержащей эти прямые, с квадрикой Дарбу. Полюс этой коники есть
точка A1. Поскольку точка A1 лежит на прямой ℓ1, то получается,
что условие теоремы о границах выполнено для каждой пары из
прямых ℓi. Ткань в рассматриваемом случае является регулярной,
и, как легко увидеть из описанной геометрической конструкции, в
точности совпадает со случаем 7 из классификации Лазаревой.

1б. Пусть теперь прямая ℓ3 не пересекает прямую ℓ1, тогда эти
прямые должны находиться в положении (5), как и прямые ℓ1 и
ℓ2. Это означает, что прямая ℓ3 тоже, как и прямая ℓ2, пересекает
квадрику Дарбу в точке, касательная плоскость в которой (к квад-
рике Дарбу) содержит прямую ℓ1. Таких точек две: A3 и P . Если ℓ3
проходит через P , то ℓ3 = PΓ′′ и ℓ3 пересекает ℓ1, что исключено.
Следовательно, ℓ3 = A3Γ

′′.
Найдем полюс граничной окружности для пары прямых ℓ1 и ℓ3

(обозначим его Γ̃′′). Для этого, согласно теореме 3.4, нужно для этой
пары прямых найти точки, аналогичные точкам A1, A2, P , затем
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Рис. 37.

найти Γ̃′′ как показано на рис. 36.
Чтобы найти аналог точки A1,
нужно найти вторую точку пере-
сечения прямой ℓ3 = A3Γ

′′ с квад-
рикой Дарбу (обозначим эту точ-
ку B) и найти точку пересечения
касательной плоскости TB к квад-
рике Дарбу с прямой ℓ1. Но по-
скольку прямая ℓ3 = A3Γ

′′ лежит в
плоскости, полярно сопряженной
точке A1 (см. рис. 36), то после

всех указанных операций мы получим снова точку A1. Следовательно,
и точки A2, P также «останутся на месте» после всех необходи-
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мых построений. А значит, точка Γ̃′′ находится на касательной A2P
(см. рис. 36, а также рис. 37, на котором изображены соответствующие
построения в плоскости, полярно сопряженной точке A1).

Согласно теореме о границах, если ткань регулярная, то точка Γ̃′′

должна лежать на прямой ℓ2, а это, как видно из рис. 37, невозможно.
Следовательно, в этом случае ткань не может быть регулярной.

1в. Прямая ℓ3 пересекает прямую ℓ1, но не пересекает ℓ2. Тогда,
согласно теореме 3.4, пара прямых ℓ3, ℓ2 должна находиться в положе-
нии (5), то есть прямая ℓ3 должна лежать в одной из двух касательных
плоскостей к квадрике Дарбу: либо в точке A3, либо в точке A4
(см. рис. 36). Но так как ℓ3 должна проходить через Γ′′ и пересекать ℓ1,
то получаем, что ℓ3 = A1Γ

′′. В результате получается симметрич-
ная картина, изображенная на рис. 38. На нем точка A1 является
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Рис. 38.

полюсом плоскости A2A3A4, и че-
рез нее проходит прямая, полярно
сопряженная прямой ℓ2 (посколь-
ку она получается пересечением
касательных плоскостей к квадри-
ке Дарбу в точках A3 и A4). Усло-
вие теоремы о границах в данном
случае выполнено, а ткань являет-
ся регулярной и совпадает со слу-
чаем 5 из классификации Лазаре-
вой.

Случай 2. Допустим, прямые ℓ1 и ℓ2 находятся в положении (4),
то есть полярно сопряжены относительно квадрики Дарбу, причем ℓ1
не пересекает квадрику Дарбу.

2а. Допустим, прямая ℓ3 не пересекает прямую ℓ1. Тогда, в силу
теоремы 3.4, прямые ℓ1 и ℓ3 должны находиться в положении (5),
то есть прямая ℓ1 должна лежать в касательной плоскости к квад-
рике Дарбу в одной из точек, в которых прямая ℓ3 пересекает эту
квадрику. В силу полярной сопряженности прямых ℓ1 и ℓ2, через
эту точку проходит и прямая ℓ2, обозначим ее (то есть точку) через
A3. Вторую точку пересечения прямой ℓ3 с квадрикой Дарбу обозна-
чим A4, а другую точку пересечения прямой ℓ2 с Q — через P . Тогда
рассматриваемое расположение прямых (с точностью до замены ℓ2
на ℓ3) будет соответствовать рис. 36. Согласно лемме 3.2, точка Γ′′,
являющаяся полюсом граничной кривой пучков — прообразов прямых
ℓ1 и ℓ3, должна лежать на пересечении двух касательных плоскостей
к квадрике Дарбу в точках A4 и P , и поэтому никак не может ле-
жать на прямой ℓ2 (иначе прямые ℓ2 и ℓ3 совпадают). Следовательно,
условие регулярности из теоремы о границах не выполняется, и ткань
регулярной не является.

2б. Допустим, прямая ℓ3 пересекает прямую ℓ1, но не пересекает
прямую ℓ2. Тогда, в силу теоремы 3.4, прямые ℓ2 и ℓ3 должны нахо-
диться в положении (5), то есть прямая ℓ3 должна лежать в одной из

5 А.М. Шелехов, В.Б. Лазарева, А.А. Уткин



130 Гл. 3. Круговые три-ткани

касательных плоскостей к квадрике Дарбу Q, проведенных в точках
ее пересечения с прямой ℓ2. Пусть, как и выше, ℓ2 = A3A4, точки A3
и A4 лежат на Q, A1 — точка пересечения прямых ℓ1 и ℓ3, и пря-
мая ℓ3 лежит в касательной плоскости TA3 . Пусть T — точка касания
квадрики Дарбу другой плоскости, проходящей через ℓ3. Точка Γ′′,
являющаяся полюсом граничной кривой прямых ℓ2 и ℓ3 (сравни с
рис. 36), лежит на пересечении касательных плоскостей к квадрике
Дарбу, проведенных в точках T и A4 и полярно сопряжена точке A1.
Поэтому точка Γ′′ не может находиться на прямой ℓ1, и по теореме о
границах ткань в рассматриваемом случае не может быть регулярной.

Итак, мы получили, что если прямая ℓ3 не пересекает хотя бы
одну из полярно сопряженных прямых ℓ1 и ℓ2 , то ткань не является
регулярной. Таким образом, мы получили утверждение, доказанное
в [Ба-1]: если два пучка из трех ортогональны, то круговая ткань
будет регулярной тогда и только тогда, когда в каждом из этих
пучков есть окружность, принадлежащая третьему пучку. Все ре-
гулярные ткани в этом случае исчерпываются классом 2 из класси-
фикации Лазаревой.

Случай 3. Рассмотрим регулярную ткань в случае, когда прямые ℓ1
и ℓ2 находятся в положении (6), то есть касаются квадрики Дарбу
в точках A1 и A2. Напомним, что граничная кривая в этом случае
распадается на две ортогональные окружности, образы которых Γ′

и Γ′′ лежат на прямой, полярно сопряженной прямой A1A2. Но по
теореме о границах точки Γ′ и Γ′′ в случае регулярности должны
лежать на прямой ℓ3 — образе третьего пучка, и мы получаем класс 6.1
из классификации Лазаревой.

Доказана
Теорема 3.6. Существует всего 4 класса регулярных круговых

тканей, у которых хотя бы два из трех пучков, образующих ткань,
не принадлежат одной связке, — это ткани типа 2, 5, 6.1 и 7 по
классификации Лазаревой.

Мы перечислили регулярные круговые ткани, у которых по край-
ней мере 2 пучка из трех не принадлежат одной связке окружностей.
В проективном пространстве такой ткани отвечает тройка прямых,
по крайней мере две из которых не лежат в одной плоскости. Альтер-
нативой является случай, когда любая пара из трех прямых лежит в
одной плоскости. Здесь две возможности: либо все три прямые лежат
в одной плоскости, либо все три проходят через одну точку. Но эти
случаи уже рассмотрены. Таким образом, теорема 3.2 доказана.
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§ 3.6. Классификация регулярных круговых
три-тканей с точностью до круговых
преобразований

В этом параграфе мы детализируем классификацию Лазаревой
(см. § 3.2) с точностью до круговых преобразований плоскости.

Сначала заметим, что всякому круговому преобразованию плоско-
сти, переводящему круговую ткань в круговую, в проективном про-
странстве соответствует проективное преобразование, переводящее в
себя квадрику Дарбу Q [Р-1]. Множество таких преобразований об-
разует шестипараметрическую группу [Кр-1]. В этом параграфе две
круговые ткани W и W ′ мы называем эквивалентными, если суще-
ствует круговое преобразование, переводящее одну ткань в другую.

Теорема 3.7. Существует 48 неэквивалентных (относительно
круговых преобразований) типов регулярных круговых три-тканей.
Из них 5 типов содержат по ∞3 неэквивалентных тканей, 11 ти-
пов — по ∞2 неэквивалентных тканей, 12 типов — ∞1 неэквива-
лентных тканей; 5 тканей допускают однопараметрическую группу
автоморфизмов.

� Класс 0. Пусть π — плоскость, в которой лежат ℓi, изобража-
ющие пучки окружностей ткани W . Эта плоскость может пересекать
квадрику Q, может касаться ее и может не иметь с ней общих точек.
Все эти случаи являются проективно различными.

Случай 0 . 1 : три прямые ℓi образуют треугольник и плоскость π
не имеет с Q общих точек.

Прямые ℓi в плоскости p можно задать точками пересечения (обо-
значим их Ai). Аналогично, ткань W ′ задается треугольником Ai

′ в
плоскости p′. Чтобы задать проективное преобразование, переводящее
точки Ai в точки Ai

′, нужно наложить 9 условий на параметры этого
преобразования. Однако в нашем распоряжении только 6 параметров
группы круговых преобразований. Следовательно, рассматриваемая
круговая ткань W обладает тремя инвариантами. Иными словами,
существует ∞3 неэквивалентных круговых тканей рассматриваемого
типа.

В качестве инвариантов, характеризующих класс круговых тка-
ней, в данном случае можно взять углы между общими окружностями
пучков (этим окружностям соответствуют точки Ai).

Случай 0 . 2 : три прямые ℓi образуют треугольник и плоскость π
касается квадрики Q в некоторой точке T .

• 0.2.1 — точка T не лежит ни на одной из прямых ℓi. Пусть T ′—
точка касания плоскости π′ с квадрикой Дарбу, причем T ′ также
не лежит ни на одной из прямых ℓi

′. Пусть P — проективное
преобразование, переводящее точки T и Ai в точки T ′ и Ai

′ со-
ответственно. Такое преобразование определяется восемью соот-
ношениями на параметры (по 2 соотношения на каждую точку).

5*
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В самом деле, так как точки T и T ′ лежат на квадрике Дарбу,
то соотношение P (T ) = T ′ дает 2 соотношения на параметры.
А так как точки Ai (соответственно Ai

′) лежат в касательной
плоскости точки T (соответственно T ′), то положение каждой из
них также определяется двумя координатами. Следовательно,
каждое из соотношений P (Ai) = Ai

′ дает два соотношения на
параметры преобразования P . Рассуждая, как в п. 0.1, придем
к выводу, что ткань рассматриваемого типа имеет 2 инварианта,
то есть мы имеем в данном случае ∞2 проективно неэквивалент-
ных типов тканей.

• 0.2.2 — точка T лежит, например, на прямой ℓ1. Пусть точки A2
и A3 лежат на прямой ℓ1. Рассмотрим проективное преобразо-
вание P , переводящее точки T и Ai в точки T ′ и Ai

′ соответ-
ственно. Каждое из преобразований P (A1) = A1

′, P (A2) = A2
′

дает по 2 соотношения на параметры преобразования P . Чтобы
перевести точку A3 в A3

′, необходимо наложить одно условие
на параметры, поскольку уже P (TA1) = T ′A1

′. Таким образом,
получается 7 условий на параметры преобразования P . Отсюда
вытекает, что существует ∞1 проективно неэквивалентных ти-
пов рассматриваемых круговых тканей.

• 0.2.3 — T ≡ A1. Аналогичные рассуждения дают, что в рас-
сматриваемом случае получается 6 соотношений на параметры
преобразования P . Следовательно, любые две ткани рассматри-
ваемого типа эквивалентны.

Случай 0 . 3 : три прямые ℓi образуют треугольник и плоскость π
пересекает квадрику Q по кривой C. Возможны следующие варианты.

• 0.3.1 — кривая C не имеет общих точек с прямыми ℓi;
• 0.3.2 — C не проходит ни через одну из трех точек Ai и пересе-

кает одну из прямых ℓi;
• 0.3.3 — C не проходит ни через одну из трех точек Ai и пересе-

кает две прямые из трех прямых ℓi;
• 0.3.4 — C не проходит ни через одну из трех точек Ai и пересе-

кает все три прямые ℓi;
– а) точки пересечения прямых ℓi находятся вне кривой C;
– в) одна из трех точек пересечения прямых ℓi находится

внутри кривой C;
– с) две точки из трех точек пересечения прямых ℓi находятся

внутри кривой C;
– d) все точки пересечения прямых ℓi находятся внутри кри-

вой C;
• 0.3.5 — C касается одной из прямых ℓi и не пересекает две

другие;
• 0.3.6 — C касается одной из трех прямых ℓi и пересекает одну

из двух других;
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• 0.3.7 — C касается одной из прямых ℓi и пересекает две другие;
• 0.3.8 — C касается двух прямых из трех прямых ℓi, а третья

прямая не пересекает C;
• 0.3.9 — C касается двух прямых из трех прямых ℓi , а третья

прямая пересекает C;
• 0.3.10 — C касается всех трех прямых ℓi;
• 0.3.11 — C проходит через одну из трех точек Ai, например, A1,

и не пересекает прямую A2 A3;
• 0.3.12 — C проходит через одну из трех точек Ai, например, A1,

и пересекает прямую A2 A3;
• 0.3.13 — C проходит через две из трех точек Ai, например, A1 и

A2, и пересекает прямые A1 A3 и A2 A3;
• 0.3.14 — C проходит через точки Ai;
• 0.3.15 — C проходит через одну из трех точек Ai, например, A1,

и касается прямой A2 A3;
• 0.3.16 — C проходит через две из трех точек Ai, например, A1 и

A2, пересекает прямую A1 A3 и касается A2 A3;
• 0.3.17 — C касается двух прямых, например, ℓ1 и ℓ2, причем

прямой ℓ1 в точке A2;
• 0.3.18 — C проходит через две из трех точек Ai, например, A1 и

A2, и касается прямых A1 A3 и A2 A3.
Рассмотрим каждый случай в отдельности.

В случаях 0.3.1– 0.3.4 повторив рассуждения, проведенные в слу-
чае 0.1, мы придем к такому же выводу: три-ткани рассматриваемых
типов имеют три инварианта, то есть в каждом из случаев 0.3.1– 0.3.4
имеется ∞3 неэквивалентных круговых тканей.

В случае 0.3.5 пусть кривая C касается прямой ℓ1 = A2 A3 в точ-
ке T . Рассмотрим вторую ткань такого же типа и проективное пре-
образование P , переводящее тройку точек Ai в аналогичную тройку
точек Ai

′. Чтобы перевести точку T в T ′, необходимо наложить 2 усло-
вия на параметры. Преобразование P (A2) = A2

′ дает 2 соотношения
на параметры преобразования P , т.к. точка A2 лежит в касательной
плоскости точки T , а точка A2

′ — в касательной плоскости точки T ′.
Чтобы перевести точку A3 в A3

′, необходимо наложить одно условие
на параметры, поскольку уже P (TA2) = T ′A2

′. Еще с помощью трех
условий на параметры переводим точку A1 в A1

′. Таким образом,
получается 8 соотношений на параметры. Отсюда следует, что кру-
говая ткань рассматриваемого типа имеет два инварианта, то есть
существует ∞2 неэквивалентных типов таких тканей.

В случаях 0.3.6 и 0.3.7 рассуждения будут аналогичными.
Пусть в случае 0.3.8 кривая C касается двух прямых ℓ1 и ℓ2 в

точках T1 и T2 соответственно. Преобразование P , переводящее эту
конструкцию в аналогичную, переводит точки T1 и T2 в точки T1

′

и T2
′ (4 условия на параметры). При этом линия m пересечения

плоскостей, касательных к квадрике Дарбу в точках T1 и T2, перейдет
в аналогичную линию пересечения m′. Так как точка A3 пересечения
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прямых ℓ1 и ℓ2 лежит на m, то преобразование P (A3) = A3
′ даст толь-

ко одно условие на параметры преобразования P . Далее, поскольку
образы прямых ℓ1 = T1 A3 и ℓ2 = T2 A3 уже определены, то условия
P (A1) = A1

′ и P (A2) = A2
′ дадут по одному соотношению на парамет-

ры. Таким образом, получается всего 7 условий на параметры преоб-
разования P , так что ткань рассматриваемого типа имеет 1 инвариант
и существует ∞1 неэквивалентных типов таких тканей.

В случае 0.3.9 рассуждения и выводы аналогичны.
В случае 0.3.10 кривая С касается трех прямых ℓi соответственно

в точках Ti, которые полностью определяют положение этих пря-
мых. Чтобы перевести точки Ti в аналогичные, необходимо наложить
6 условий на параметры. Следовательно, существует единственное
круговое преобразование, переводящее ткань рассматриваемого типа
в аналогичную, и, таким образом, все эти ткани эквивалентны.

В случае 0.3.11 кривая С проходит через одну из трех точек Ai , на-
пример, A1, и не пересекает прямую A2 A3. Соотношение P (A1) = A1

′

дает два соотношения на параметры преобразования P , т.к. точка A1
лежит на квадрике Дарбу. Каждое из преобразований P (A2) = A2

′ и
P (A3) = A3

′ дает по 3 соотношения на параметры преобразования P .
Таким образом, всего получается 8 соотношений, поэтому существу-
ет ∞2 неэквивалентных тканей рассматриваемого типа.

В случае 0.3.12 получаем аналогичный результат.
В случае 0.3.13 получается 2+2+3=7 соотношений на параметры,

то есть имеется ∞1 неэквивалентных круговых тканей рассматрива-
емого типа.

В случае 0.3.14 соотношений на параметры будет 2+2+2=6, то есть
все ткани этого типа будут эквивалентными.

В случае 0.3.15 кривая С проходит через одну из трех точек Ai,
например, A1, и касается прямой A2 A3 в точке T1. Соотношения
P (A1) = A1

′ и P (T1) = T1
′ дадут по два условия на параметры пре-

образования P . Соотношение P (A2) = A2
′ даст 2 соотношения на

параметры преобразования P , т.к. точка A2 лежит в плоскости, каса-
тельной к квадрике Дарбу в точке T1. Чтобы перевести точку A3 в A3

′,
необходимо наложить только одно условие на параметры, поскольку
уже P (T1 A2) = T1

′A2
′. Таким образом, проективное преобразование

определяется семью условиями на параметры. Отсюда следует, что
существует ∞1 неэквивалентных типов тканей.

В случае 0.3.16 кривая C проходит через точки A1 и A2, пересе-
кает прямую A1A3 и касается прямой A2A3 в точке A2. Каждое из
преобразований P (A1) = A1

′, P (A2) = A2
′ дает по 2 соотношения на

параметры преобразования P . Точка A3 лежит в плоскости, касатель-
ной к квадрике Дарбу в точке A2, поэтому условие P (A3) = A3

′ дает
также 2 условия на параметры. Итак, всего получается 6 соотношений
на параметры преобразования P . Следовательно, любые две ткани
рассматриваемого типа эквивалентны.
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В случае 0.3.17 пусть кривая C касается прямых ℓ1 и ℓ2 соот-
ветственно в точках A2 и T . Соотношения P (A2) = A2

′ и P (T ) =
= T ′ дадут по два условия на параметры преобразования P . Точка
A3, являющаяся точкой пересечения прямых ℓ1 и ℓ2, лежит на линии
пересечения касательных плоскостей к квадрике Дарбу в точках A2
и T , поэтому чтобы перевести точку A3 в A3

′, необходимо наложить
одно условие на параметры преобразования P . Чтобы перевести точ-
ку A1 в A1

′, необходимо наложить также одно условие на параметры,
поскольку образ прямой ℓ2 = TA3 уже определен. Итак, получается 6
соотношений на параметры преобразования P , т. е. любые две ткани
рассматриваемого типа эквивалентны.

В случае 0.3.18 кривая C проходит через две точки A1 и A2 и
касается в этих точках прямых ℓ1 и ℓ2. Каждое из преобразований
P (A1) = A1

′, P (A2) = A2
′ дает по 2 соотношения на параметры преоб-

разования P . Чтобы перевести точку A3 в A3
′, необходимо наложить

еще одно условие на параметры, поскольку A3 лежит на линии пере-
сечения плоскостей, касательных к квадрике Дарбу в точках A1 и A2.
Таким образом, получается всего 5 условий на параметры преобразо-
вания P . Так как группа круговых преобразований является шестипа-
раметрической, то получаем, что любые две ткани рассматриваемого
типа эквивалентны, и любая такая ткань допускает однопараметри-
ческую группу автоморфизмов.

Случай 0 . 4 : три прямые ℓi лежат в одной плоскости π, проходят
через одну точку B, и плоскость π не имеет с Q общих точек.

Пусть проективное преобразование P переводит прямые ℓi, изоб-
ражающие пучки окружностей ткани W , в прямые ℓ1

′. Условие
P (B) = B′ даст 3 соотношения на параметры преобразования P ; усло-
вия P (ℓ1) = ℓ1

′ и P (ℓ2) = ℓ2
′ дадут 2+2=4 соотношения на парамет-

ры. Этим самым плоскость π′ будет определена. Поэтому условие
P (ℓ3) = ℓ3

′ даст только одно соотношение на параметры преобразо-
вания P . Итого получаем 3+2+2+1=8 условий на параметры этого
преобразования. Так как в нашем распоряжении только 6 парамет-
ров группы круговых преобразований, то рассматриваемая круговая
ткань W обладает двумя инвариантами. Иными словами, существует
∞2 неэквивалентных круговых тканей рассматриваемого типа.

Случай 0 .5 : три прямые ℓi лежат в одной плоскости π, про-
ходят через одну точку B, и плоскость π касается квадрики Q в
некоторой точке T .

• 0.5.1 — точка T не лежит ни на одной из прямых ℓi. Пусть P —
проективное преобразование, переводящее точку T и три пря-
мые ℓi в точку T ′ и три прямые ℓi

′ соответственно. Так как точ-
ки T и T ′ лежат на квадрике Дарбу, то соотношение P (T ) = T ′

дает 2 соотношения на параметры преобразования P . А так как
точка B лежит в касательной плоскости точки T , то соотноше-
ние P (B) = B′ даст также 2 условия на параметры. Поскольку
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касательная плоскость к квадрике Q точкой B′ уже определена,
то каждое из соотношений P (ℓi) = ℓi

′ дает одно соотношение на
параметры преобразования P . Всего получаем 7 соотношений,
следовательно, ткань рассматриваемого типа имеет 1 инвариант,
и в данном случае мы имеем ∞1 неэквивалентных типов тканей.

• 0.5.2 — точка T лежит на одной из прямых ℓi, например, на
прямой ℓ1. Этот случай отличается от предыдущего тем, что точ-
ки T и B однозначно определяют ту прямую из трех прямых ℓi,
на которой они лежат. Поэтому получается 6 соотношений на
параметры преобразования P . Следовательно, любые две ткани
рассматриваемого типа эквивалентны.

• 0.5.3 — T ≡ B. В этом случае получается 5 соотношений на
параметры преобразования P , поэтому все ткани данного типа
эквивалентны, и любая из них допускает однопараметрическую
группу автоморфизмов.

Случай 0 . 6 : три прямые ℓi лежат в одной плоскости π, про-
ходят через одну точку B, и плоскость π пересекает квадрику Q по
кривой C. Возможны следующие варианты:

• 0.6.1 — кривая C не имеет общих точек с прямыми ℓi;
• 0.6.2 — C не проходит через точку B и пересекает одну из

прямых ℓi;
• 0.6.3 — C не проходит через точку B и пересекает две прямые

из трех прямых ℓi;
• 0.6.4 — C не проходит через точку B и пересекает все три

прямые ℓi;
– а) точка B находится вне кривой C;
– в) точка B находится внутри кривой C;

• 0.6.5 — C касается одной из прямых ℓi и не пересекает две
другие;

• 0.6.6 — C касается одной из трех прямых ℓi и пересекает одну
из двух других;

• 0.6.7 — C касается одной из прямых ℓi и пересекает две другие;
• 0.6.8 — C касается двух из трех прямых ℓi, а третья прямая не

пересекает C;
• 0.6.9 — C касается двух из трех прямых ℓi, а третья прямая

пересекает C;
• 0.6.10 — C проходит через точку B и пересекает все прямые ℓi;
• 0.6.11 — C проходит через точку B и касается одной из прямых,

например, ℓ1.
Рассмотрим каждый случай в отдельности.
В случаях 0.6.1– 0.6.4 повторив рассуждения, проведенные в слу-

чае 0.4, мы придем к такому же выводу: три-ткани рассматриваемых
типов имеют два инварианта, то есть в каждом из случаев 0.6.1– 0.6.4
имеется ∞2 неэквивалентных круговых тканей.
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В случае 0.6.5 обозначим точку касания кривой C и прямой ℓ1
через T . Рассмотрим вторую ткань такого же типа и проективное пре-
образование P , переводящее тройку прямых ℓi в аналогичную тройку
прямых ℓi

′ . Чтобы перевести точку T в T ′, необходимо наложить 2
условия на параметры преобразования P . Соотношение P (ℓ1) = ℓ1

′

даст одно соотношение на параметры преобразования P , т.к. пря-
мая ℓ1 лежит в касательной плоскости точки T , а прямая ℓ1

′ — в
касательной плоскости точки T ′. Чтобы перевести точку B в B′,
необходимо наложить одно условие на параметры, поскольку уже
P (TB) = T ′B′. Еще с помощью трех условий на параметры перево-
дим прямую ℓ2 в прямую ℓ2

′, а прямую ℓ3 — в ℓ3
′. Таким образом,

получается всего 7 соотношений на параметры. Отсюда следует, что
круговая ткань рассматриваемого типа имеет один инвариант, то есть
существует ∞1 неэквивалентных типов таких тканей.

В случаях 0.6.6 и 0.6.7 рассуждения будут аналогичными.
Пусть в случае 0.6.8 кривая C касается прямых ℓ1 и ℓ2 в точках T1 и

T2 соответственно. Преобразование P , переводящее эту конструкцию
в аналогичную, переводит точки T1 и T2 в точки T1

′ и T2
′ (4 условия

на параметры). При этом линия m пересечения плоскостей, касатель-
ных к квадрике Дарбу в точках T1 и T2, перейдет в аналогичную
линию пересечения m′. Так как точка B пересечения прямых ℓ1 и ℓ2
лежит на m, то преобразование P (A3) = A3

′ дает только одно условие
на параметры преобразования P . Далее, поскольку образы прямых
ℓ1 = T1B и ℓ2 = T2B уже определены, то условие P (ℓ3) = ℓ3

′ даст
только одно соотношение на параметры. Таким образом, получается
всего 6 условий на параметры преобразования P . Следовательно, су-
ществует единственное круговое преобразование, переводящее ткань
рассматриваемого типа в аналогичную, и, таким образом, все эти
ткани эквивалентны.

В случае 0.6.9 рассуждения и выводы аналогичны.
В случае 0.6.10 соотношение P (B) = B′ дает два соотношения на

параметры преобразования P , т.к. точка B лежит на квадрике Дарбу.
Далее, рассуждая как в п. 0.4, получим 2+2+2+1 условий на пара-
метры преобразования P . Таким образом, имеем ∞1 неэквивалентных
типов тканей.

В случае 0.6.11 каждое из условий P (B) = B′ и P (ℓ1) = ℓ1
′ даст по

2 соотношения на параметры преобразования P . Еще с помощью трех
условий на параметры переводим прямую ℓ2 в прямую ℓ2

′, а ℓ3 — в ℓ3
′.

Таким образом, получается всего 7 соотношений. Отсюда следует,
что существует ∞1 неэквивалентных типов тканей рассматриваемого
вида.

Класс 1. Напоминаем, что в этом классе два подкласса, 1.1 и 1.2,
см. § 3.2.

• 1.1 — прямые ℓi проходят через одну точку, лежащую внутри
квадрики Дарбу, и являются ребрами тетраэдра, автополярного
относительно квадрики Дарбу. Обозначим общую точку пря-
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мых ℓi через A4. Плоскость, полярно сопряженная точке A4,
пересекает прямые ℓi в трех точках, которые обозначим соот-
ветственно через A1, A2 и A3. Полученные 4 точки образуют
автополярный тетраэдр. В нем уравнение квадрики Дарбу име-
ет канонический вид. Вследствие этого любые две ткани рас-
сматриваемого класса эквивалентны, так как существует един-
ственное проективное преобразование, переводящее автополяр-
ный тетраэдр в автополярный тетраэдр, и такое преобразование
не меняет квадрику, поскольку она в каждом из автополярных
реперов имеет один и тот же канонический вид. Поскольку пре-
образование единственное, то автоморфизмов нет.

• 1.2 — прямые ℓi проходят через одну точку, лежащую вне квад-
рики Дарбу, и являются ребрами тетраэдра, автополярного от-
носительно квадрики Дарбу. Повторив рассуждения предыду-
щего пункта, получим аналогичный результат.

Класс 2. Прямые ℓ1 и ℓ2 сопряжены относительно квадрики Дар-
бу, а прямая ℓ3 их пересекает. Имеется 3 варианта:

• 2.1 — прямая ℓ3 не пересекает квадрику Q;
• 2.2 — прямая ℓ3 пересекает квадрику Q;
• 2.3 — прямая ℓ3 касается квадрики Q.
В первых двух случаях поместим точки A1 и A2 проективного ре-

пера в точки пересечения соответственно сопряженных прямых ℓ1 и ℓ2
с прямой ℓ3. Пусть точка A3 лежит на прямой ℓ1 и полярно сопряжена
относительно Q точке A1, а точка A4 лежит на прямой ℓ2 и полярно
сопряжена относительно Q точке A2. В полученном автополярном
репере уравнение квадрики Дарбу имеет канонический вид. Так как
существует единственное проективное преобразование, переводящее
автополярный репер в автополярный и квадрику Дарбу в себя, то все
ткани рассматриваемого типа эквивалентны и автоморфизмов нет.

В третьем случае пусть прямая ℓ1 не пересекает квадрику Дарбу,
прямая ℓ2 ей полярно сопряжена и пересекает квадрику Дарбу в
точках M и N , а прямая ℓ3 пересекает ℓ1 в точке B и проходит, напри-
мер, через точку M . Таким образом, проективная конструкция вполне
определяется точками M , N и B. Проективное преобразование P
определяется в этом случае пятью соотношениями на параметры,
поэтому любые две ткани данного типа эквивалентны, и каждая ткань
этого класса допускает однопараметрическую группу автоморфизмов.

Класс 3. Прямые ℓ1 и ℓ2 сопряжены и касаются квадрики Дарбу
в точке A, через которую проходит третья прямая.

Пусть полярно сопряженные прямые ℓ1 и ℓ2 касаются квадрики Q
в точке A3. Обозначим плоскость, в которой они лежат, через π.
Прямая ℓ3 проходит через точку A3, но не лежит в плоскости π (иначе
получаем класс 0). Вторую точку пересечения прямой ℓ3 с квадри-
кой Q обозначим A4. Прямая, полярно сопряженная прямой ℓ3, лежит
в плоскости π и пересекает прямые ℓ1 и ℓ2 соответственно в точках A1
и A2. Рассмотрим вторую ткань такого же типа и проективное преоб-
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разование P , переводящее четверку точек Ai в аналогичную четверку
точек Ai

′. Чтобы перевести пару точек A3, A4 в пару точек A3
′,

A4
′, необходимо наложить 4 условия на параметры. Преобразование

P (A1) = A1
′ даст одно соотношение на параметры преобразования P ,

т.к. точка A1 лежит на прямой ℓ3
∗ , полярно сопряженной прямой

ℓ3 = A3A4, а точка A1
′ — на соответствующей прямой ℓ3

∗′. Точка A2
′

при этом определится однозначно, так как она полярно сопряжена
точке A1

′. Таким образом, получается всего 5 соотношений на пара-
метры преобразования P . Отсюда следует, что существует ∞1 проек-
тивных преобразований, оставляющих неподвижной указанную чет-
верку точек. Следовательно, все ткани данного типа эквивалентны, а
всякая ткань рассматриваемого типа допускает однопараметрическую
группу автоморфизмов.

Класс 4. Прямые ℓi проходят через одну точку, а плоскости,
содержащие пары этих прямых, касаются квадрики Дарбу.

Обозначим точки касания плоскостей [ℓ1, ℓ2], [ℓ2, ℓ3], [ℓ3, ℓ1] соот-
ветственно через A3, A1 и A2, а точку пересечения трех прямых ℓi —
через A4. Четверка этих точек однозначно определяет прямые ℓi.
Заметим, что точка A4 представляет собой полюс плоскости A1A2A3.
Проективное преобразование P , переводящее точки A1, A2 и A3 в
точки, также лежащие на квадрике Дарбу, определяется шестью
условиями на параметры. По образам точек A1, A2 и A3 четвертая
точка A4

′ определится однозначно. Следовательно, проективное пре-
образование P определяется шестью соотношениями на параметры.
Отсюда следует, что все ткани такого типа эквивалентны.

Класс 5. Прямые ℓ1, ℓ2 и прямая ℓ3
∗, сопряженная прямой ℓ3,

пересекаются в одной точке. Плоскости, определяемые парами пря-
мых ℓ1 и ℓ2, ℓ1 и ℓ3

∗, ℓ2 и ℓ3
∗, касаются квадрики Дарбу.

Как и в предыдущем случае, мы имеем три плоскости [ℓ1, ℓ2],
[ℓ2, ℓ3], [ℓ3

∗, ℓ1] , проходящие через одну точку (обозначим ее A4) и
касающиеся квадрики Дарбу в трех точках, которые обозначим соот-
ветственно A1, A2 и A3. Прямая ℓ3 полярно сопряжена прямой ℓ3

∗,
поэтому, задав прямую ℓ3

∗, мы однозначно определим и прямую ℓ3.
Итак, задание прямых ℓi сводится к заданию четверки точек A1, A2,
A3, A4. Рассуждая как в предыдущем пункте, докажем, что все ткани
этого типа эквивалентны.

Класс 6. В этом классе два подкласса, 6.1 и 6.2, см. § 3.2.
• 6.1 — две непересекающиеся прямые, пусть ℓ1 и ℓ2, касаются

квадрики Дарбу, а третья — ℓ3 сопряжена прямой ℓ3
∗, соеди-

няющей точки касания. Пусть прямые ℓ1 и ℓ2 касаются квад-
рики Дарбу соответственно в точках A1 и A2. Рассматриваемая
проективная конструкция вполне определяется точками A1, A2
и прямыми ℓ1 и ℓ2. Поэтому проективное преобразование P
определяется шестью соотношениями на параметры — по 2 дают
соотношения P (A1) = A1

′ и P (A2) = A2
′, и по одному — соотно-

шения P (ℓ1) = ℓ1
′ и P (ℓ2) = ℓ2

′ (поскольку касательные плоско-
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сти уже определены). Итак, две любые ткани рассматриваемого
типа эквивалентны.

• 6.2 — прямые ℓ1 и ℓ2 касаются квадрики Дарбу и пересекаются
в точке B, а третья — ℓ3 сопряжена прямой ℓ3

∗, соединяющей
точки касания. Пусть, как и выше, A1 и A2 — точки касания.
В этом случае получаем 5 условий на параметры преобразова-
ния P — по 2 дают соотношения P (A1) = A1

′ и P (A2) = A2
′ и

одно — P (B) = B′, поскольку точка B′ лежит на линии пересе-
чения касательных плоскостей к квадрике в точках A1

′ и A2
′.

Следовательно, любые две ткани данного типа эквивалентны, и
любая три-ткань такого типа допускает однопараметрическую
группу автоморфизмов.

Класс 7. Прямая ℓ2 пересекает квадрику Дарбу в точках B и C.
Прямая ℓ1 лежит в касательной плоскости к квадрике Дарбу в точ-
ке B. Прямая ℓ3 пересекает прямые ℓ1 и ℓ2 и касается квадрики Дарбу
в некоторой точке A. Обозначим точку пересечения прямых ℓ1 и ℓ3
через D.

Описанная проективная конструкция вполне определяется точка-
ми A, B, C и направлением прямой ℓ1 в касательной плоскости к
квадрике Дарбу к точке B. Следовательно, для проективного преоб-
разования, переводящего такую конструкцию в аналогичную, полу-
чим всего 2+2+2+1 =7 соотношений на параметры. Отсюда следует,
что существует ∞1 неэквивалентных типов тканей рассматриваемого
вида. �

ЗАДАЧИ
3.1 Выведите уравнение круговой ткани, приведенное в § 3.1.
3.2 Найдите уравнение граничной кривой двух пучков окруж-

ностей, выбрав в каждом пучке базис из прямой (радикальной оси
пучка) и окружности наименьшего радиуса.

3.3 Найдите точное число таких трансверсалей трех прямых ℓi,
которые касаются квадрики Дарбу (см. § 3.4).

3.4 Опишите автоморфизмы каждого из пяти классов круговых
тканей, указанных в теореме 3.7.



Гл а в а 4

ТРИ-ТКАНИ БУРАУ

§ 4.1. Задача о триангуляции плоскости
семействами коник. Три-ткани Бурау.
Классификация пучков коник

Если три-ткань W , заданная в области D, является регулярной
(шестиугольной, параллелизуемой), то линиями этой ткани можно
триангулировать область D, то есть разбить ее на криволинейные
треугольники сколь угодно малого размера — так, как это было сде-
лано при доказательстве теоремы 1.16. Поэтому можно сказать, что в
предыдущей главе мы описали всевозможные способы триангуляции
плоскости тремя семействами окружностей (или C-триангуляции).
А поскольку плоскость можно конформно отобразить на сферу так,
что окружности перейдут в окружности (отображение Дарбу или
стереографическая проекция), то мы получаем всевозможные гладкие
C-триангуляции сферы.

В частности, используя результаты гл. 3, мы можем весьма просто
описать все гладкие C-триангуляции сферы с помощью географиче-
ской сети, то есть с помощью такой круговой три-ткани, два семейства
которой состоят из параллелей и меридиан. Всегда можно считать,
что рассматриваемая сфера — это квадрика Дарбу Q, а система ко-
ординат выбрана стандартно — параллели высекаются плоскостями,
перпендикулярными оси Oz а, а меридианы — плоскостями, проходя-
щими через ось Oz. Тогда полюсы параллелей относительно Q лежат
на оси Oz, а полюсы меридианов — на бесконечно удаленной прямой
в плоскости xOy. В соответствии с обозначениями главы 3, это пря-
мые ℓ1 и ℓ2. Эти прямые полярно сопряжены относительно сферы, то
есть квадрики Дарбу. Поэтому, в соответствии с теоремой 3.2 ткань W
будет регулярной тогда и только тогда, когда прямая ℓ3 пересекает
прямые ℓ1 и ℓ2. Поскольку ℓ2 в бесконечности, то это означает, что
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ℓ3 — произвольная прямая, перпендикулярна оси Oz и пересекаю-
щая ее. Таким образом, третье семейство окружностей состоит из
линий тени, при условии, что источник света двигается по ℓ3. Или по-
другому: линии третьего семейства высекаются плоскостями пучка,
ось которого сопряжена прямой ℓ3 относительно Q. Это также прямая,
перпендикулярная оси Oz.

Естественно поставить более широкую задачу: описать триангуля-
ции плоскости тремя семействами кривых второго порядка (коник). В
этой главе мы рассматриваем частный случай этой задачи: описываем
все триангуляции плоскости, полученные с помощью тканей Бурау на
кубических поверхностях.

Пусть V — кубическая поверхность (кубика) в трехмерном про-
ективном пространстве. Известно, что на всякой кубической поверх-
ности есть 27 прямых (не обязательно вещественных), будем назы-
вать их также прямолинейными образующими. Пусть ℓi, i = 1, 2, 3, —
3 прямые, лежащие на V . Всякая плоскость, проходящая через ℓi,
пересекает V по кривой второго порядка S, так что в сечении получа-
ется (как и должно быть) кривая третьего порядка ℓi ∪ S. Обозначим
через Li пучки плоскостей с осями ℓi, λi — семейства коник, высе-
каемых плоскостями пучков Li на V , через W — три-ткань Бурау,
образованную семействами λi (см. Введение). При проектировании
ткани W из некоторой точки P на произвольную плоскость π по-
лучается три-ткань W̃ , образованная также семействами коник; эти
семейства будем обозначать λ̃i. Будем говорить, что три-ткань W̃
перспективно эквивалентна три-ткани W . Если одна из тканей W̃
или W будет регулярной, то таковой будет и другая. В самом деле,
при проектировании замкнутые шестиугольные фигуры переходят в
замкнутые.

Указанные 27 прямых на кубике образуют сложную конфигура-
цию, часть из них пересекаются. Кроме того, существуют кубические
поверхности, на которых прямые расположены специальным образом.
Например, на кубическом конусе имеется ∞ прямых. Три-ткань Бу-
рау не будет, вообще говоря, регулярной, если прямые ℓi находятся в
специальном расположении (не являются попарно скрещивающими-
ся). Соответствующие три-ткани будем называть специальными тка-
нями Бурау. В этой главе рассматриваются три случая расположения
прямых ℓi на невырожденной кубической поверхности 1) : две из пря-
мых ℓi имеют общую точку; одна из прямых пересекает две остальные;
все три прямые лежат в одной плоскости. В каждом из этих случаев
выделен подкласс регулярных тканей. Последние разделены на основ-
ные классы, для каждого из которых соответствующая кубическая

1) То есть не распадающейся на плоскости и квадрику или на 3 плоско-
сти.
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поверхность охарактеризована соотношениями на коэффициенты и в
терминах сингулярностей (теоремы 4.3, 4.5, 4.8).

Поскольку произвольная прямая пересекает кубическую поверх-
ность V , вообще говоря, в трех точках, то каждое из семейств ко-
ник λi, образующих на V три-ткань Бурау W , проектируется, вообще
говоря, в кубическое семейство коник. Таким образом, через каждую
точку области определения ткани W̃ проходит по три линии из каж-
дого семейства λ̃i.

Просто показывается, что семейства коник λ̃i будут (а) квадра-
тичными, если и только если центр проектирования P лежит на V и
(б) линейными (то есть пучками), если точка P к тому же является
особой точкой кубики V (задача 4.1). Как будет видно из приведенных
доказательств, кубика, допускающая специальную регулярную три-
ткань Бурау, имеет по крайней мере одну особую точку. Следова-
тельно, каждая специальная регулярная ткань Бурау может быть
спроектирована (из особой точки) на плоскость в регулярную три-
ткань, образованную пучками коник. Перебирая всевозможные вари-
анты проектирования, мы приходим к основному результату, сфор-
мулированному в теореме 4.23: в случае, если кубика не распадается
на плоскость и квадрику, существует 38 проективно различных типов
тканей, образованных пучками коник, перспективно эквивалентных
регулярным специальным тканям Бурау.

Простейший пример ткани Бурау получается следующим
образом. Полилинейное уравнение (1.16) определяет в пространстве
U параметров u1,u2,u3 кубическую поверхность V , на которой
координатные плоскости ui = ci = const высекают ткань W ′

0,
эквивалентную ткани W0. Найдем проективный аналог ткани W ′

0, для
чего перейдем в U к однородным координатам, положив ui → ui/u4.
Тогда уравнение (1.16) примет вид

Au1u2u3 +B1u2u3u4 +B2u1u3u4 +B3u1u2u4+

+ C1u1(u4)
2 + C2u2(u4)

2 + C3u3(u4)
2 +D(u4)

3 = 0; (4.1)

при этом семейства координатных плоскостей ui = const станут пуч-
ками плоскостей, оси которых (обозначим их ℓi) определяются уравне-
ниями ui = 0,u4 = 0. Как видно из (4.1), прямые ℓi лежат на кубике V ,
а точки их пересечения являются ее особыми точками. Непосредствен-
но проверяется, что последние свойства характеризуют кубическую
поверхность V . Таким образом, доказано следующее

Предложение 4.1. Три-ткань W0 эквивалентна специальной
ткани Бурау W ′

0, высекаемой на кубике V тремя попарно пересекаю-
щимися прямыми, лежащими на V , причем точки пересечения этих
прямых являются особыми точками кубики V .

Несколько слов о методе доказательства. В предыдущей главе мы
полностью решили проблему классификации регулярных круговых
тканей с помощью теоремы о границах регулярной ткани. Три-ткань,
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образованная пучками коник, значительно более сложный геометри-
ческий объект, нежели круговая ткань. В настоящей главе исполь-
зуются условия линеаризации алгебраических уравнений (см. § 1.3),
определяющих тот или иной класс тканей Бурау.

Предварительно дадим классификацию пучков коник. Произ-
вольный пучок определяется двумя базисными кониками, которые
пересекаются в четырех точках, общих всем коникам пучка. Они
называются вершинами пучка. Пучок назовем эллиптическим
(E-пучок), если все его вершины различные (т.е. простые или одно-
кратные) и вещественные; гиперболическим (H-пучок), если вершины
попарно комплексно-сопряженные и различные; полуэллиптическим
(EH-пучок или HE-пучок), если две вершины различные и
вещественные, а две мнимые. Если две вершины совпадают, то все
коники пучка касаются друг друга в двойной вершине. Такой пучок
будем называть параболическим пучком (P -пучок) эллиптического
или гиперболического типа (PE-пучок или PH-пучок) в зависимости
от того, являются ли простые вершины вещественными или мнимыми.
Если вершины попарно совпадают, то пучок назовем дважды
параболическим (WP -пучок). Если три вершины пучка совпадают,
то все коники пучка будут иметь в тройной (трехкратной) вершине
касание второго порядка. Такой пучок назовем сильнопараболическим
(SP -пучок). Наконец, если все 4 вершины совпадают, то все коники
пучка будут иметь в этой вершине касание третьего порядка. Такой
пучок назовем сверхпараболическим (UP -пучок).

Непосредственным вычислением доказываются следующие утвер-
ждения (задача 4.3).

Предложение 4.2.
1. PE-пучок (PH-пучок) коник однозначно определяется свои-

ми вершинами и общей касательной в двойной вершине; WP -пучок
коник однозначно определяется своими вершинами и общими каса-
тельными коник пучка в этих вершинах.

2. Существует ∞1 SP -пучков (связка) коник, имеющих заданные
вершины и общую касательную в тройной вершине.

3. Существует ∞2 UP -пучков (гиперсвязка) коник, имеющих за-
данную четырехкратную вершину и общую касательную в ней.

4. Произвольный SP -пучок имеет вид Q + λTℓ = 0, где Q = 0 —
произвольная коника, T = 0 — касательная к Q, ℓ = 0 — прямая,
проходящая через точку касания, λ — параметр пучка. В некоторых
проективных координатах уравнение связки из п. 2 имеет вид

x1x3 + a(x2)2 + λx2x3 = 0. (4.2)

Здесь тройная вершина — A1, простая вершина — A3, общая каса-
тельная — A1A2.

5. Произвольный UP -пучок имеет вид Q+ λT 2 = 0, где обозначе-
ния те же. Уравнение гиперсвязки из п. 3 может быть записано в
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виде
x1x3 + a(x2)2 + bx2x3 + λ(x3)2 = 0, (4.3)

причем вершина A1 — четырехкратная.

§ 4.2. Конструкции на кубической поверхности,
связанные с три-тканями Бурау

1. Укажем несколько простых свойств кубических поверхностей
в трехмерном проективном пространстве P3. Напомним, что P3 есть
четырехмерное векторное пространство L4 с отношением эквивалент-
ности a ∼ λa. Базисным векторам eα из L4 в P3 соответствуют точки
проективного репера, которые обозначаются Aα, α = 1, 2, 3, 4. Произ-
вольная точка M из P3 может быть записана в виде

M = xαAα, (4.4)

причем проективные однородные координаты xα определены с точно-
стью до ненулевого множителя.

Уравнение произвольной кубики V в некотором проективном ба-
зисе Aα будем записывать в виде

aαβγx
αxβxγ = 0, (4.5)

где xα — проективные координаты, α,β, γ = 1, 2, 3, 4. Легко проверя-
ется

Свойство 1. Вершина проективного репера Aα лежит на куби-
ке V тогда и только тогда, когда aααα = 0, и является особой точкой
кубики V тогда и только тогда, когда aααβ = 0, β = 1, 2, 3, 4.

Свойство 2. Пусть ℓ1 и ℓ2 — две скрещивающиеся образующие
кубики V . Тогда на V существует 5 образующих, пересекающих ℓ1
и ℓ2.

� Поместим на ℓ1 вершины репера A1 и A2, на ℓ2 — вершины A3
и A4. Если эти прямые лежат на V , то

a111 = a112 = a122 = a222 = 0, a333 = a334 = a344 = a444 = 0. (4.6)

Рассмотрим прямую ℓ3 = A1 + aA2,A3 + bA4, пересекающую ℓ1
и ℓ2. Потребуем, чтобы любая точка M = A1 + aA2 + t(A3 + bA4) этой
прямой принадлежала V . Тогда с учетом соотношений (4.6) получим
тождество относительно t:
a113 + a114b+ a133t+ a233at+ a223a

2 + a224a
2b+ a144b

2t+

+ a244ab
2t+ 2a123a+ 2a124ab+ 2a134bt+ 2a234abt ≡ 0,

откуда следуют соотношения

a113 + a114b+ a223a
2 + a224a

2b+ 2a123a+ 2a124ab = 0,
a133 + a233a+ a144b

2 + a244ab
2 + 2a134b+ 2a234ab = 0.

Исключив b, получим уравнение пятой степени на a. �
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Следствие: если ℓ1 и ℓ2 — две скрещивающиеся образующие
кубики V , то на V имеется по крайней мере одна вещественная обра-
зующая, пересекающая ℓ1 и ℓ2.

Непосредственно доказывается
Свойство 3. Если через точку M кубики V проходят 3 неком-

планарные образующие, то точка M — особая.
Свойство 4. Пусть M — особая точка кубики V , тогда
а) через M проходит 6 (не обязательно вещественных) образую-

щих этой кубики, принадлежащих конусу касательных к кубике V
в точке M ;

б) если на V имеется еще одна образующая, не проходящая че-
рез M , то она пересекает какие-либо две из указанных шести обра-
зующих.

� Поместим в особую точку M вершину репера A1. Тогда, в силу
свойства 1, a11α = 0, α = 1, 2, 3, 4, и уравнение кубики становится
линейным относительно координаты x1:

Φ3(A1) + x1Φ2(A1) = 0, (4.7)

где Φ3(A1) и Φ2(A1) есть соответственно кубическая и квадратичная
формы, зависящие от переменных x2,x3,x4. Уравнения Φ3(A1) = 0 и
Φ2(A1) = 0 определяют конусы соответственно третьего и второго
порядка с вершиной A1. Указанные конусы пересекаются по шести
прямым, каждая из которых, очевидно, лежит на поверхности V .

Непосредственно проверяется, что конус Φ2(A1) = 0 (иногда мы бу-
дем писать короче: конус Φ2(A1)) образован касательными в точке A1
к кривым, лежащим на V . Если этот конус невырожденный, то особая
точка A1 называется коническим узлом; если он распадается на пару
плоскостей, то особая точка A1 называется бипланарным узлом; если
эти плоскости совпадают — унипланарным узлом.

Докажем пункт б). Пусть прямая A2A3 лежит на V , тогда

a222 = a223 = a233 = a333 = 0.

В силу этих соотношений Φ3(A1) = x4Φ̃2(A1), то есть конус третьего
порядка Φ3(A1) распадается на плоскость и конус второго порядка.
Уравнение кубики V примет вид

x4Φ̃2(A1) + x1Φ2(A1) = 0.

Плоскость x4 = 0, содержащая особую точку A1 и образующую A2A3,
пересекает кубику V по линии x4 = 0,Φ2(A1) = 0 или

x4 = 0, a122(x
2)

2
+ 2a123x

2x3 + a133(x
3)

2
= 0.

Эта система определяет две прямые (не обязательно вещественные). �
Заметим, что если дискриминант последнего уравнения нуль, то

конусы Φ3(A1) и Φ2(A1) касаются вдоль образующей. В этом случае
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через особую точку A1 проходит всего 5 образующих (одна из них
двойная).

Свойство 5. Если A и B — особые точки кубики V , то пря-
мая AB лежит на V и будет двукратной общей образующей конусов
касательных Φ2(A) и Φ2(B). Через каждую из особых точек A и B
проходит по пять образующих кубики V , включая общую двойную
образующую AB.

� Пусть A1 и A2 — сингулярные точки на V . В силу свойства 1
уравнение кубики имеет вид

6a123x
1x2x3 + 6a124x

1x2x4 + 6a134x
1x3x4 + 6a234x

2x3x4+

+ 3a133x
1(x3)2 + 3a233x

2(x3)2 + 3a144x
1(x4)2 + 3a244x

2(x4)2+

+ 3a334x
4(x3)2 + 3a344x

3(x4)2 + a333(x
3)3 + a444(x

3)3 = 0.

Как видно, уравнения x3 = x4 = 0 прямой A1A2 удовлетворяют урав-
нению кубики.

Далее, записав уравнение кубики V в виде (4.7), найдем, что
конусы касательных Φ2(A1) и Φ2(A2) в точках A1 и A2 задаются
соответственно уравнениями

2a123x
2x3 + 2a124x

2x4 + 2a134x
3x4 + a133(x

3)2 + a144x
4)2 = 0,

2a123x
1x3 + 2a124x

1x4 + 2a234x
3x4 + a233(x

3)2 + a244(x
4)2 = 0.

В произвольной точке общей образующей A1A2 градиенты этих ко-
нусов пропорциональны направлению (0, 0, a123, a124). Следовательно,
общая образующая A1A2 является двукратной, и, если конусы не
распадаются, это означает, что они касаются вдоль A1A2.

Наконец, найдем пересечение кубических конусов Φ3(A1) и Φ3(A2)
с общей касательной плоскостью a123x

3 + a124x
4 = 0 квадратичных

конусов. Решая соответствующие системы, в обоих случаях придем
к кратному решению x3 = x4 = 0. Это означает, что в обоих случаях
прямая A1A2 будет двукратным пересечением кубического и квадра-
тичного конусов, то есть среди шести образующих, проходящих через
точку A1 или A2, будет одна двойная. �

Свойство 6. Пусть A1 и A2 — особые точки кубики V , и, кроме
того, на V лежит прямая A3A4. Тогда 4 образующие V , проходящие
через точку A1 и отличные от A1A2, и 4 аналогичные образующие,
проходящие через A2, лежат попарно в четырех плоскостях, прохо-
дящих через A1A2.

� Условие A3A4 ∈ V дает соотношения a333 = a334 = a344 = a444 =
= 0, в результате чего уравнение кубики, записанное в предыдущем
пункте, примет следующий вид:

2a123x
1x2x3 + 2a124x

1x2x4 + 2a134x
1x3x4 + 2a234x

2x3x4+

+ a133x
1(x3)2 + a233x

2(x3)2 + a144x
1(x4)2 + a244x

2(x4)2 = 0.
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В соответствии со свойством 4, образующие, проходящие через точ-
ку A1, задаются системой

Φ2(A1) ≡ 2x2(a123x
3 + a124x

4) + 2a134x
3x4 + a133(x

3)2 + a144(x
4)2 = 0,

Φ3(A1) ≡ x2(a233(x
3)2 + 2a234x

3x4 + a244(x
4)2) = 0,

(4.8)
а образующие, проходящие через точку A2 — системой

Φ2(A2) ≡ 2x1(a123x
3 + a124x

4) + 2a234x
3x4 + a233(x

3)2 + a244(x
4)2 = 0,

Φ3(A2) ≡ x1(a133(x
3)2 + 2a134x

3x4 + a144(x
4)2) = 0.

(4.9)
Рассмотрим две плоскости (обозначим их π1 и π2), заданные урав-

нением
a233(x

3)2 + 2a234x
3x4 + a244(x

4)2 = 0.

Каждая из этих плоскостей проходит через прямую A1A2 (x3 = x4 =
= 0). Как видно из уравнений (4.8), плоскости π1 и π2 принадлежат
конусу Φ3(A1) и каждая из них пересекает конус Φ2(A1) по некоторой
прямой; обозначим последние m1 и m2 соответственно. Уравнения
прямых m1 и m2 удовлетворяют системе (4.8), следовательно, это
образующие кубики V , проходящие через особую точку A1.

С другой стороны, система уравнений

x1 = 0, a233(x
3)2 + 2a234x

3x4 + a244(x
4)2 = 0

обращает в тождество уравнения системы (4.9). Следовательно, каж-
дая из плоскостей π1 и π2 содержит некоторую образующую, прохо-
дящую через особую точку A2.

Точно так же показывается, что каждая из плоскостей π3 и π4
конуса Φ3(A2), определяемых уравнением

a133(x
3)2 + 2a134x

3x4 + a144(x
4)2 = 0,

содержит, помимо образующей A1A2, еще две, одна из которых про-
ходит через сингулярную точку A1, другая — через A2. �

Свойство 7. Пусть ℓ1, ℓ2 и ℓ3 — образующие кубики V , причем
ℓ1 и ℓ2 пересекаются в точке M , а ℓ3 не пересекает ℓ1 и ℓ2. Тогда в
плоскости прямых ℓ1 и ℓ2 имеется еще одна образующая, пересека-
ющая ℓ3.

� Пусть ℓ1 = A1A4, ℓ2 = A2A4, ℓ3 = A3,A1 + A2, а кубика задана
уравнением (4.5). Из условия принадлежности этих прямых кубике
получим соотношения

aααα = 0, a114 = a144 = a224 = a244 = 0, a233 = a333 = 0,
a112 = a122, a133 = a233, a113 + a223 + 2a123 = 0.

В результате уравнение кубики примет вид
(x1 − x2)(a112x

1x2 + a113x
1x3 − a223x

2x3 + a133(x
3)2)+

x4(2a124x
1x2 + 2a134x

1x3 + 2a234x
2x3 + a334(x

3)2 + a344x
3x4) = 0.
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Плоскость x3 = 0, содержащая прямые ℓ1 и ℓ2, пересекает кубику
по трем прямым, причем третья определяется в плоскости x3 = 0
уравнением a112(x

1 − x2) + 2a124x
4 = 0. Эта образующая (обозначим

ее ℓ̃) проходит через точку A1 +A2. �
Напомним, что границей второго рода мы называем общую линию

двух семейств ткани.
Свойство 8. Пусть ℓ1 и ℓ2 — две скрещивающиеся образующие

кубики V , λ1 и λ2 — семейства коник, высекаемые на V плоскостями
пучков с осями ℓ1 и ℓ2. Существует по крайней мере одна граница
второго рода для семейств λ1 и λ2 — это вещественная образующая
кубики V , пересекающая ℓ1 и ℓ2.

� В самом деле, в силу следствия из свойства 2 такая образующая
существует, обозначим ее m. Эта прямая является общей компонентой
двух вырожденных коник: одна принадлежит пучку λ1 и высекается
плоскостью, проходящей через m, другая принадлежит пучку λ2 и
высекается плоскостью, также проходящей через m. Следовательно,
m — граница II рода. �

Свойство 9. Пусть ℓ1 и ℓ2 — две пересекающиеся образующие
кубики V , λ1 и λ2 — семейства коник, высекаемые на V плоскостями
пучков с осями ℓ1 и ℓ2. Если существует граница второго рода для
семейств λ1 и λ2, не лежащая в плоскости прямых ℓ1 и ℓ2, то точка
пересечения этих прямых является особой точкой кубики V .

� Две плоскости: одна из пучка с осью ℓ1, другая — с осью ℓ2,
не совпадающие с плоскостью образующих ℓ1 и ℓ2 (обозначим ее π),
пересекаются по некоторой прямой m, проходящей через точку M ,
M = ℓ1 ∩ ℓ2. Следовательно, только такая прямая может быть грани-
цей второго рода, не лежащей в плоскости π. Но для этого она должна
быть образующей кубики V . По свойству 3 получаем, что точка M
является особой. �

Свойство 10. Пусть S — особая точка кубики V , и ℓ — ее обра-
зующая, не проходящая через S. Образующие кубики V , проходящие
через S, обозначим m1, m2 , ...,m5, m6 (см. свойство 4), причем m5
и m6 пусть будут те образующие, которые в силу свойства 4 пере-
секают образующую ℓ. Тогда коники, высекаемые на V плоскостями
пучка с осью ℓ, при проектировании на плоскость из точки S пе-
реходят в пучок коник, проходящих через 4 точки m̃1, m̃2 m̃3, m̃4 —
образы прямых m1, m2 m3, m4. Этот пучок содержит, в частности,
две коники: одна из них определяется конусом касательных Φ2(S),
другая — конусом Φ̃2(S) (свойство 4).

� Образующие m1, m2, ...,m5, m6 пересекают все плоскости пучка
с осью ℓ, причем первые четыре из них пересекают все коники, высе-
каемые этими плоскостями на V . При проектировании из точки S все
точки пересечения, лежащие на одной образующей, проектируются
в одну и ту же точку. Поэтому образы всех коник будут проходить
через точки m̃1, m̃2, m̃3, m̃4.
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В силу свойства 4 кубический конус Φ3(S) распадается на плос-
кость и конус второго порядка Φ̃2(S), который также содержит обра-
зующие m̃1, m̃2, m̃3 и m̃4. Поэтому его образ также проходит через
эти точки. �

2. В заключение параграфа вернемся к ткани Бурау W , порож-
денной тремя попарно скрещивающимися образующими ℓi кубики V .
Покажем, что ткань W является регулярной.

Поместим на образующую ℓ1 вершины проективного репера A1
и A2 и проведем через них прямые t1 и t2, пересекающие ℓ2
и ℓ3. В точки пересечения прямых t1 и t2 с образующей ℓ2
поместим соответственно вершины репера A3 и A4. Кроме того,
репер нормируем так, чтобы точки пересечения прямых t1 и t2 с
образующей ℓ3 приняли вид A1 + A3 и A2 + A4 соответственно.
Требуя принадлежности кубике прямых ℓ1 = A1A2, ℓ2 = A3A4,
ℓ3 = A1 +A3,A2 +A4, получим уравнение кубики V в виде:

a113x
1x3(x1 − x3) + a114(x

1)2(x4) + 2a123x
1x2x3 + 2a124x

1x2x4+

+ 2a134x
1x3x4 + a144x

1(x4)2 − (a144 + 2a124 + 2a234)(x
2)2(x3)+

+ a224x
2x4(x2 − x4)− (a114 + 2a123 + 2a134)x

2(x3)2 + 2a234x
2x3x4 = 0.

Пучки плоскостей Li с осями ℓi зададим уравнениями
L1 : x

3 = λx4, L2 : x
1 = µx2, L3 : x

1 − x2 = ν(x3 − x4),
где λ, µ и ν — параметры пучков. Эти параметры являются также
параметрами коник, высекаемых плоскостями пучков на кубической
поверхности. Исключая переменные xα из уравнения кубики и
уравнений пучков, после несложных преобразований получим
уравнение рассматриваемой три-ткани Бурау:
a114(−λµ+ νµ+ νλ) + 2a123λν − 2a134λ(µ− ν)− 2a124(λ− ν)+

+ a144(ν − λ− ν)− 2a234λ− a113λν + a224 = 0.

Как видно, это уравнение полилинейное относительно всех парамет-
ров. Следовательно, рассматриваемая ткань W является регулярной.

В дальнейшем мы будем ссылаться на перечисленные в этом пара-
графе свойства кубической поверхности без указания параграфа («по
свойству 3 имеем» и т.п.)

§ 4.3. Регулярные специальные три-ткани Бурау
вида W1 и перспективно эквивалентные им
ткани вида W̃1. Случай 1: две из
образующих ℓi имеют общую точку

1. Предположим, что образующие ℓ1 и ℓ2 пересекаются в точ-
ке A4 и лежат в плоскости π. Выберем репер, как при доказательстве
свойства 7: ℓ1 = A1A4, ℓ2 = A2A4, ℓ3 = A3,A1 + A2. Заметим, что
прямая ℓ3 пересекает плоскость π в точке A1 +A2. Специальные тка-
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ни Бурау при указанном расположении прямых ℓi будем обозначать
символом W1.

В выбранном репере (см. свойство 7) уравнение кубической
поверхности имеет вид:
(x1 − x2)(a112x

1x2 + a113x
1x3 − a223x

2x3 + a133(x
3)2) + 2a124x

1x2x4+

+ 2a134x
1x3x4 + 2a234x

2x3x4 + a334(x
3)2x4 + a344x

3(x4)2 = 0. (4.10)

Пучки плоскостей Li зададим уравнениями:

L1 : x
2 = λx3, L2 : x

1 = µx3, L3 : x
4 = ν(x1 − x2). (4.11)

Исключая переменные xα из уравнений (4.10) и (4.11), получим
уравнение рассматриваемой три-ткани W1:
a344ν

2(µ− λ) + 2a124λµν + a112λµ+ 2a134µν + 2a234λν+

+ a113µ− a223λ+ a334ν + a133 = 0. (4.12)

Уравнение (4.12) линейно относительно параметров λ и µ. Перепишем
это уравнение в виде ν2P0 + νP1 + P2 = 0, где

P0 ≡ a344(µ− λ), P1 ≡ 2a124λµ+ a134µ+ 2a234λ+ a334,
P2 ≡ a112λµ+ a113µ− a223λ+ a133.

Согласно первому условию линеаризации (следствие к теореме 1.7),
рассматриваемая три-ткань является регулярной, если многочлены
P0,P1,P2 принадлежат одному пучку, то есть

rank

( 0 a344 −a344 0
2a124 2a134 2a234 a334
a112 a114 −a223 a133

)
= 2.

Имеем 2 варианта: либо
a344 = 0, (4.13)

либо
rank

(
2a124 2a134 + 2a234 a334
a112 a114 − a223 a133

)
= 2. (4.14)

Предложение 4.2. Соотношение (4.13) необходимо и достаточ-
но для того, чтобы точка A4 пересечения прямых ℓ1 и ℓ2 была особой
точкой кубики V . Условие (4.14) необходимо и достаточно для того,
чтобы на прямой ℓ3 существовали две особые точки.

� 1) Первая половина утверждения непосредственно вытекает из
свойства 1. Обозначим ткани, определяемые соотношением (4.13), че-
рез W11.

2) Особые точки поверхности V определяются системой

a112x
2(2x1 − x2) + a113x

3(2x1 − x2)− a223x
2x3+

+ a133(x
3)2 + 2a124x

2x4 + 2a134x
3x4 = 0,
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a112x
1(x1 − 2x2)− a113x

1x3 + a223x
3(2x2 − x1)−

− a133(x
3)2 + 2a124x

1x4 + 2a234x
3x4 = 0,

(x1 − x2)(a113x
1 − a223x

2 + 2a133x
3) + 2a134x

1x4+

+ 2a234x
2x4 + 2a334x

3x4 + a344(x
4)2 = 0,

2a124x
1x2 + 2a134x

1x3 + 2a234x
2x3 + a334(x

3)2 + 2a344x
3x4 = 0.

(4.15)
Используя уравнения x1 = x2, x4 = 0 прямой ℓ3 = A3,A1 + A2, полу-
чим всего два уравнения:

a112(x
1)2 + (a113 − a223)x

1x3 + a133(x
3)2 = 0,

2a124(x
1)2 + 2(a134 + a234)x

1x3 + a334(x
3)2 = 0.

(4.16)

В силу условия (4.14) эти уравнения совпадают. �
Рассмотрим второй случай более подробно. Прежде всего заметим,

что по крайней мере одна из особых точек, определяемых систе-
мой (4.16), не лежит в плоскости π, иначе кубика V распадается на
плоскость и квадрику. Поэтому в одну из особых точек можно поме-
стить вершину репера A3, тогда (см. свойство 1) будут выполняться
соотношения

a133 = a334 = 0. (4.17)

Далее рассмотрим отдельно два геометрически различных подслучая.
Подслучай 1: образующая ℓ̃ кубики V a112(x

1 − x2) + 2a124x
4 = 0,

пересекающая все прямые ℓi и лежащая в плоскости π (см. свойство 7),
не проходит через точку A4. Тогда на нее можно поместить вершины
репера A1 и A2, что дает

a112 = 0. (4.18)

Условие регулярности (4.14) в этом случае приводит к соотношению
a124(a113 − a223) = 0. Если a124 = 0, то кубика V распадается. Поэтому
регулярность дает

a113 − a223 = 0. (4.19)

Обозначим регулярные ткани, определяемые соотношениями (4.17),
(4.18) и (4.19), через W12.
Подслучай 2: образующая ℓ̃ проходит через точку A4. Тогда

a124 = 0, (4.20)
и уравнение прямой ℓ̃ принимает вид x1 − x2 = 0, то есть это пря-
мая A4,A1 + A2. Таким образом, в рассматриваемом случае через
точку A4 проходит 3 образующие коники V , лежащие в одной плос-
кости π. Из условия регулярности (4.14) получаем соотношение

a134 + a234 = 0. (4.21)

Обозначим ткани, определяемые соотношениями (4.17), (4.20) и (4.21),
через W13.
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Уравнение (4.12) ткани W13 в силу указанных соотношений имеет
вид

a344ν
2(µ− λ) + 2νa134(µ− λ) + a112λµ+ a113µ− a223λ = 0. (4.22)

Упростим это уравнение, выбрав точки A1 и A2 (они пока не фик-
сированы) полярно сопряженными точке A4 относительно конуса ка-
сательных Φ2(A3) к поверхности V в особой точке A3. Тогда для
тканей W13 будет выполняться еще соотношение

a134 = 0. (4.23)

Ткани W12, для которых выполняется также условие (4.13), обо-
значим через W ′

12. Таким образом, ткань W ′
12 определяется соотноше-

ниями (4.13), (4.17), (4.18) и (4.19). Эти ткани характеризуются тем,
что на кубике V имеется всего 3 особые точки: A4 и две на прямой ℓ3 —
A3 и M(a134 + a234, a134 + a234,−a124, 0). Через W ′′

12 обозначим тка-
ни W ′

12, для которых выполняется еще соотношение (4.21). В этом
случае A3 ≡ M и на прямой ℓ3 имеется одна двукратная особая точка.

Покажем, что второе условие линеаризации (следствие к теоре-
ме 1.7) не приводит к новым классам тканей. В самом деле, пусть кри-
вые P1 = 0 и P2 = 0 (см. выше) распадаются на пары прямых с общей
точкой пересечения. Но они могут распадаться только на прямые вида
λ = const и µ = const, следовательно, если у них центры совпадают,
то и прямые совпадают. Отсюда вытекает, что многочлены P1 и P2
пропорциональны, так что все многочлены Pi принадлежат одному
пучку, и мы приходим к рассмотренному случаю (4.14).

Рассмотрим второе условие линеаризации, переписав уравне-
ние (4.12) по степеням переменной µ: µR0 +R1 = 0, где

R0 = µ(a344ν
2 + 2a124λν + 2a134ν + a113),

R1 = −a344λν
2 + 2a234λν − a223λ+ a334ν + a133 = 0.

Элементарные рассуждения показывают, что эти многочлены могут
быть записаны в виде (1.19) только в случае, если a344 = 0. Пусть да-
лее, в соответствии с условием линеаризации, кривые R0 = 0 и R1 = 0
распадаются. В силу строения многочленов R0 и R1, каждый из них
будет иметь тогда компоненту вида aλ+ b. Но поскольку у распавших-
ся кривых должен быть общий центр, то указанные компоненты будут
пропорциональны. Отсюда вытекает, что уравнение ткани (4.12), а,
следовательно, и уравнение кубики V разлагается в произведение
двух множителей, и кубика V распадается. То же самое мы получим,
записав уравнение ткани (4.12) по степеням λ.

Результаты обобщает следующая
Теорема 4.3. Пусть V — кубическая поверхность, заданная

уравнением (4.5), не распадающаяся на плоскость и квадрику; ℓi —
3 прямые на V , причем ℓ1 и ℓ2 пересекаются, а ℓ3 не пересекает
ℓ1 и ℓ2; W1 — специальная три-ткань Бурау, определяемая этими
прямыми. Выберем проективный репер так, чтобы ℓ1 = A1A4,
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ℓ2 = A2A4, ℓ3 = A3,A1 + A2, тогда уравнение кубики V примет
вид (4.10), а уравнение три-ткани W1 — вид (4.12). Существует
5 классов регулярных три-тканей вида W1: W11, W12, W13,
W ′

12 и W ′′
12, выделяемых в выбранном репере соответственно

соотношениями (4.13); (4.17), (4.18) и (4.19); (4.17), (4.20), (4.21) и
(4.23); (4.13), (4.17), (4.18) и (4.19); (4.13), (4.17), (4.18), (4.19) и (4.21).

При этом кубика V , несущая ткань W11, характеризуется тем,
что точка A4 пересечения прямых ℓ1 и ℓ2 является особой точкой
кубики V ; кубика V , несущая ткань W12 или W13, характеризу-
ется тем, что на прямой ℓ3 существуют две особые точки, при-
чем в случае тканей W13 через точку пересечения образующих ℓ1
и ℓ2 проходит еще одна образующая кубики V , лежащая в той же
плоскости, что и прямые ℓ1 и ℓ2; кубика V , несущая ткань W ′

12,
характеризуется тем, что на ней имеется всего 3 особые точки: A4
и две на прямой ℓ3; кубика V , несущая ткань W ′′

12, характеризуется
тем, что на ней имеется всего 2 особые точки: двукратная A3 и A4.

Заметим, что если на ткани W12 одна из особых точек, лежащих
на прямой ℓ3, есть точка A1 + A2 = ℓ3 ∩ π, то a124 = 0 и кубика V
распадается.

Найденные 5 классов регулярных специальных три-тканей Бурау
вида W1, а также перспективно эквивалентные им ткани вида W̃1
(см. ниже) будем называть основными классами вида W1 или, соответ-
ственно, вида W̃1. Детальная проективная классификация тканей W̃1
будет дана в § 4.6. Далее в этой главе мы будем придерживаться
аналогичных определений и обозначений.

2. Рассмотрим теперь основные классы регулярных три-тканей
вида W̃1, перспективно эквивалентных тканям вида W1.

2-1. Ткань W̃11 получается проектированием ткани W11 из особой
точки A4 на плоскость A1A2A3. Плоскости, проходящие через
прямые ℓ1 = A1A4 и ℓ2 = A2A4, спроектируются в пучки прямых с
вершинами A1 и A2 (семейства λ̃1 и λ̃2 соответственно). Уравнение
кубики V в рассматриваемом случае имеет вид (x1 − x2)Φ̃2(A4) +
+ x4Φ2(A4) = 0, или

(x1 − x2)(a112x
1x2 + a113x

1x3 − a223x
2x3 + a133(x

3)2)+

+ x4(2a124x
1x2 + 2a134x

1x3 + 2a234x
2x3 + a334(x

3)2) = 0.
(4.24)

Уравнение третьего семейства ткани W̃11 получим, исключая
переменную x4 из уравнения (4.24) и третьего уравнения (4.11):

a112x
1x2 + a113x

1x3 − a223x
2x3 + a133(x

3)2+

+ ν(2a124x
1x2 + 2a134x

1x3 + 2a234x
2x3 + a334(x

3)2) = 0.
Как видно, семейство λ̃3 ткани W̃11 есть пучок коник с базисными
кониками Φ̃2(A4) = 0 и Φ2(A4) = 0, которые пересекаются в точках A1,
A2, m̃3 и m̃4, соответствующих общим образующим конусов Φ̃2(A4)

и Φ2(A4) (см. свойство 10). Таким образом, ткань W̃11 образована
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пучком коник, имеющих по крайней мере 2 вещественные вершины A1
и A2 и двумя пучками прямых с вершинами в этих точках.

2-2. Ткань W̃12 получим проектированием ткани W12 из особой
точки A3 на плоскость π = A1A2A4. В силу соотношений (4.17), (4.18)
и (4.19) уравнение (4.10) кубики V примет вид x3Φ2(A3) + Φ3(A3) = 0
или

x3(a113(x
1 − x2)2 + 2a134x

1x4 + 2a234x
2x4 + a344(x

4)2)+

+ 2a124x
1x2x4 = 0.

(4.25)

Исключая отсюда переменную x3 с помощью первого или второго
уравнений (4.11), найдем уравнения первых двух семейств ткани W̃12:

λ̃1 : Φ2(A3) + 2λa124x
2x4 = 0, λ̃2 : Φ2(A3) + 2µa124x

1x4 = 0. (4.26)

Семейство λ̃3 получается проектированием пучка плоскостей, прохо-
дящих через прямую A3,A1 +A2, из точки A3 на плоскость, содержа-
щую точку A1 +A2. Следовательно, λ̃3 есть пучок прямых с вершиной
A1 +A2.

Как видно, первое семейство есть пучок коник с базисом
Φ2(A3) = 0 и x2x4 = 0, второе — пучок коник с с базисом Φ2(A3) = 0
и x1x4 = 0. Вершины первого пучка: A1 + A2 (двукратная) и точки
пересечения коники Φ2(A3) = 0 с прямой x2 = 0, обозначим их m̃3, m̃4.
Следовательно, семейство λ̃1 есть параболический пучок коник
(P -пучок) с вершинами m̃3, m̃4 и двукратной вершиной A1 +A2.

Аналогично получаем, что семейство λ̃2 линий ткани W̃12 есть
также P -пучок коник с двукратной вершиной A1 + A2 и простыми
вершинами m̃1, m̃2. Коники обоих пучков имеют в точке A1 + A2
общую касательную A1A2 (рис. 39).

Легко проверяется, что уравнение Φ2(A3) = 0 задает произволь-

Φ2 3( )A
A2

m~ 1

m~ 3

m~ 4

m~ 2

A1

A4

A A1 2+

Рис. 39.

ную конику плоскости, проходя-
щую через точку A1 +A2 и касаю-
щуюся в этой точке прямой A1A2.
Таким образом, описанные выше
свойства полностью характеризу-
ют ткань W̃12.

Замечание: на прямой ℓ3
есть еще одна, помимо A3,
особая точка S, координа-
ты которой с учетом соотно-
шений (4.17)–(4.19) находим
из второго уравнения (4.16):
S(a134 + a234, a134 + a234,−a124, 0).
Можно показать, что три-ткань, полученная проектированием
ткани W12 из особой точки S, будет проективно эквивалентна
ткани W̃12.
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2-3. Обозначим W̃ ′
12 три-ткань, которая получается проектирова-

нием ткани W ′
12 из особой точки A3 на плоскость A1A2A4. Семейства

линий ткани W̃ ′
12 будут такие же, как в предыдущем пункте, но с

учетом соотношения (4.13). В силу последнего коники обоих пучков λ̃1
и λ̃2 проходят через точку A4. Это свойство характеризует ткани W̃ ′

12.
2-4. При проектировании ткани W ′

12 из особой точки A4 на плос-
кость A1A2A3 получится ткань W̃11, образованная пучком коник,
имеющих по крайней мере 2 вещественные вершины A1 и A2, и двумя
пучками прямых с вершинами в этих точках.

2-5. Рассмотрим ткань W̃ , которая получается проектиро-
ванием W ′

12 из особой точки M(a134 + a234, a134 + a234,−a124, 0)
на плоскость A1A2A4. Перейдем к новому проективному реперу
{A1,A2, Ã3 ≡ M ,A4}, тогда координаты преобразуются следующим
образом:

x1 = x̃1 + (a134 + a234)x̃
3, x2 = x̃2 + (a134 + a234)x̃

3,
x3 = −a124x̃

3, x4 = x̃4.

В новых координатах уравнения первых двух семейств ткани W̃
имеют вид:

a113(x̃
1 − x̃2)2 + 2a134x̃

4(x̃1 − x̃2) + 2λa124x̃
1x̃4 = 0,

a113(x̃
1 − x̃2)2 + 2a234x̃

4(x̃2 − x̃1) + 2µa124x̃
2x̃4 = 0.

Семейство λ̃3 есть пучок прямых с вершиной A1 +A2.
Как и в случае 2-4, первые два семейства линий ткани есть па-

раболические пучки коник с общей двукратной вершиной A1 + A2,
и коники обоих пучков проходят через точку A4. Следовательно,
W̃ ≡ W̃ ′

12.
Отметим, что для тканей W ′′

12 (добавляется условие (4.21)) полу-
чаются те же типы тканей, что и для тканей W ′

12.
2-6. Ткань W̃13 получается проектированием ткани W13 из особой

точки A3 на плоскость A1A2A4. В силу соотношений (4.17), (4.20) и
(4.21) уравнение (4.10) кубики V принимает вид

x3Φ̃2(A3) + a112x
1x2(x1 − x2) = 0, (4.27)

где конус Φ̃2(A3) определяется уравнением

(x1 − x2)(a113x
1 − a223x

2 + 2a134x
4) + a344(x

4)2 = 0. (4.28)

Конус Φ̃2(A3) — произвольный конус с вершиной A3, который со-
держит прямую ℓ3 = A3,A1 + A2, и касательная плоскость к нему
вдоль этой образующей проходит через точку A4. Ткань W̃13, как и
ткань W̃12, состоит из двух параболических пучков коник с общей
касательной A1 +A2,A4 в общей двукратной вершине A1 +A2 и пучка
прямых с вершиной в этой точке. Пучки коник имеют общую базис-
ную конику Φ̃2(A3) = 0. Отличие от тканей W̃12 в том, что прямые
ℓ1 = A1A4 и ℓ2 = A2A4 пересекаются с общей касательной коник
пучков в точке A4.
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Покажите, что если проектировать три-ткань W13 из особой точ-
ки S, то снова получается ткань W̃13.

Итак, всего имеется 4 основных класса регулярных тканей ви-
да W̃1: это ткани W̃11, W̃12, W̃ ′

12 и W̃13.

§ 4.4. Регулярные специальные три-ткани Бурау
вида W2 и перспективно эквивалентные им
ткани вида W̃2. Случай 2: образующая ℓ2
пересекает образующие ℓ1 и ℓ3

1. Выберем проективный репер следующим образом: ℓ1 = A3A1,
ℓ2 = A1A2, ℓ3 = A2A4. Если эти прямые лежат на кубике V , то ее
уравнение имеет вид:
a114(x

1)2x4 + 2a123x
1x2x3 + 2a124x

1x2x4 + 2a134x
1x3x4+

+ a144x
1(x4)2 + a223(x

2)2x3 + a233x
2(x3)2 + 2a234x

2x3x4+

+ a334(x
3)2x4 + a344x

3(x4)2 = 0. (4.30)

Пучки плоскостей Li зададим уравнениями

L1 : x2 = λx4; L2 : x3 = µx4; L3 : x1 = νx3.

Исключая переменные xα из уравнений кубики и пучков плоско-
стей Li, найдем уравнение ткани Бурау вида W2:
a114µν

2 + ν(2a123λµ+ 2a124λ+ 2a134µ+ a144)+

+ a223λ
2 + a233λµ+ 2a234λ+ a334µ+ a344 = 0. (4.31)

Это уравнение линейно относительно µ. Первое условие линеаризации
(следствие к теореме 1.7) дает условие линейности по ν:

rank

(
a223 a233 2a234 a334 a344
0 2a123 2a124 2a134 a144
0 0 0 a114 0

)
= 2. (4.32)

Переписав уравнение (4.31) в виде λ2P0 + λP1 + P2 = 0, найдем ана-
логичное условие линеаризации по λ:

rank

(
a114 2a134 a334 a144 a344
0 2a123 a233 2a124 2a234
0 0 0 0 a223

)
= 2. (4.33)

Отсюда, исключая случаи распадения кубики V , находим условия
регулярности.

1) Ткани W21:
a223 = a114 = 0. (4.34)

2) Пусть, например,

a223 = 0, a114 ̸= 0. (4.35)
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(В симметричном случае a223 ̸= 0, a114 = 0 геометрия аналогична,
поэтому он не рассматривается).

В силу (4.35) условие (4.33) выполняется, а условие (4.32) дает
следующие варианты:

2.1) ткань W22:
a234

a124
=

a344

a144
=

a233

2a123
≡ s; (4.36)

2.2) ткань W25:
a124 = a144 = a123 = 0; (4.37)

2.3) ткань W26:

a124 = a234 = 0,
a344

a144
=

a233

2a123
≡ s; (4.38)

2.4) ткань W27:

a124 = a234 = 0, a144 = a123 = 0; (4.39)

2.5) ткань W28:

a144 = a344 = 0,
a234

a124
=

a233

2a123
≡ s; (4.40)

2.6) ткань W29:

a144 = a344 = 0, a123 = a124 = 0. (4.41)

3) Пусть теперь

a223 ̸= 0, a114 ̸= 0. (4.42)

Тогда условия (4.32) и (4.33) дадут соотношения

a123 = 0, a233 = 0, a124 = 0, a144 = 0. (4.43)

Обозначим соответствующую регулярную ткань W23.
Теперь используем второе условие линеаризации (см. следствие

к теореме 1.7) для нахождения классов регулярных тканей. Пусть
уравнение ткани записано в виде (4.31). Согласно указанному
условию, ткань является регулярной, если уравнения

P0 ≡ a114µ = 0, P1 ≡ 2a123λµ+ 2a124λ+ 2a134µ+ a144 = 0,
P2 ≡ a223λ

2 + a233λµ+ 2a234λ+ a334µ+ a344 = 0

определяют три вырожденные кривые второго порядка с общим цен-
тром. Если a114 ̸= 0, то кривая P0 = 0 распадается на прямые µ = 0
и ℓ∞. Следовательно, центр кривой лежит на ℓ∞ и две другие кривые
P1 = 0 и P2 = 0 должны распадаться только на линии вида µ = const.
Это дает a123 = 0, a124 = 0, a223 = 0, a233 = 0, a234 = 0, и тогда куби-
ка (4.30) распадается.
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Если a114 = 0, то каждая из кривых P1 = 0 и P2 = 0 в случае
распадения содержит множитель вида aλ+ b = 0. Но поскольку цен-
тры этих кривых должны совпадать, то эти множители должны быть
пропорциональны. Отсюда вытекает, что уравнение (4.31), а, следо-
вательно, и уравнение (4.30) распадается в произведение, и кубика V
также распадается.

Теперь перепишем уравнение (4.31) по степеням λ:

a223λ
2 + λ(2a123µν + 2a124ν + a233µ+ 2a234)+

+ a114µν
2 + 2a134µν + a144ν + a334µ+ a344 = 0.

и снова применим второе условие линеаризации. Здесь P0 = a223 —
многочлен нулевой степени, пусть это U (см. обозначения в § 1.3),
а P1 = 2a123µν + 2a124ν + a233µ + 2a234 — многочлен второй степе-
ни, пусть это V . Тогда многочлен P2 = a114µν

2 + 2a134µν + a144ν +
+ a334µ + a344 должен выражаться через U и V по формуле (1.19),
что возможно только в случае, если a114 = 0 и многочлены P1 и
P2 принадлежат одному пучку. Но тогда мы приходим к первому
условию линеаризации и получаем уже исследованный случай.

Наконец, перепишем уравнение (4.31) в виде µQ1 +Q2 = 0, где

Q1 ≡ a114ν
2 + 2a123λν + 2a134ν + a233λ+ a334,

Q2 ≡ a223λ
2 + 2a124λν + 2a234λ+ a144ν + a344.

(4.44)

Согласно второму условию линеаризации ткань будет регулярной,
если коники Q1 = 0 и Q2 = 0 представляют собой пары прямых с
общей точкой пересечения. Это приводит к следующим условиям
(проверьте!):

a233 = −2aa123, a144 = −2ba124,
a134 = −aa114 − ba123, a234 = −ba223 − aa124,
a334 = a2a114 + 2aba123, a344 = b2a223 + 2aba124,

(4.45)

где a и b — некоторые числа. Обозначим W24 регулярную ткань,
определяемую соотношениями (4.45).

2. Охарактеризуем кубические поверхности, допускающих регу-
лярные ткани вида W2, в терминах сингулярностей.

2-1. Кубические поверхности, несущие ткань W21, характеризуют-
ся тем, что точки A1 и A2, в которых пересекаются прямые ℓi, яв-
ляются особыми. Проверьте, что эти особые точки являются, вообще
говоря, коническими узлами.

2-2. Предложение 4.4.Кубика V , несущая ткань W22, имеет
две особые точки на прямой ℓ3, одна из которых — точка A2 являет-
ся бипланарным узлом. Касательные плоскости π1 и π2, на которые
распадается конус касательных в точке A2, обладают следующим
свойством: одна из них содержит прямую ℓ2, другая — прямую ℓ3.
Указанные свойства в совокупности являются характеристическими.
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� Точка A2 является особой в силу соотношения (4.35) и свой-
ства 1. Чтобы найти остальные особые точки кубики V , рассмотрим
систему, определяющую особые точки кубики (4.30):

2a114x
1x4 + 2a123x

2x3 + 2a124x
2x4 + 2a134x

3x4 + a144(x
4)2 = 0,

2a123x
1x3 + 2a124x

1x4 + 2a223x
2x3 + a233(x

3)2 + 2a234x
3x4 = 0,

2a123x
1x2 + 2a134x

1x4 + a223(x
2)2 + 2a233x

2x3 + 2a234x
2x4+

+ 2a334x
3x4 + a344(x

4)2 = 0,
a114(x

1)2 + 2a124x
1x2 + 2a134x

1x3 + 2a144x
1x4 + 2a234x

2x3+

+ a334(x
3)2 + 2a344x

3x4 = 0.
(4.46)

Полагая x1 = x3 = 0, получим уравнения на координаты особых точек,
лежащих на прямой ℓ3 = A2A4. С учетом (4.35) и (4.36) получим един-
ственное уравнение 2a124x

2x4 + a144(x
4)2 = 0. Если x4 = 0, то получа-

ем точку A2; в случае 2a124x
2 + a144x

4 = 0 получаем еще одну особую
точку. Заметим, что a124 ̸= 0, иначе из (4.36) получается a234 = 0,
и мы приходим к тканям W26. Следовательно, вторая особая точка
отлична от A2. Поместив в нее вершину A4 (канонизация репера), в
силу свойства 1 получим a144 = a344 = 0, и соотношения (4.36) перей-
дут в соотношения (4.40), определяющие ткани W28. Таким образом,
ткань W28 геометрически эквивалентна ткани W22, они различаются
аналитически из-за различного положения точки A3.

В результате проведенной канонизации уравнение кубики V при-
мет вид Φ3(A4) + x2Φ2(A2) = 0, где

Φ2(A2) = 2(x1 + sx3)(a123x
3 + a124x

4),
Φ3(A4) = x4(a114(x

1)2 + 2a134x
1x3 + a334(x

3)2).
(4.47)

Как видно, конус касательных Φ2(A2) распадается на две плоско-
сти, π1 : x1 + sx3 = 0 и π2 : a123x

3 + a124x
4 = 0. Первая содержит

прямую ℓ3, вторая — ℓ2.
Осталось показать, что других особых точек на кубике V нет.

Прежде проведем дальнейшую специализацию репера: поместим вер-
шину репера A3 в точку пересечения прямой ℓ1 с плоскостью π1. Тогда
s = 0 и соотношения (4.35) и (4.36), определяющие рассматриваемую
ткань W22, принимают следующий простой вид:

a223 = a144 = a233 = a234 = a344 = 0. (4.36′)

Теперь легко проверить, что других особых точек, кроме найденных
A2 и A4, на кубике V нет.

Обратно, пусть поверхность V задана уравнением (4.30), и на
прямой ℓ3 имеются две вещественные особые точки, причем одна из
них — точка A2 является бипланарным узлом. Поместим во вторую
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точку вершину A4 репера, тогда по свойству 1 получим a223 = a144 =
= a344 = 0. При этих условиях

Φ2(A2) = 2a123x
1x3 + 2a124x

1x4 + a233(x
3)2 + 2a234x

3x4.

Пусть особая точка A2 является бипланарным узлом, тогда ко-
нус Φ2(A2) распадается, что дает соотношение

a124(a124a233 − 2a123a234) = 0.

Если a124 = 0, то конус Φ2 распадается на две плоскости, одна из
которых (x3 = 0) содержит прямую ℓ2, а другая не содержит, вообще
говоря, прямых ℓ2 и ℓ3.

Если равен нулю второй сомножитель, то получаем соотноше-
ние (4.35), а конус Φ2(A2) распадается на две плоскости, одна из
которых содержит прямую ℓ2, другая — прямую ℓ3. �

2-3. В силу соотношений (4.43), характеризующих ткани W23, си-
стема (4.46), определяющая в этом случае особые точки кубики V ,
принимает вид:

(a114x
1 + a134x

3)x4 = 0, (a223x
2 + a234x

4)x3 = 0,
a134x

1x4 + a223(x
2)2 + 2a234x

2x4 + 2a334x
3x4 + a344(x

4)2 = 0,
a114(x

1)2 + 2a134x
1x3 + 2a234x

2x3 + a334(x
3)2 + 2a344x

3x4 = 0.

Эта система имеет 4 решения: две особые точки на ℓ3, определяемые
уравнением a223(x

2)2 + 2a234x
2x4 + a344(x

4)2 = 0, и две особые точ-
ки на прямой ℓ1, определяемые уравнением a114(x

1)2 + 2a134x
1x3 +

+ a334(x
3)2 = 0. При этом в силу неравенств (4.46) ни одна из этих

точек не совпадает с точками A1 и A2. Простым вычислением прове-
ряется, что это свойство характеризует рассматриваемый случай.

Поместив вершины репера A3 и A4 в особые точки, получим соот-
ношения a334 = a344 = 0. Таким образом, в построенном каноническом
репере ткань W23 выделяется соотношениями:

a123 = a124 = a144 = a233 = a334 = a344 = 0. (4.43′)

2-4. В силу соотношений (4.45), характеризующих ткани W24, урав-
нение кубики V примет вид

a114x
4(x1 − ax3)2 + a223x

3(x2 − bx4)2+

+ 2(a123x
3 + a124x

4)(x1 − ax3)(x2 − bx4) = 0.
(4.48)

Как видно, прямая x1 − ax3 = 0,x2 − bx4 = 0 лежит на кубике V и
все ее точки являются особыми. Она пересекает прямые ℓ1 и ℓ3, но
не проходит через точки A1 и A2. Поэтому на нее можно поместить
вершины A3 и A4 репера. Тогда ее уравнения примут вид x1 = x2 = 0,
то есть получаем a = b = 0, в результате чего соотношения (4.45)
принимают простой вид:

a134 = 0, a233 = 0, a334 = 0, a234 = 0, a144 = 0, a344 = 0. (4.45′)

6 А.М. Шелехов, В.Б. Лазарева, А.А. Уткин
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Обратно, пусть на кубике V существует прямая m из особых точек,
пересекающая прямые ℓ1 и ℓ3, но не содержащая точки A1 и A2.
Положим A3 ≡ ℓ1 ∩ m, A4 ≡ ℓ3 ∩ m, тогда уравнения x1 = x2 = 0
должны обращать в тождества все равенства системы (4.46), опреде-
ляющей особые точки. Полагая в (4.46) x1 = x2 = 0, получим тожде-
ства 2a134x

3x4 + a144(x
4)2 ≡ 0, a233(x

3)2 + 2a234x
3x4 ≡ 0, a334x

3x4 ≡ 0,
a334(x

3)2 ≡ 0, откуда и следуют равенства (4.45′).
Таким образом, существование прямой из особых точек является

характеристическим свойством поверхности V , несущей специальную
ткань Бурау W24.

2-5. Анализируя систему (4.46) при условиях (4.35) и (4.37), опре-
деляющих ткани W25, найдем, что на кубике V имеется две особые
точки: A2 и B(0, a344, 0,−2a124), лежащие на ℓ3. В этом случае конус
касательных в точке A2 имеет вид: Φ2(A2) = x3(a233x

3 + 2a234x
4), то

есть точка A2 — бипланарный узел. При этом, в отличие от тка-
ней W22, плоскость π1 (x3 = 0) содержит прямые ℓ2 и ℓ3, а плоскость π2
(a233x

3 + 2a234x
4 = 0) содержит прямую ℓ2.

Так же, как в п. 2-2, проверяется, что последние свойства являются
характеристическими.

Поместив в особую точку B вершину A4 репера, получим a344 = 0.
В таком репере ткань W25 будет определяться соотношениями:

a223 = a124 = a144 = a123 = a344 = 0. (4.37′)

Эти уравнения совпадают с уравнениями (4.41), следовательно, клас-
сы W25 и W29 совпадают.

Выделим некоторые специальные случаи.
2-5-1. Ткани W 1

25: к условиям (4.37′) добавляется соотношение

a234 = 0. (4.49)

Оно означает, что особая точка A2 является унипланарным узлом.
2-5-2. Ткани W 2

25: к условиям (4.37′) добавляется соотношение

a114a334 − a2
134 = 0. (4.50)

Оно означает, что кубика V имеет еще одну сингулярную точку
P (2a134a234, 0,−2a114a234, a114a233).

2-5-3. Ткани W 3
25: к условиям (4.37′) добавляются соотноше-

ния (4.49) и (4.50).
2-6. При условиях (4.35) и (4.38), определяющих ткани W26, систе-

ма (4.46) примет вид:

2a114x
1x4 + 2a123x

2x3 + 2a134x
3x4 + a144(x

4)2 = 0,
2a123x

1x3 + 2sa123(x
3)2 = 0,

2a123x
1x2 + 2a134x

1x4 + 2sa123x
2x3 + 2a334x

3x4 + sa144(x
4)2 = 0,

a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + 2a144x
1x4 + a334(x

3)2 + 2sa144x
3x4 = 0.
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Так как a123 ̸= 0, то из второго уравнения следует, что либо x3 = 0,
либо x1 + sx3 = 0. Если x3 = 0, то из первого и последнего уравнений
находим:

(2a114x
1 + a144x

4)x4 = 0, (a114x
1 + 2a144x

4)x1 = 0.

Так как a114a144 ̸= 0, то отсюда следует только x1 = x4 = 0, то есть
получаем точку A2.

Если x1 + sx3 = 0, но x3 ̸= 0, то из последнего уравнения системы
получаем соотношение a114s

2 − 2a134s + a334 = 0. В силу последнего
соотношения кубика V распадается на плоскость x1 + sx3 = 0 и квад-
рику. Следовательно, других особых точек, кроме точки A2, нет.

В рассматриваемом случае конус касательных в особой точке A2
имеет вид: Φ2(A2) = 2a123x

3(x1 + sx3), то есть точка A2 — бипла-
нарный узел. Плоскость π1 (x3 = 0) содержит прямые ℓ2 и ℓ3, а
плоскость π2 (x1 + sx3 = 0) содержит прямую ℓ3. Непосредственно
проверяется, что перечисленные свойства являются характеристиче-
скими.

В случае тканей W26 репер можно специализировать, положив
A3 = π2 ∩ ℓ1. Тогда s = 0, и соотношения, выделяющие ткани W26,
примут вид:

a223 = a124 = a234 = a233 = a344 = 0. (4.38′)

2-7. Анализируя систему (4.46) при условиях (4.35) и (4.39), опре-
деляющих ткани W27, находим, что поверхность V в этом случае
имеет только одну особую точку A2. Так как Φ2(A2) = a233(x

3)2, то
точка A2 — унипланарный узел, причем π1 ≡ π2 ∋ ℓ2, ℓ3.

Обратно, пусть кубика, определяемая уравнением (4.30), имеет
унипланарный узел A2 и π1 ≡ π2 ∋ ℓ2, ℓ3. Тогда Φ2(A2) = a233(x

3)2,
что дает соотношения a223 = a123 = a124 = a234 = 0. В силу этих со-
отношений уравнение ткани (4.31) после замены параметра 1/µ → µ
принимает вид:

a114(ν)
2 + 2a134ν + a233λ+ a334 + µ(a144ν + a344) = 0.

Используя условия линеаризации, находим условие регулярности —
a144 = 0, что вместе с полученными выше соотношениями дает усло-
вия (4.39), определяющие ткани W27.

Доказана
Теорема 4.5. Пусть V — кубическая поверхность, не распа-

дающаяся на плоскость и квадрику, на которой лежат прямые
ℓ1 = A3A1, ℓ2 = A1A2, ℓ3 = A2A4. Специальная три-ткань Бурау W2,
определяемая прямыми ℓi, будет регулярной тогда и только тогда
(с точностью до геометрически симметричных случаев), когда ку-
бика V имеет следующие особенности:

• точки A1 и A2 являются особыми точками кубики V (основной
класс W21);

6*
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• на прямой ℓ3 имеется две особые точки, причем одна из них —
A2 является бипланарным узлом со следующим свойством: од-
на из плоскостей, на которые распадается конус касательных
в A2, содержит прямую ℓ2, а другая — прямую ℓ3 (основной
класс W22);

• на каждой из прямых ℓ1 и ℓ3 имеется две особые точки, не
совпадающие с точками A1 и A2 (основной класс W23);

• на V существует прямая из особых точек, пересекающая пря-
мые ℓ1 и ℓ3, но не проходящая через точки A1 и A2 (основной
класс W24);

• на прямой ℓ3 имеется две особые точки, причем точка A2
является планарным узлом; кроме того одна из плоскостей,
на которые распадается конус касательных в A2, содержит
прямые ℓ2 и ℓ3, а другая — прямую ℓ2 (основной класс W25);

• на прямой ℓ3 имеется один бипланарный узел A2, причем од-
на из плоскостей, на которые распадается конус касательных
в A2, содержит прямые ℓ2 и ℓ3, а другая — прямую ℓ3 (основной
класс W26);

• на прямой ℓ3 имеется один унипланарный узел A2, который
содержит прямые ℓ2 и ℓ3 (основной класс W27).

3. Основные классы регулярных три-тканей вида W̃2.
3-1. Ткань W̃21 получается проектированием ткани W21 из одной

из сингулярных точек A1 или A2. Оба случая геометрически экви-
валентны. Непосредственно проверяется, что ткань W̃21 совпадает с
тканью W̃11, рассмотренной в предыдущем параграфе.

3-2. Ткань W̃ ′
22 получается проектированием ткани W22 из

бипланарного узла A2 на плоскость π = A1A3A4. Пусть соотношения,
выделяющие три-ткань W22, записаны в виде (4.36′). Тогда (см. (4.47))

Φ2(A2) = 2x1(a123x
3 + a124x

4) ≡ 2x1T1,

Φ3(A2) = x4(a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + a334(x
3)2) ≡ x4Φ̃2(A2).

(4.47′)

Пучок λ̃1 задается уравнением
2λT1x

1 + Φ̃2(A2) = 0. (4.51)
В него входят две вырожденные коники: T1x

1 = 0 и Φ̃2(A2) = 0,
которые пересекаются в двойной точке A4 и точках m̃1 и m̃2
(T1 = 0, Φ̃2(A2) = 0). Таким образом, λ̃1 есть P -пучок коник с
простыми вершинами m̃1, m̃2 и двукратной вершиной A4. Так как
точка A4 — двойная, то все коники пучка имеют в этой точке
общую касательную A3A4 (x1 = 0). Семейство λ̃2 линий ткани W̃ ′

22
представляет собой пучок прямых с вершиной A1, семейство λ̃3 —
пучок прямых с вершиной A4.

3-3. Ткань W̃ ′′
22 получается проектированием ткани W22 из кониче-

ского узла A4 на плоскость π = A1A2A3. Запишем уравнение кубики V
(с учетом соотношений (4.36′)) в виде Φ3(A4) + x4Φ2(A4) = 0, где
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Φ2(A4) = a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + a334(x
3)2 + 2a124x

1x2,
Φ3(A4) = 2a123x

1x2x3.
(4.52)

Уравнение пучка λ̃1 имеет вид

Φ2(A4) + 2λa123x
1x3 = 0. (4.53)

Прямая A2A3 (x1 = 0) касается коники Φ2(A4) в точке A2; пря-
мая x3 = 0 пересекают конику Φ2(A4) в точках A2 и m̃3 (x3 = 0,
a114x

1 + 2a124x
2 = 0). Так как точка A2 — тройная, то λ̃1 — SP -пучок

коник с тройной вершиной A2 и простой вершиной m̃3. Все коники

Φ2 4( )A

A2

m~ 1

m~ 3

m~ 2

A1

A3

Рис. 40.

этого пучка имеют в точке A2
общую касательную A2A3
(рис. 40).

Уравнение пучка λ̃2 имеет
вид

Φ2(A4) + 2µa123x
1x2 = 0.

(4.54)
Все коники этого пучка так-
же проходят через точку A2 и
имеют в ней общую касатель-
ную A2A3. Кроме того, они проходят через точки m̃1 и m̃2 (x2 = 0,
Φ2(A4) = 0). Следовательно, λ̃2 — P -пучок коник с простыми верши-
нами m̃1 и m̃2 и двукратной вершиной A2.

Семейство λ̃3 ткани W̃ ′′
22 есть пучок прямых с вершиной A2.

3-4. В случае тканей W23 все 4 особые точки кубики V равно-
правны. Обозначим через W̃23 ткань, которая получается проекти-
рованием ткани W23, например, из конического узла A4 на плос-
кость π = A1A2A3. Запишем уравнение (4.30) кубики V в виде
Φ3(A4) + x4Φ2(A4) = 0, где, в силу соотношений (4.43′),

Φ2(A4) = a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + 2a234x
2x3,Φ3(A4) = a223(x

2)2x3.

Семейство λ̃1 задается уравнением Φ2(A4) + λa223x
2x3 = 0 и состо-

Φ2 4( )A

A2

m~ 2
A1 A3

t2 t1

Рис. 41.

ит из коник, проходящих через точ-
ки A2, A3 и m̃2, причем в точ-
ке A2 у них общая касательная
ℓ2 = A2A1. Следовательно, λ̃1 —
PE-пучок коник с двойной верши-
ной A2 (рис. 41).

Семейство λ̃2 задается уравнени-
ем Φ2(A4) + µa223(x

2)2 = 0 и состоит
из коник, проходящих через точки A3
и m̃2, причем в этих точках у них
общие касательные (обозначим их t1
и t2). Следовательно, λ̃2 — WP -пучок



166 Гл. 4. Три-ткани Бурау

коник. Третье семейство линий ткани W̃23 есть пучок прямых с вер-
шиной A2.

3-5. Пусть три-ткань W24 задана соотношениями (4.45′), тогда
каждая точка прямой A3A4 является коническим узлом. Обозначим
через W̃24 проекцию ткани W24, например, из точки A4 на
плоскость A1A2A3. Уравнение кубики V в силу соотношений (4.45′)
запишется в виде Φ3(A4) + x4Φ2(A4) = 0, где Φ2(A4) = x1T1,
Φ3(A4) = x2x3T2, T1 = a114x

1 + 2a124x
2, T2 = 2a123x

1 + 2a223x
2.

Первое семейство λ̃1 линий ткани W̃24 определяется уравнением
x1T1 + λx3T2 = 0 и состоит из коник, проходящих через точки A2, m̃1 и
двукратную точку A3. Следовательно, λ̃1 — PE-пучок коник. Все ко-
ники пучка имеют в кратной вершине A3 общую касательную T2 = 0.

Семейство λ̃2 определяется уравнением x1T1 + µx2T2 = 0 и пред-
ставляет собой семейство пар прямых с общей вершиной A3.

Третье семейство линий ткани W̃24 есть пучок прямых с верши-
ной A2.

3-6. Обозначим через W̃ ′
24 три-ткань, полученную проектировани-

ем ткани W24 из произвольной точки P = A4 + pA3 прямой особых
точек A3A4. Непосредственным вычислением можно показать, что
первое и третье семейства линий ткани W̃ ′

24 задаются уравнениями:

λ̃1 : Φ2(P ) + λx3(2a123x
1 + a223x

2) = 0,

λ̃3 : Φ2(P )− νx3(a114x
1 + 2a124x

2) = 0,

где Φ2(P ) = a114(x
1)2 + 2x1x2(pa123 + a124) + pa223(x

2)2, а второе есть
пучок прямых с вершиной A3. Семейства λ̃1 и λ̃3 есть P -пучки c

A3

m~ 1 m~ 2

l1 l3

Рис. 42.

общей двойной вершиной A3 и об-
щими простыми вершинами m̃1 и
m̃2, определяемыми на прямой A1A2
уравнением Φ2(P ) = 0. Как вид-
но из написанных выше уравне-
ний пучков, коники пучка λ̃1 име-
ют в вершине A3 общую касательную
ℓ1 ≡ 2a123x

1 + a223x
2 = 0, а кони-

ки пучка λ̃3 — общую касательную
ℓ3 ≡ a114x

1 + 2a124x
2 = 0 (рис. 42).

3-7. Обозначим через W̃ ′
25 проек-

цию ткани W25 из бипланарного уз-
ла A2 на плоскость A1A3A4. Урав-
нение кубики V в силу соотношений

(4.37′) запишется в виде x4Φ̃2(A2) + x2Φ2(A2) = 0, где

Φ2(A2) = x3(a233x
3 + 2a234x

4),

Φ̃2(A2) = a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + a334(x
3)2.
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Первое семейство определяется уравнением Φ̃2(A2) + λΦ2(A2) = 0.
Это P -пучок коник с кратной вершиной A4 и с общей касательной
в ней x3 = 0. Однократные вершины пучка (обозначим их m̃1 и m̃2)
есть точки пересечения прямой a233x

3 + 2a234x
4 = 0 с парой пря-

мых Φ̃2(A2) = 0. Семейства λ̃2 и λ̃3 есть пучки прямых с вершина-
ми A1 и A4.

Отметим, что рассматриваемая ткань отличается от ткани W̃ ′
22

тем, что вершина A1 пучка прямых (семейство λ2) лежит на касатель-
ной к пучку коник λ1 в двойной точке A4.

В случае a234 = 0 (ткани W 1
25, см. (4.49)) семейство λ1 становится

пучком прямых с вершиной A4, следовательно, λ1 ≡ λ3 и ткань W̃ ′
25

в этом случае не существует.
В случае a114a334 − a2

134 = 0 (ткани W 2
25, см. (4.50)) однократные

вершины пучка λ1 совпадают и он становится параболическим (WP )
пучком.

3-8. Обозначим через W̃ ′′
25 проекцию ткани W25 из конического

узла A4 на плоскость A1A2A3. Уравнение кубики V в силу
соотношений (4.37′) запишется в виде Φ3(A4) + x4Φ2(A4) = 0, где

Φ2(A4) = a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + 2a234x
2x3 + a334(x

3)2,
Φ3(A4) = a233x

2(x3)2.

Прямая x3 = 0 касается коники Φ2(A4) в точке A2; прямая
x2 = 0 пересекает ее в точках m̃1 и m̃2, определяемых уравнением
a114(x

1)2 + 2a134x
1x3 + a334(x

3)2 = 0.
Семейство λ̃1 задается уравнением Φ2(A4) + a233λ(x

3)2 = 0. Это
UP -пучок коник с четырехкратной вершиной A2. В этой вершине все
коники пучка имеют общую касательную x3 = 0.

Семейство λ̃2 задается уравнением Φ2(A4) + a233µx
2x3 = 0. Это

P -пучок коник с двукратной вершиной A2, простыми вершинами m̃1
и m̃2, и общей касательной x3 = 0.

Третье семейство линий ткани W̃ ′′
25 есть пучок прямых с верши-

ной A2.
В случае a234 = 0 (ткани W 1

25) семейство λ1 становится пучком
прямых с вершиной A4 и ткань W̃ ′

25 в этом случае не существует. В
случае a114a334 − a2

134 = 0 (ткани W 2
25) однократные вершины пучка λ1

совпадают и он становится параболическим (WP ) пучком.
3-9. Обозначим через W̃ ′′′

25 проекцию ткани W 2
25 из особой точки

P (2a134a234, 0,−2a114a234, a114a233) на плоскость A1A2A4 (см. п. 2-5-2).
Перейдем к новому реперу, передвинув вершину A3 в точку P . Тогда
координаты преобразуются следующим образом:

px1 + x3 = x̃1, a233x
3 + 2a234x

4 = x̃4, x2 = x̃2, x3 = x̃3. (4.54)

В новых координатах уравнение кубики V с учетом соотноше-
ний (4.37′) примет следующий вид («волну» над новыми координата-
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ми опускаем):

a334(x
1)2x4 − a334a233(x

1)2x3 + 2a234x
2x3x4 = 0, (4.55)

а уравнения пучков Li плоскостей, высекающих ткань Бурау (см. п.1),
запишутся, соответственно, так:

2a234x
2 = λ(x4 − a233x

3), 2a234x
3 = µ(x4 − a233x

3), x1 = ν(p+ 1)x3.

Напомним, что уравнение семейства λ̃i ткани W̃ ′′′
25 получается исклю-

чением переменной x3 из уравнения (4.55) и уравнения семейства Li.
Проделав вычисления, получим, соответственно:

a334a233(x
1)2 − 2x2x4 + λ(x4)2 = 0,

a334(x
1)2 + µx2x4 = 0,

a334(pν + 1)x1x4 − a334a233(x
1)2 + 2a234x

2x4 = 0.

Первое семейство представляет собой UP -пучок с базисными коника-
ми (x4)2 = 0 и a334a233(x

1)2 − 2x2x4 = 0, четверная вершина пучка на-
ходится в точке A2, прямая x4 = 0 есть общая касательная к коникам
пучка. Все коники пучка проходят через точку A4. Второе семейство
есть WP -пучок коник с общими кратными вершинами A2 и A4 и каса-
тельными в них x4 = 0 и x2 = 0 соответственно. Третье семейство есть
SP -пучок с базисными кониками a334a233(x

1)2 − 2x2x4 = 0 и x1x4 = 0,
с тройной вершиной A2 и простой вершиной A4, прямая x4 = 0 есть
общая касательная к коникам пучка.

3-10. Обозначим через W̃26 проекцию ткани W26 из планарного
узла A2 на плоскость A1A3A4. Уравнение кубики V в силу соотноше-
ний (4.38′) запишется в виде 2a123x

1x2x3 + x4Φ̃2(A2) = 0, где

Φ̃2(A2) = a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + a144x
1x4 + a334(x

3)2.

Семейство λ̃1 задается уравнением 2a123λx
1x3 + Φ̃2(A2) = 0. Это

SP -пучок коник с трехкратной вершиной A4 и простой вершиной m̃1,
определяемой уравнениями x3 = 0, Φ̃2(A2) = 0. В этой вершине все
коники пучка имеют общую касательную x1 = 0.

Второе семейство линий ткани W̃24 есть пучок прямых с верши-
ной A1, третье — пучок прямых с вершиной A4.

3-11. Обозначим через W̃27 проекцию ткани W27 из планарного
узла A2 на плоскость A1A3A4. Уравнение кубики V в силу соотноше-
ний (4.35) и (4.39) запишется в виде a233x

2(x3)2 + x4Φ̃2(A2) = 0, где

Φ̃2(A2) = a114(x
1)2 + 2a134x

1x3 + a334(x
3)2 + a344x

3x4.

Семейство λ̃1 задается уравнением a233λ(x
3)2 + Φ̃2(A2) = 0. Это

UP -пучок коник с четырехкратной вершиной A4. В ней все коники
пучка имеют общую касательную x3 = 0. Семейство λ̃2 есть пучок
прямых с вершиной A1, λ̃3 — пучок прямых с вершиной A4.
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Итак, всего имеется 10 основных классов регулярных тканей
вида W̃2, отличных от основных классов вида W̃1, — это ткани W̃ ′

22,
W̃ ′′

22, W̃23, W̃24, W̃ ′
24, W̃ ′

25, W̃ ′′
25, W̃ ′′′

25 , W̃26 и W̃27.

§ 4.5. Регулярные специальные три-ткани Бурау
вида W3 и перспективно эквивалентные им
ткани вида W̃3. Случай 3: все три
образующие ℓi лежат в одной плоскости

1. Обозначим плоскость, в которой лежат образующие ℓi, через π,
и выберем репер следующим образом: ℓ1 = A2A3, ℓ2 = A1A3,
ℓ3 = A1A2. Кроме того, поместим вершину проективного репера A4
на кубику V . Тогда ее уравнение примет вид:

a114(x
1)2x4 + a144x

1(x4)2 + a224(x
2)2x4 + a244x

2(x4)2+

+ a334(x
3)2x4 + a344x

3(x4)2 + 2a123x
1x2x3 + 2a124x

1x2x4+

+ 2a134x
1x3x4 + 2a234x

2x3x4 = 0. (4.56)

Очевидно, что кубика V распадается на квадрику и плоскость π,
содержащую прямые ℓi, тогда и только тогда, когда a123 = 0. В этом
параграфе будем полагать a123 ̸= 0.

Пучки плоскостей Li зададим уравнениями

x1 = λx4, x2 = µx4, x3 = νx4. (4.57)

Исключая переменные xα из (4.56) и (4.57), получим уравнение
рассматриваемой ткани W3:

2a123λµν + a114λ
2 + a224µ

2 + a334ν
2 + 2a124λµ+ 2a134λν+

+ 2a234µν + a144λ+ a244µ+ a344ν = 0. (4.58)

Случай I. Пусть все точки Ai особые. Тогда выполняются соотно-
шения

a114 = 0, a224 = 0, a334 = 0, (4.59)

уравнение (4.58) становится полилинейным, следовательно, ткань W3
является регулярной. Отметим, что это в точности ткань W ′

0, которая
рассматривалась в предложении 4.1. Обозначим ее теперь W31.

Случай II. Только две из точек Ai особые, пусть A1 и A3. Тогда

a114 = 0, a334 = 0, a224 ̸= 0, (4.60)

и уравнение ткани (4.58) принимает вид:

a224µ
2 + µ(2a123λν + 2a124λ+ 2a234 + a244)+

+ 2a134λν + a144λ+ a344ν = 0. (4.61)
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Это уравнение линейно относительно λ и ν, поэтому первое условие
линеаризации по µ

rank

( 0 0 0 a224
2a123 2a124 2a234 a244
2a134 a144 a344 0

)
= 2. (4.62)

приводит к регулярности ткани.
Предложение 4.6. Условие (4.62) необходимо и достаточно для

того, чтобы особые точки A1 и A3 были бипланарными узлами.
� Условие (4.62) эквивалентно соотношениям

a134

a123
=

a144

2a124
=

a344

2a234
≡ p. (4.63)

В силу последних уравнение (4.56) кубики V запишется следующим
образом:

a224(x
2)2x4 + a244x

2(x4)2 + 2(px4 + x2)(a124x
1x4+

+ a234x
3x4 + a123x

1x3) = 0. (4.64)

Как видно из этого уравнения, конус касательных в точке A1 распа-
дается на плоскости px4 + x2 = 0 и a124x

4 + a123x
3 = 0, а в точке A3 —

на плоскости px4 + x2 = 0 и a234x
4 + a123x

1 = 0.
Обратно: если потребовать, чтобы точки A1 и A3, лежащие на

поверхности (4.56), были бипланарными узлами, то придем к усло-
вию (4.63). �

Предположим, что прямая a124x
4 + a234x

3 = 0, a234x
4 + a123x

1 = 0
пересекает кубику V в вещественных точках. Поместим в одну из них
вершину A4, тогда будут выполняться соотношения a124 = a234 = 0 и
условие регулярности (4.62) сведется к соотношениям

a124 = a234 = a144 = a344 = 0. (4.65)

Анализируя систему для определения особых точек поверхности V в
случае (4.65), найдем, что, помимо A1 и A3, может быть еще сингу-
лярная точка A4 при условии

a244 = 0. (4.66)

Обозначим регулярную три-ткань, определяемую условиями (4.60) и
(4.65), через W32, а условиями (4.60), (6.65) и (4.66) — через W ′

32.
Такими же рассуждениями, как в предыдущих случаях, можно

показать, что второе условие линеаризации не приводит к новым
классам регулярных тканей.

Случай III. Только одна из точек Ai особая, пусть A1. Тогда вы-
полняются соотношения

a114 = 0, a224 ̸= 0, a334 ̸= 0. (4.67)
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Записав в этом случае уравнение ткани (4.58) по степеням перемен-
ных µ или ν и применив первое условие линеаризации, мы придем к
условию a123 = 0, при котором кубика V распадается.

Запишем уравнение (4.58) при условиях (4.67) в виде λQ1 +Q2 = 0:
λ(2a123µν + 2a124µ+ 2a134ν + a144)+

+ a224µ
2 + a334ν

2 + 2a234µν + a244µ+ a344ν) = 0 (4.68)

и применим второе условие линеаризации. Напомним, что оно озна-
чает: распадение коник Q1 и Q2 и совпадение их центров. Коники Q1
и Q2 могут распадаться только следующим образом: 2a123(µ+ a)(ν +
+ b) = 0 и (Aµ+ Bν + C)(A1µ+ B1ν) = 0 соответственно. Поскольку
центры этих коник совпадают, то точка µ = −a, ν = −b лежит на
каждой из прямых, на которые распадается Q2. С учетом этого об-
стоятельства уравнение (4.68) примет вид

2a123λ(µ+ a)(ν + b) + p(A(µ+ a) +B(ν + b))(bµ− aν) = 0, (4.69)

если a и b не равны одновременно нулю, или

2a123λµν + (Aµ+Bν)(A1µ+B1ν) = 0, (4.69′)

если a = b = 0.
Рассмотрим ткань, заданную уравнением (4.69). Заменяя в (4.69)

переменные λ,µ, ν по формулам (4.57), получим уравнение кубики V :

2a123x
1(x2 + ax4)(x3 + bx4) + p(A(x2 + ax4)+

+B(x3 + bx4))(bx2 − ax3) = 0. (4.70)

Найдем особые точки этой кубики. Их координаты определяются
системой:

(x2 + ax4)(x3 + bx4) = 0,
2a123x

1(x3 + bx4) + pAx4(bx2 − ax3)+

+ (A(x2 + ax4) +B(x3 + bx4))bx4 = 0,
2a123x

1(x2 + ax4) + pBx4(bx2 − ax3)+

+ (A(x2 + ax4) +B(x3 + bx4))(−ap)x4 = 0,
2a123ax

1(x3 + bx4) + 2a123bx
1(x2 + ax4)+

+ p(bx2 − ax3)(A(x2 + 2ax4) +B(x3 + 2bx4)) = 0.

(4.71)

Эта система удовлетворяется, если положить

x2 + ax4 = x3 + bx4 = 0. (4.72)

Следовательно, прямая, определяемая уравнениями (4.72) (обозначим
ее m), состоит из особых точек. Теперь вспомним, что вершина репе-
ра A4 находится на кубике V . Поместим ее на m, тогда m ≡ A1A4, ее
уравнения будут x2 = x3 = 0, и из (4.72) получаем a = b = 0. Таким
образом, уравнения (4.69) и (4.69′) определяют одну и ту же ткань.
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Если с помощью (4.57) записать уравнение кубики, соответствующее
уравнению (4.69′), то найдем, что

a114 = 0, a124 = 0, a134 = 0, a144 = a244 = a344 = 0. (4.73)

Предложение 4.7. Уравнение ткани (4.68) приводится к ви-
ду (4.69) или (4.69′) тогда и только тогда, когда на кубике V име-
ется прямая из особых точек, проходящая через точку A1.

� В одну сторону утверждение уже доказано. Обратно: пусть ку-
бика V , заданная уравнением (4.56) при условии (4.67) имеет прямую
особых точек, проходящую через точку A1. При этом предположении
особые точки кубики V определяются системой:

2a123x
2x3 + 2a124x

2x4 + 2a134x
3x4 + a144(x

4)2 = 0,
2a123x

1x3 + 2a124x
1x4 + 2a224x

2x4 + 2a234x
3x4 + a244(x

4)2 = 0,
2a123x

1x2 + 2a134x
1x4 + 2a234x

2x4 + 2a334x
3x4 + a344(x

4)2 = 0,
2a124x

1x2 + 2a134x
1x3 + 2a144x

1x4 + a224(x
2)2+

+ 2a234x
2x3 + 2a244x

2x4 + a334(x
3)2 + 2a344x

3x4 = 0.
(4.74)

Поместим на особую прямую вершину репера A4, тогда все точки
прямой A1A4 будут особыми и система (4.74) должна удовлетворяться
при x2 = x3 = 0 и произвольных x1 и x4. Это приводит в точности к
соотношениям (4.73). �

Обозначим регулярную ткань, определяемую соотношения-
ми (4.73), через W33, и заметим при этом, что других особых точек
на кубике (4.73), помимо лежащих на особой прямой A1A4, нет.

Перепишем уравнение (4.68) в виде P0µ
2 + P1µ+ P2 = 0, где

P0 = a224, P1 = (2a123µλ+ 2a124λ+ 2a234ν + a244,
P2 = a334ν

2 + 2a134λν + a144λ+ a344ν,

и применим второе условие линеаризации. Сравнивая с (1.19), видим,
что имеется единственный вариант: один из многочленов U ,V должен
быть нулевой степени, а другой — степени 2. Отсюда получается, что
все Pi принадлежат одному пучку, то есть приходим к первому усло-
вию линеаризации. Аналогичный вывод получим, если (4.68) запишем
по степеням ν.

Случай IV.
a114 ̸= 0, a224 ̸= 0, a334 ̸= 0. (4.75)

Применяя, как в предыдущих случаях, первое условие линеаризации
к уравнению (4.58), мы придем к матрице, в которой имеются от-
личные от нуля миноры третьего порядка, равные 2a114a224a123 и т.п.
Поэтому регулярных тканей на этом пути не получится.

Второе условие линеаризации также ничего не даст — доказатель-
ство такое же, как и в предыдущем случае.

Полученные результаты объединяет следующая
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Теорема 4.8. Предположим, что прямые ℓ3 = A1A2, ℓ1 = A2A3
и ℓ2 = A3A1 расположены на кубической поверхности V . Тогда урав-
нение поверхности V имеет вид (4.56), а уравнение специальной
три-ткани Бурау W3, определяемой прямыми ℓi, имеет вид (4.58).
Три-ткань W3 является регулярной тогда и только тогда, когда
выполняется одна из следующих серий соотношений: (4.59) (основной
класс W31); (4.60) и (4.65) (основной класс W32); (4.60),(4.65) и (4.66)
(основной класс W ′

32); (4.73) (основной класс W33). В каждом из
этих случаев кубика V характеризуется соответственно следую-
щими геометрическими условиями: точки Ai пересечения прямых ℓi
являются особыми точками кубики V ; две из этих точек являются
бипланарными узлами; две из этих точек являются бипланарными
узлами и существует еще одна особая точка на V ; существует
прямая из особых точек, проходящая через одну из точек Ai.

2. Основные классы регулярных три-тканей вида W̃3.
2-1. Пусть W̃31 — проекция ткани W31 на плоскость A2A3A4 из осо-

бой точки A1. В силу соотношений (4.59) уравнение (4.56) кубики V
запишется в виде Φ3(A1) + x1Φ2(A1) = 0, где

Φ2(A1) = a144(x
4)2 + 2a123x

2x3 + 2a124x
2x4 + 2a134x

3x4,

Φ3(A1) = x4(a244x
2x4 + a344x

3x4 + 2a234x
2x3) = x4Φ̃2(A1).

Семейство λ̃1 определяется уравнением λΦ2(A1) + Φ̃2(A1) = 0 и пред-
ставляет собой пучок коник, проходящих через точки A2, A3, m̃1 и m̃2.
Семейства λ̃2 и λ̃3 — пучки прямых с вершинами A2 и A3. Очевидно,
три-ткань W̃31 совпадает с три-тканью W̃11.

2-2. Пусть W̃32 — проекция ткани W32 на плоскость A2A3A4 из
особой точки A1. В силу соотношений (4.60) и (4.65) уравнение (4.56)
кубики V в этом случае запишется в виде Φ3(A1) + x1Φ2(A1) = 0, где

Φ2(A1) = 2T1T2,

Φ3(A1) = x4(x2(a224x
2 + a244x

4) + 2a234x
3T1) ≡ x4Φ̃2(A1),

где T1 = x2 + px4, T2 = a123x
3 + a124x

4.
Семейство λ̃1 определяется уравнением λΦ2(A1) + Φ̃2(A1) = 0. Это

параболический пучок коник с двойной вершиной A3 и простыми
вершинами m̃1 и m̃2 (T2 = 0, Φ̃2(A1) = 0). Все коники пучка λ̃1 имеют
в вершине A3 общую касательную T2 = 0.

Семейства λ̃2 и λ̃3 есть пучки прямых с вершинами A2 и A3. Как
видно из этого описания, ткань W̃32 совпадает тканью W̃ ′

22.
2-3. Пусть W̃ ′

32 — проекция ткани W ′
32 на плоскость A2A3A4 из

особой точки A1. В силу соотношений (4.60), (4.65) и (4.66) уравне-
ние (4.56) кубики V в этом случае запишется в виде

a224(x
2)2x4 + 2a123x

1x2x3 + 2a134x
1x3x4 = 0.
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Семейство λ̃1 задается уравнением

a224(x
2)2 + 2λx3(a123x

2 + a134x
4) = 0,

а семейства λ̃2 и λ̃3 будут пучками прямых с вершинами A2 и A4
соответственно. Семейство λ̃1 представляет собой WP -пучок коник
с двойными вершинами A4 и A3 и касательными в них x3 = 0
a123x

2 + a134x
4 = 0 соответственно.

2-4. Пусть W̃ ′′
32 — проекция ткани W ′

32 на плоскость A1A2A3 из
особой точки A4. Уравнение кубики V будет то же, что и предыдущем
случае, а уравнения семейств запишутся в виде:

λ̃1 : a224(x
2)2 + 2a134x

1x3 + 2λa123x
2x3 = 0;

λ̃2 : a224(x
2)2 + 2a134x

1x3 + 2µa123x
1x3 = 0;

λ̃3 : a224(x
2)2 + 2a134x

1x3 + 2νa123x
1x2 = 0.

Пучок λ̃1 представляет собой SP -пучок коник с вершинами A1
(тройная) и A3, причем общая касательная к коникам пучка в A1 —
прямая x3 = 0. Пучок λ̃2 представляет собой WP -пучок коник
с двойными вершинами A1 и A3 и касательными в них x3 = 0
x1 = 0 соответственно. Пучок λ̃3 представляет собой SP -пучок коник
с вершинами A1 и A3 (тройная), причем общая касательная к коникам
пучка в A3 — прямая x1 = 0. Все 3 пучка содержат базисную конику
a224(x

2)2 + 2a134x
1x3 = 0.

2-5. Пусть W̃33 — проекция ткани W33 на плоскость A1A2A3 из
особой точки A4. В силу (4.73) уравнение кубики (4.56) примет вид

a224(x
2)2x4 + a334(x

3)2x4 + 2a123x
1x2x3 + 2a234x

2x3x4 = 0. (4.76)

Исключая переменную x4 из уравнений пучков (4.57) и уравнения
кубики (4.76), найдем, что семейство λ̃1 представляет собой пучок вы-
рожденных коник — пар прямых с общей вершиной A1; семейство λ̃2
есть параболический пучок коник с общей касательной ℓ3 = A1A2 в
двойной вершине A1 и простыми вершинами m̃1 и m̃2 (лежащими на
прямой ℓ1 = A2A3); семейство λ̃3 есть параболический пучок коник
с общей касательной ℓ2 = A1A3 в двойной вершине A1 и с простыми
вершинами m̃1 и m̃2. Сравнивая с результатом § 4.4, п. 3-6, убедимся,
что ткань W̃33 совпадает с тканью W̃ ′

24.
2-6. Проектируя ткань W33 из особой точки A1 на плос-

кость A2A3A4, получим ткань W0, состоящую из трех пучков прямых
с вершинами A2, A3 и A4.

Итак, имеется всего 3 основных класса регулярных тканей ви-
да W̃3, отличных от тканей вида W̃1 и W̃2: это ткани W̃ ′

32, W̃ ′′
32

и W0.
Результаты объединяет следующая
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Теорема 4.9. Существует всего 17 основных классов регуляр-
ных тканей, перспективно эквивалентных специальным регулярным
три-тканям Бурау на невырожденных кубических поверхностях, —
это ткани W̃11, W̃12, W̃ ′

12, W̃13, W̃ ′
22, W̃ ′′

22, W̃23, W̃24, W̃ ′
24, W̃ ′

25, W̃ ′′
25,

W̃ ′′′
25, W̃26, W̃27, W̃ ′

32, W̃ ′′
32 и W0.

§ 4.6. Проективная классификация регулярных
три-тканей, перспективно эквивалентных
специальным регулярным три-тканям Бурау

Проективная классификация проводится с точностью до проектив-
ных преобразований. Напомним, что проективное (дробно-линейное
преобразование) однозначно задается 8-ю параметрами или четырьмя
парами соответствующих точек, а сложное отношение четырех точек
прямой или четырех прямых пучка является проективным инвари-
антом. Пусть K — некоторая конфигурация на плоскости. Обозна-
чим через p, i и a соответственно число параметров, задающих эту
конфигурацию, число ее проективных инвариантов и размерность
максимальной группы проективных автоморфизмов. Очевидно, что
a = 8 − p, и если имеются две одинаковые по форме конфигурации с
равными инвариантами, зависящие от p < 9 параметров, то такие кон-
фигурации проективно эквивалентны. В этом параграфе две ткани W
и W ′ мы называем эквивалентными, если существует проективное
преобразование, переводящее одну ткань в другую.

1. Проективная классификация три-тканей W̃1
1-1. Проективная классификация три-тканей W̃11
Согласно § 4.3, п. 2-1 семейство λ̃3 три-ткани W̃11 есть пучок коник

с базисом Φ̃2(A4) и Φ2(A4) и вершинами A1, A2, m̃3 и m̃4. Семейства λ̃1
и λ̃2 — пучки прямых с вершинами A1 и A2. Обозначим через W̃11.1
и W̃11.2 ткани, у которых точки m̃3 и m̃4 являются соответственно
вещественными и различными или мнимыми. Через W̃11.3 обозначим
ткани, у которых точки m̃3 и m̃4 совпадают. В этом случае семей-
ство λ̃3 есть PE-пучок с простыми вершинами A1 и A2 и двукратной
вершиной m ≡ m̃3 ≡ m̃4.

Предложение 4.10. Любые две ткани одного и того же ти-
па W̃11.k, k = 1, 2, 3, проективно эквивалентны. Всякая три-ткань
W̃11.3 допускает однопараметрическую группу проективных авто-
морфизмов.

� Ткани W̃11.1 и W̃11.2 вполне определяются конфигурацией K из
вершин A1, A2, m̃3 и m̃4, никакие 3 из которых не лежат на одной
прямой. Здесь p = 8 — параметрами являются координаты вершин.
Следовательно, a = 0. Так как существует единственное проективное
преобразование, переводящее такую четверку точек в аналогичную,
то любые две ткани рассматриваемого типа эквивалентны. Конструк-
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ция K не имеет проективных инвариантов (i = 0), поскольку в ней
нет четверок точек, лежащих на одной прямой, и четверок прямых,
принадлежащих одному пучку.

Ткань W̃11.3 вполне определяется точками A1, A2, m и общей
касательной коник пучка λ̃3 в точке m (см. предложение 4.2). Эта
конструкция K задается семью параметрами (p = 7) — координатами
точек и параметром касательной в пучке прямых с вершиной m.
Следовательно, a = 8− 7 = 1 и найдется проективное преобразование,
которое переведет конструкцию K в любую другую, ей аналогич-
ную. �

Рассмотрим метрическую модель ткани W̃11.2. Удалим пря-
мую m̃3m̃4 в бесконечность и возьмем комплексно-сопряженные
точки m̃3 и m̃4 в качестве точек Лагерра 1) . Тогда коники станут
окружностями. Следовательно, рассматриваемая три-ткань W̃11
проективно эквивалентна круговой ткани, образованной эллиптиче-
ским пучком окружностей и двумя пучками прямых с вершинами в
вершинах пучка окружностей (класс 4 по классификации круговых
тканей В. Б. Лазаревой, см. гл. 3).

Через W̃11.4 обозначим ткани, у которых точка m̃3 совпадает с
точкой A1. Они характеризуются соотношением a112a134 = a113a124.
В этом случае λ̃3 будет PE-пучком с простыми вершинами A2, m̃4
и двукратной вершиной A1. Через W̃11.5 обозначим ткани, у кото-
рых точка m̃3 совпадает с точкой A1, а точка m̃4 совпадает с точ-
кой A2. В этом случае λ̃3 будет WP -пучком с вершинами A1 и A2.
Такие ткани характеризуются соотношениями a112a134 = a113a124 и
2a112a234 = −a223a124.

Аналогично предложению 4.10 доказывается
Предложение 4.11. Любые две ткани одного и того же ти-

па W̃11.4 или W̃11.5 проективно эквивалентны. Три-ткань W̃11.4
допускает однопараметрическую группу проективных автоморфиз-
мов; три-ткань W̃11.5 допускает двупараметрическую группу проек-
тивных автоморфизмов.

Через W̃11.6 обозначим ткани, у которых точки m̃3 и m̃4 совпадают
с точкой A1. Соотношения, характеризующие такие ткани, можно
записать в виде

a124 = pa112, a134 = pa113, a234 = qa112 − pa223, a334 = 2qa113 + 2pa133.

В этом случае λ̃3 есть SP -пучок с простой вершиной A2 и трехкратной
вершиной A1. Базис пучка образуют коника Φ2(A4) (см. (4.24)) и
вырожденная коника A1A2 ∪ t, где t1 — касательная к конике Φ2(A4)
в точке A1.

1) Две комплексно сопряженные точки на бесконечно удаленной прямой,
через которые проходят все окружности плоскости.
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Предложение 4.12. Любые две ткани типа W̃11.6 проектив-
но эквивалентны. Три-ткани W̃11.6 допускает двупараметрическую
группу проективных автоморфизмов.

� Согласно предложению 4.1 существует ∞1 SP -пучков
(SP -связка) коник, имеющих заданные вершины и общую каса-
тельную в тройной вершине. Чтобы выделить в связке пучок,
надо фиксировать параметр пучка в связке. Таким образом,
вся конструкция определяется шестью параметрами: координаты
вершин A1 и A2, параметр касательной в пучке с вершиной A1 и
параметр пучка в связке. �

1-2. Проективная классификация три-тканей W̃12
Напомним (§ 4.3, п. 2-2), что три-ткань W̃12 задается в плоскости

A1A2A4 общей базисной коникой Φ2(A3) двух P -пучков с общей вер-
шиной A1 +A2 на ней и прямыми ℓ1 = A1A4 и ℓ2 = A2A4, пересекаю-
щими конику Φ2(A3) в точках m̃1 и m̃2, m̃3 и m̃4 соответственно. При
этом прямая A1A2 касается коники Φ2(A3) в точке A1 +A2 (рис. 39).

В зависимости от расположения прямых относительно коники по-
лучаются следующие проективно различные классы тканей.

Три-ткани W̃12.1: точки m̃1, m̃2, m̃3 и m̃4 являются вещественными
и различными. Тогда семейство λ̃1 (λ̃2) есть PE-пучок коник с про-
стыми вершинами m̃3, m̃4 (m̃1, m̃2) и двукратной вершиной A1 +A2.
Семейство λ̃3 есть пучок прямых с вершиной A1 +A2.

Три-ткани W̃ ′
12.1: это такие три-ткани W̃12.1, у которых параболи-

ческие пучки коник λ̃1 и λ̃2 имеют общую вершину m ≡ m̃1 = m̃3 = A4.
Эти ткани выделяются дополнительным соотношением a344 = 0 и есть
в точности ткани W̃ ′

12, но мы оставим за ними обозначение W̃ ′
12.1 для

единообразия.
Ткани W̃12.2: пары точек m̃1 и m̃2, m̃1 и m̃2 являются комплексно-

сопряженными. В этом случае семейства λ̃1 и λ̃2 есть PH-пучки
коник.

Ткани W̃12.3: точки m̃1 и m̃2 вещественные, а m̃1 и m̃2 являются
комплексно-сопряженными (или наоборот).

Ткани W̃12.4: одна из прямых, например, ℓ1 касается коники Φ2(A3)
в точке m ≡ m̃1 = m̃2, а другая прямая пересекает эту конику в
двух вещественных точках. В этом случае λ̃1 есть WP -пучок ко-
ник с двукратными вершинами m и A1 + A2, а семейство λ̃2 есть
PE-пучок коник. Рассматриваемый случай характеризуется соотно-
шением a113a344 = (a134)

2.
Ткани W̃12.5: одна из прямых, например, ℓ1 касается кони-

ки Φ2(A3), другая пересекает эту конику в двух комплексно-
сопряженных точках.

Ткани W̃12.6: ℓ1 и ℓ2 касаются Φ2(A3). Соотношения, характеризу-
ющие такие ткани, можно записать в виде (см. (4.25))):

a113 = a2, a344 = b2, a134 = a234 = ab.
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В этом случае семейства λ̃1 и λ̃2 являются WP -пучками коник с
вершинами m ≡ m̃1 = m̃2 и A1 +A2, n ≡ m̃3 = m̃4 и A1 +A2 соответ-
ственно.

Предложение 4.13. Существует 1) ∞2 проективно различных
тканей типа W̃12.k, где k = 1, 2, 3; 2) ∞1 проективно различных
тканей типа W̃ ′

12.1 и W̃12.k, где k = 4, 5; 3) любые две ткани типа
W̃12.6 проективно эквивалентны.

� 1) Сложные отношения точек I1 = (A1,A4, m̃1, m̃2) и
I2 = (A2,A4, m̃3, m̃4) являются проективными инвариантами ткани W

типа W̃12.k, где k = 1, 2, 3. Ясно, что если две ткани эквивалентны, то
соответствующие сложные отношения совпадают. Покажем обратное.
Пусть W ′ — другая три-ткань этого же типа, и пусть P — проективное
преобразование, переводящее 4 точки m̃1, m̃2, m̃3 и m̃4, связанные с
три-тканью W , в соответствующие 4 точки со штрихами, связанные
с три-тканью W ′. Тогда (см. рис. 39) P (A4) = A′

4, а так как I1 = I ′1
и I2 = I ′2, то P (A1) = A′

1 и P (A2) = A′
2. Теперь заметим, что общая

базисная коника Φ2(A3) пучков λ̃1 и λ̃2 касается прямой A1A2. Этим
свойством она однозначно определяется в пучке коник с вершинами
m̃1, m̃2, m̃3 и m̃4. Аналогично однозначно находится и коника Φ2

′(A3)
для ткани W ′. А поскольку при проективных преобразованиях
сохраняется инцидентность, то получаем, что P (Φ2(A3)) = Φ2

′(A3) и,
следовательно, P (A1 +A2) = A′

1 +A′
2, а, значит и P (W ) = W ′.

2) Ткань W̃ ′
12.1 имеет единственный инвариант I — сложное от-

ношение четырех прямых, проходящих через точку A1 + A2: A2 A1,
A1 + A2 m, A1 + A2 m̃2 и A1 + A2 m̃4. Покажем, что если у двух
тканей W и W ′ типа W̃ ′

12.1 инварианты совпадают, то эти тка-
ни проективно эквивалентны. Пусть P — (единственное) проектив-
ное преобразование, переводящее 4 точки A1 + A2, m̃1 ≡ m̃3, m̃2,
m̃4 в соответствующие точки со штрихами. Так как I = I ′, то
P (A1A2) = A′

1A
′
2, то есть общая касательная пучков коник переходит

в общую касательную. Согласно предложению 4.1, по касательной и
вершинам P -пучки восстанавливаются однозначно; откуда следует,
что P (W ) = W ′.

Три-ткани W̃ ′
12.4 и W̃12.5 имеют единственный проективный

инвариант I — сложное отношение четырех прямых A2A1,
A1 + A2 m, A1 + A2 m̃3 A1 + A2 m̃4. Точно так же, как и для тканей
W̃ ′

12.1, доказывается, что любые две ткани типа W̃ ′
12.4 (или W̃12.5)

проективно эквивалентны, если их инварианты совпадают.
3) Три-ткань W̃12.6 вполне определяется заданием коники Φ2(A3)

с тремя фиксированными точками m, n и A1 + A2 на ней. Коника
Φ2(A3), в свою очередь, однозначно определяется заданием трех точек
m, n и A1 +A2 и двух касательных ℓ1 в ℓ2 в точках m и n соответствен-
но. Действительно, согласно предложению 4.2, по кратным вершинам
m, n и общим касательным ℓ1 и ℓ2 однозначно восстанавливается WP -



§ 4.6. Проективная классификация регулярных три-тканей 179

пучок коник, которому принадлежит и коника Φ2(A3). Последняя
однозначно находится из условия, что проходит через точку A1 +A2.

Из этих рассуждений вытекает, что ткань W̃12.6 однозначно опре-
деляется четверкой точек m, n, A1 + A2 и A4 = ℓ1 ∩ ℓ2. А отсюда
следует, что любые две ткани типа W̃12.6 проективно эквивалентны,
поскольку всегда найдется проективное преобразование, переводящее
указанную четверку точек в аналогичную четверку точек со штриха-
ми. �

Отметим, что ткань W̃12 не эквивалентна никакой круговой ткани,
поскольку не существует пары комплексно-сопряженных точек, через
которые проходили бы коники обоих пучков λ̃1 и λ̃2.

1-3. Проективная классификация три-тканей W̃13
Напомним еще раз различие между тканями W12 и W13: у послед-

них прямые ℓ1, ℓ2 и общая касательная A1A2 к коникам пучков λ1
и λ2 в точке A1 + A2 пересекаются в одной точке — A4. Поэтому в
проективной классификации тканей W13 получаются такие же 5 типов
тканей, как и в предыдущем случае, кроме случаев W̃ ′

12.1 и W̃12.6 —
они невозможны, так как прямые ℓ1, ℓ2 и A4, A1 + A2 различны.
Аналогично предложению 4.13 доказывается

Предложение 4.14. Существует 1) ∞1 проективно различных
тканей типа W̃13.k, где k = 1, 2, 3; 2) любые две ткани типа W̃13.4 и
любые две ткани типа W̃13.5 проективно эквивалентны.

2. Проективная классификация три-тканей W̃2
Как отмечено в § 4.4, п. 3-1, ткань W̃21 совпадает с тканью W̃11.
2-1. Проективная классификация три-тканей W̃ ′

22
Напомним (§ 4.4, п. 3-2), что первое семейство λ̃1 линий ткани W̃ ′

22
задается уравнением (4.51). Это P -пучок коник с простыми верши-
нами m̃1 и m̃2 и двукратной вершиной A4, причем все коники пучка
имеют в A4 общую касательную A4A3. Семейства λ̃2 и λ̃3 есть пучки
прямых с вершинами A1 и A4 соответственно, причем A1 ∈ m̃1m̃2.
Ткань, у которой вершины m̃1 и m̃2 вещественные и различные, обо-
значим W̃ ′

22.1; ткани, у которых эти вершины мнимые или совпадают,
обозначим, соответственно, W̃ ′

22.2 и W̃ ′
22.3.

Если одна из точек m̃1 или m̃2 совпадает с точкой A1, то
(см. (4.47′)) получаем a114 = 0, что противоречит условию (4.35).

Если одна из точек m̃1 или m̃2 совпадает с точкой A4, из (4.47′)
получаем a334 = 0 и кубика V распадается. Таким образом, существу-
ет всего 3 указанных выше типа тканей W̃ ′

22.
Предложение 4.15. 1) Существует ∞1 проективно различных

тканей W̃ ′
22.1 и W̃ ′

22.2, причем любая ткань этих типов допускает
однопараметрическую группу проективных автоморфизмов; 2) лю-
бые две ткани типа W̃ ′

22.3 проективно эквивалентны, и любая ткань
этого типа допускает однопараметрическую группу проективных
автоморфизмов.
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� 1) В случае тканей W̃ ′
22.1 через двукратную вершину A4 пучка λ̃1

проходят 4 прямые: A4A1, касательная A4A3, A4m̃1 и A4m̃2, сложное
отношение которых (обозначим его I) есть инвариант ткани.

Далее заметим, что ткань W̃ ′
22.1 однозначно определяется точками

A4, m̃1 и m̃2, общей касательной x1 = 0 коник пучка λ̃1 в точке A4
(всего 7 параметров) и инвариантом I. Так как p = 7, то a = 8− 7 = 1.

Для тканей W̃ ′
22.2 доказательство аналогично.

2) У три-тканей W̃ ′
22.3 пучок λ̃1 является дважды параболическим

с двукратными вершинами A4 и m ≡ m̃1 ≡ m̃2. Обозначим точку пе-
ресечения общих касательных к коникам пучка в двойных вершинах
через T . Тогда ткань W̃ ′

22.3 вполне определяется четверкой точек A1,
A4, m и T .

С другой стороны, существует ∞1 проективных преобразований,
которые одну такую четверку точек переводят в аналогичную. Отсю-
да вытекает, во-первых, что любые две ткани типа W̃ ′

22.3 проективно
эквивалентны, и, во-вторых, что ткань W̃ ′

22.3 допускает однопарамет-
рическое семейство проективных автоморфизмов. �

Метрическая модель ткани W̃ ′
22.2 получается удалением пря-

мой m̃1m̃2 в бесконечность. Если считать комплексно сопряженные
точки m̃1 и m̃2 точками Лагерра, то PH-пучок коник λ̃1 становится
параболическим пучком окружностей, и ткань W̃ ′

22.2 становится
круговой три-тканью. Это класс 6.1 по классификации Лазаревой,
см. гл. 3.

2-2. Проективная классификация три-тканей W̃ ′′
22

Обозначим W̃ ′′
22.1 ткани W̃ ′′

22, у которых точки m̃1 и m̃2 веществен-
ные; W̃ ′′

22.2 — если точки m̃1 и m̃2 мнимые; W̃ ′′
22.3, если m̃1 = m̃2 ≡ m.

Если, например, m̃1 = m̃3, то получаем a114 = 0, что противоре-
чит (4.35). Таким образом, существует всего 3 типа тканей W̃ ′′

22.
Предложение 4.16. Существует ∞1 проективно различных

тканей типа W̃ ′′
22.1 и типа W̃ ′′

22.2. Любые две ткани типа W̃ ′′
22.3

проективно эквивалентны. Ткань W̃ ′′
22.3 допускает однопараметри-

ческую группу проективных автоморфизмов.
� 1) У тканей W̃ ′′

22.1 и W̃ ′′
22.2 есть один инвариант — сложное

отношение точек A1, A3, m̃1, m̃2 на прямой A1A3 (обозначим его I).
Отсюда вытекает первая часть предложения 4.16.

Чтобы задать ткань W̃ ′′
22.1, надо задать координаты точек A2, A3,

m̃3 (6 параметров), параметр прямой A1A3 в пучке прямых с верши-
ной A3 и координату одной из вершин PE-пучка, например, m̃1 —
всего 8 параметров. Тогда точка A1 определится как пересечение
прямых A2m̃3 и A3m̃1, а вторая вершина m̃2 PE-пучка найдется с
помощью сложного отношения.

Аналогичные рассуждения проводятся и для ткани W̃ ′′
22.2.

Ткань W̃ ′′
22.3 определится заданием точек A2, A3, m̃3 и параметром

базисной коники Φ2(A4) в SP -пучке λ̃1 (сам пучок определен тройной
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вершиной A2, касательной A2A3 в ней, и простой вершиной m̃3). Итак,
всего 7 параметров, откуда a = 8 − 7 = 1. �

2-3. Проективная классификация три-тканей W̃23
Произвольная три-ткань W̃23 образована PE-пучком коник λ̃1 с

двукратной вершиной A2 и простыми вершинами A3 и m̃2, WP -
пучком коник λ̃2 с кратными вершинами A3 и m̃2, и пучком прямых
с вершиной A2 (см. § 4.4, п. 3-4, и рис. 41). Пучки λ̃1 и λ̃2 имеют
общую базисную конику Φ2(A4). Если точки A3 и m̃2 различны, то
соответствующую три-ткань обозначим W̃23.1. Если эти точки совпа-
дают, то λ̃1 становится WP -пучком с кратными вершинами A2 и A3,
а λ̃2 — UP -пучком с четырехкратной вершиной A3. Коники обоих
пучков имеют в вершине A3 общую касательную A1A3. Обозначим
такие ткани W̃23.2.

Ткани W̃23.1 и W̃23.2 имеют проективный инвариант I — сложное
отношение точек A1, A2, T1, T2 на касательной A1A2, где T1 и T2
— точки на касательных t1 и t2 к коникам WP -пучка в кратных
вершинах A3 и m̃2.

Предложение 4.17. Любые две ткани типа W̃23.1 (W̃23.2) с
одинаковым инвариантом проективно эквивалентны. Ткань W̃23.2
допускает однопараметрическую группу проективных автоморфиз-
мов.

� Ткань W̃23.1 однозначно определяется восемью параметрами:
координатами точек A1, A3, координатой точки m̃2 на прямой A1A3
и параметрами касательных A1A2, t1 и t2. Вершина A2 P -пучка на
A1A2 определяется инвариантом I.

Ткань W̃23.2 определяется семью параметрами: координата-
ми точек A1, A2, A3 и параметром базисной коники Φ2(A4) в
WP -пучке λ̃1. �

Ткань W̃24 совпадает с тканью W̃11.4, а ткань W̃ ′
24 — с тканью W̃33,

которую мы рассмотрим ниже.
2-4. Проективная классификация три-тканей W̃ ′

25
Согласно § 4.4, ткани W̃ ′

25 могут быть трех типов: вершины
m̃1 и m̃2 P -пучка λ̃2 а) вещественные и различные (ткани W̃ ′

25.1);
б) мнимые (ткани W̃ ′

25.2); в) совпадают (ткани W̃ ′
25.3).

В первых двух случаях семейства ткани задаются четверкой точек
A4, A1, m̃1 и m̃2, причем три последних лежат на одной прямой. Эта
конструкция задается семью параметрами. А в случае, если точки m̃1
и m̃2 совпадают (ткани W̃ ′

25.3), — шестью параметрами. Отсюда вы-
текает

Предложение 4.18. Любые две ткани типа W̃ ′
25.i, i = 1, 2, 3, про-

ективно эквивалентны. Ткани W̃ ′
25.1 и W̃ ′

25.2 допускают однопара-
метрическую группу проективных автоморфизмов. Ткань W̃ ′

25.3 до-
пускает двупараметрическую группу проективных автоморфизмов.
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Ткань W̃ ′
25.2 эквивалентна круговой ткани, образованной двумя

параболическими пучками окружностей и эллиптическим пучком,
вершины которого совпадают с вершинами параболических пучков,
при этом все пучки имеют общую окружность (класс 6.2 по класси-
фикации Лазаревой).

2-5. Проективная классификация три-тканей W̃ ′′
25

Согласно § 4.4, ткани W̃ ′′
25 могут быть трех типов: вершины m̃1 и

m̃2 P -пучка λ̃2 а) вещественные и различные (ткани W̃ ′′
25.1); б) мнимые

(ткани W̃ ′′
25.2); в) совпадают. В последнем случае получается ткань

W̃23.2.
Предложение 4.19. Любые две ткани типа W̃ ′′

25.1 или ти-
па W̃ ′′

25.2 проективно эквивалентны.
� Ткань W ′′

25.1 вполне определяется заданием пары точек A1 и
A2 (4 параметра), параметром прямой λ̃1λ̃2 в пучке прямых с верши-
ной A1, параметрами точек m̃1 и m̃2 на прямой λ̃1λ̃2 и параметром
базисной коники Φ2(A4) в P -пучке λ̃2, — всего 8 параметров. Для
тканей W ′′

25.2 рассуждения аналогичны. �
2-6. Проективная классификация три-тканей W̃ ′′′

25
В соответствии с п. 3-9 § 4.4, второе и третье семейства ткани W̃ ′′′

25
вполне определяются тройкой точек A1, A2 и A4. Однако первое
семейство (UP -пучок коник) своей четверной вершиной A2 и каса-
тельной в ней x4 = 0 задается неоднозначно (см. предложение 4.2).
Чтобы задать этот пучок, надо фиксировать его базисную конику
λ = 0, которая входит во второе семейство — WP -пучок. Таким об-
разом, ткань вполне определяется семью параметрами: координатами
точек A1, A2, A4 и параметром коники в WP -пучке. Поэтому верно

Предложение 4.20. Любые две ткани типа W̃ ′′′
25 проективно

эквивалентны; ткань W̃ ′′′
25 допускает однопараметрическую группу

проективных автоморфизмов.
2-7. Проективная классификация три-тканей W̃26 и W̃27
Как видно из § 4.4, пп. 3-10, 3-11, ткани W̃26 и W̃27 не допускают

проективно различных типов.
Предложение 4.21. 1) Любые две ткани типа W̃26 проективно

эквивалентны; ткань W̃26 допускает однопараметрическую группу
проективных автоморфизмов; 2) любые две ткани типа W̃27 про-
ективно эквивалентны; ткань W̃27 допускает двупараметрическую
группу проективных автоморфизмов.

� Три-ткань W̃26 образована SP -пучком коник λ̃1 с тройной вер-
шиной A4 и простой вершиной m̃1, и двумя пучками прямых с вер-
шинами A1 и A4, причем m̃1 ∈ A1A4 и прямая A3A4 есть общая
касательная коник пучка λ̃1 в вершине A4, см. § 4.4, п. 3-10. Эта
конструкция зависит от шести параметров: координат точек A1 и A4,
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координаты точки m̃1 на прямой A1A4 и параметра касательной A3A4
в пучке с вершиной A4.

Согласно § 4.4, п. 3-11, ткань W̃27 образована UP -пучком коник λ̃1
с четырехкратной вершиной A4 и двумя пучками прямых с верши-
нами A1 и A4, причем A1A4 — общая касательная коник пучка λ̃1
в вершине A4. Эта конструкция определяется шестью параметрами:
координатами точек A1, A4, и двумя параметрами пучка UP -пучка λ̃1
в гиперсвязке коник, определяемой четырехкратной вершиной A4 и
общей касательной A1A4 (см. предложение 4.2). �

3. Проективная классификация три-тканей W̃3
Ткань W̃ ′

32 (см. § 4.5, п. 2) совпадает с тканью W̃ ′′
22.3.

3-1. Ткань W̃ ′′
32 (см. там же) вполне определяется тройкой то-

чек Ai, i = 1, 2, 3, (шесть параметров) и выбором базисной коники
a224(x

2)2 + 2a134x
1x3 = 0 в WP -пучке (один параметр), то есть семью

параметрами.
Три-ткань W̃33 (§ 4.5, п. 2-5) вполне определяется двумя прямыми

ℓ2 = A3A1 и ℓ3 = A1A2, проходящими через точку A1, и двумя точка-
ми m̃1 и m̃2, лежащими на прямой ℓ1 = A2A3. Ткани, у которых точ-
ки m̃1 и m̃2 вещественные и различные, обозначим W̃33.1, комплексно-
сопряженные — W̃33.2, совпавшие — W̃33.3 (эта ткань выделяется
соотношением (a234)

2 = a224a334 на коэффициенты кубики (4.76)). У
тканей W̃33.1 и W̃33.2 сложное отношение прямых ℓ2, ℓ3, m̃1 и A1 m̃2
является инвариантом ткани. Таким образом, верно

Предложение 4.22. Любые две ткани типа W̃ ′′
32 проективно

эквивалентны. Ткань W̃ ′′
32 допускает однопараметрическую группу

проективных автоморфизмов. Существует ∞1 проективно различ-
ных тканей W̃33.1 и W̃33.2, любая ткань каждого из этих типов
допускает однопараметрическую группу проективных автоморфиз-
мов. Любые две ткани типа W̃33.3 проективно эквивалентны; ткань
W̃33.3 допускает двупараметрическую группу проективных автомор-
физмов.

Поскольку все коники ткани W̃33.2 проходят через пару
комплексно-сопряженных точек, то ткань W̃33.2 проективно эквива-
лентна круговой ткани. Последняя образована двумя параболиче-
скими пучками окружностей с общей вершиной A1 и эллиптическим
пучком окружностей, одна из вершин которого совпадает с A1.
Следовательно, все 3 пучка принадлежат одной параболической
связке окружностей, и мы получаем класс 0 по классификации
Лазаревой.

Результаты этого параграфа объединяет
Теорема 4.23. Существует 38 проективно различных триан-

гуляций плоскости пучками коник, соответствующих проективно
различным типам тканей W̃ , перспективно эквивалентных регу-
лярным специальным тканям Бурау на невырожденных кубических
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поверхностях. Это ткани: W̃11.k, k = 1, 6; W̃ ′
12.1; W̃12.k, k = 1, 6;

W̃13.k, k = 1, 5; W̃ ′
22.k, k = 1, 3; W̃ ′′

22.k, k = 1, 3; W̃23.1, W23.2; W̃ ′
25.k,

k = 1, 3; W̃ ′′
25.k, k = 1, 2; W̃26; W̃27; W̃ ′′

32, W̃33.k, k = 1, 3; W0.
Из них ткани W̃ ′

12.1, W̃12.4, W̃12.5, W̃13.k (k = 1, 3), W̃ ′
22.1, W̃ ′

22.2,
W̃ ′′

22.1, W̃ ′′
22.2, W̃23.1, W̃33.1, W̃33.2 имеют один проективный инвари-

ант, то есть каждый из этих типов содержит ∞1 проективно
различных тканей; ткани W̃12.k, k = 1, 3, имеют два проективных
инварианта.

Ткани W̃11.3, W̃11.4, W̃ ′
22.i, i = 1, 2, 3, W̃ ′′

22.3, W̃23.2, W̃ ′
25.1, W̃ ′

25.2,
W̃ ′′

32, W̃33.i, i = 1, 2, 3 допускают однопараметрическую группу проек-
тивных автоморфизмов; ткани W̃11.5, W̃11.6, W̃ ′

25.3, W̃26, W̃27, W0
допускают двупараметрическую группу проективных автоморфиз-
мов.

Ткани W̃11.2, W̃ ′
22.2, W̃33.2 и W̃ ′

25.2 проективно эквивалентны кру-
говым тканям (классы 4, 6.1, 0 и 6.2 соответственно в классифика-
ции Лазаревой).

ЗАДАЧИ
4.1 Докажите, что семейства коник λ̃i (см. § 4.1) будут (а) квадра-

тичными, если и только если центр проектирования P лежит на V и
(б) линейными (то есть пучками), если точка P к тому же является
особой точкой кубики V .

4.2 Докажите, что прямые ℓi : ui = 0,u4 = 0 лежат на кубике (4.1),
а точки их пересечения являются ее особыми точками.

4.3 Докажите предложение 4.2.
4.4 Докажите свойство 1 кубической кривой, см. § 4.2.
4.5 Докажите свойство 3 кубической кривой, см. § 4.2.
4.6 Докажите, что ткани, определяемые соотношениями (4.34)–

(4.41), являются регулярными, приведя их уравнения с помощью до-
пустимых преобразований к виду u1 + u2 + u3 = 0.

4.7 Кубические поверхности, несущие ткань W21, характеризуются
тем, что точки A1 и A2, в которых пересекаются прямые ℓi, являются
особыми. Докажите, что эти особые точки являются, вообще говоря,
коническими узлами.

4.8 Докажите предложение 4.11.
4.9 Постройте метрические модели для проективно различных

типов тканей W̃12 (см. предложение 4.13).
4.10 Опишите специальные ткани Бурау на кубике, которая рас-

падается на плоскость и квадрику.
4.11 Найдите ткани, допускающие дискретные группы автомор-

физмов.



Гл а в а 5

ТРИ-ТКАНИ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫЕ
КУБИЧЕСКИМ АБСОЛЮТОМ

Всегда можно считать, что три-ткань, заданная уравнением
z = f(x, y), высекается на графике функции f(x, y) координатными
плоскостями x = const, y = const, z = const. Эти плоскости образуют
пучки с осями в бесконечно удаленной (несобственной) плоскости.
Тройку осей можно рассматривать как вырожденную кривую тре-
тьего порядка. Обобщение этого факта приводит к задаче изучения
три-тканей, порождаемых на поверхности трехмерного проективного
пространства некоторым кубическим абсолютом: тройкой прямых
на плоскости или в пространстве, плоской или пространственной
кубической кривой. Такие ткани мы называем далее координатными
тканями. В частности, к таковым относятся круговые ткани и ткани
Бурау. В этой главе мы изучаем более сложные координатные
ткани — на поверхностях пространства Аппеля, триаксиального
пространства, пространства с кубическим абсолютом и пространства
кубической метрики. В последнем параграфе рассматривается
три-ткань, образованная тремя семействами окружностей. Вы-
числительные сложности преодолеваются универсальным методом
внешних форм и подвижного репера Эли Картана. Здесь основная
проблема заключается в том, чтобы построить достаточно удобное,
симметричное семейство адаптированных реперов, связанное с
рассматриваемой три-тканью. Для всех рассматриваемых тканей мы
находим структурные уравнения и кривизну. Другие результаты и
детали можно найти в работах [Бч-1]-[Бч-3], [Л-1]-[Л-2], [У-1]-[У-3] и
[Д-1]-[Д-3].

§ 5.1. Координатные три-ткани на поверхностях в
пространстве Аппеля

1. Напомним, что проективное пространство с фиксированной
гиперплоскостью называется аффинно-проективным пространством.
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Пусть P3 — трехмерное проективное пространство. Фиксируем в P3

плоскость Σ и в ней трехвершинник ∆ (абсолют). Такое аффинно-
проективное пространство называется пространством Аппеля гипер-
болического типа и обозначается Ap3. Плоскости, проходящие через
стороны трехвершинника ∆, называются координатными плоскостя-
ми пространства Ap3.

В пространстве Ap3 рассмотрим семейство адаптированных аф-
финных реперов R = {M , εi}, i = 1, 2, 3, где M — произвольная точка
пространства, а векторы εi направлены в вершины абсолюта, которые
обозначим Ai.

Так как точки Ai неподвижны, то уравнения инфинитезимального
перемещения репера R запишутся в виде

dM = Θiεi, dεi = Θiεi, (5.1)

где i = 1, 2, 3, в первом уравнении по индексу i производится сумми-
рование как обычно, а в последних уравнениях суммирования нет.

Дифференцируя внешним образом уравнения системы (5.1), полу-
чим уравнения структуры пространства Ap3:

dΘi = Θi ∧Θi, dΘi = 0 (5.2)

(в первых уравнениях по индексу i суммирования нет).
Для изучения поверхностей в пространстве Ap3 удобнее другой ре-

пер. Пусть π — произвольная плоскость, проходящая через точку M , и
не проходящая через вершины Ai трехвершинника ∆. Обозначим че-
рез M3,M1,M2 точки пересечения плоскости π с прямыми A1A2, A2A3
и A3A1 соответственно. На этих прямых найдем точки N3,N1,N2 та-
кие, что (M3N3A1A2) = −1, (M1N1A3A2) = −1, (M2N2A3A1) = −1. 1)
Тогда прямые A1N1, A2N2, A3N3 пересекутся в одной точке, обозна-
чим ее M0. Точка M0 инвариантно связана с плоскостью π. Это дает
основание назвать прямую MM0 нормалью плоскости π.

Свяжем с точкой M семейство аффинных реперов R̃, состоящих
из вектора e0, направленного в точку M0, и векторов ei, i = 1, 2, 3,
направленных соответственно в точки Mi. Векторы ei, e0 и εi норми-
руем так, чтобы выполнялись условия:

e1 + e2 + e3 = 0, e0 = ε1 + ε2 + ε3 (5.3)

и
e1 = ε2 − ε3, e2 = ε3 − ε1, e3 = ε1 − ε2. (5.4)

Отсюда получаем:

ε1 =
1
3
(e0 − e2 + e3), ε2 =

1
3
(e0 − e3 + e1), ε3 =

1
3
(e0 − e1 + e2). (5.5)

1) Напомним, что сложное отношение равно −1, если четверка точек
является гармонической.
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Найдем уравнения движения репера R̃. Дифференцируя внешним
образом второе из соотношений (5.3) и используя (5.5) и (5.2),
получим:

de0 =
1
3
(Θ1 +Θ2 +Θ3)e0 +

1
3
(Θ2 −Θ3)e1+

+
1
3
(Θ3 −Θ1)e2 +

1
3
(Θ1 −Θ2)e3.

Обозначим

ω0 =
1
3
(Θ1 +Θ2 +Θ3), ωi =

1
3
(Θi+1 −Θi+2). (5.6)

Тогда
ω1 + ω2 + ω3 = 0, (5.7)

Θi = ω0 − ωi+1 + ωi+2. (5.8)

В равенствах (5.8) и всех последующих с подобной индексацией зна-
чения индекса i надо рассматривать по модулю 3.

В силу (5.5) первое уравнение системы (5.1) запишется в виде:

dM =
1
3
(Θ1 +Θ2 +Θ3)e0 −

1
3
(Θ1 − 2Θ2 +Θ3)e1+

+
1
3
(−2Θ1 +Θ2 +Θ3)e2.

Обозначим:

σ0 =
1
3
(Θ1 +Θ2 +Θ3), σi =

1
3
(−2Θi +Θi+1 +Θi+2) = σ0 −Θi (5.9)

и продифференцируем (5.4). С учетом введенных обозначений урав-
нения движения репера {M , ei} запишутся следующим образом:

dM = σ0e0 + σ1e2 − σ2e1 = σ0e0 + σ2e3 − σ3e2 = σ0e0 + σ3e1 − σ1e3,
de0 = ω0e0 + ω1e1 + ω2e2 + ω3e3,
dei = ωie0 + ω0ei − ωi+1ei+1 + ωi+2ei+2.

(5.10)
Из (5.9) следуют соотношения

σ1 + σ2 + σ3 = 0, (5.11)
Θi = σ0 − σi. (5.12)

Дифференцируя теперь внешним образом (5.6) и (5.9) и исполь-
зуя уравнения (5.2), соотношения (5.8) и (5.12), придем к уравне-
ниям структуры пространства Ap3, записанным в кореперах (ω0, ωi)
и (σ0, σi):

dω0 = 0, dωi = 0;
dσ0 = σ0 ∧ ω0 + σ1 ∧ ω2 − σ2 ∧ ω1 =

= σ0 ∧ ω0 + σ2 ∧ ω3 − σ3 ∧ ω2 = σ0 ∧ ω0 + σ3 ∧ ω1 − σ1 ∧ ω3,
dσi = σi ∧ ω0 + (σ0 + σi+1) ∧ ωi+1 − (σ0 + σi+2) ∧ ωi+2.

(5.13)
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2. Рассмотрим в пространстве Ap3 гладкую неразвертывающуюся
поверхность V . Пусть M — неособая точка на V , а TM — касательная
плоскость к V в этой точке. Присоединим к V подвижной репер R̃
так, чтобы векторы ei лежали в TM и были направлены в точки пере-
сечения плоскости TM со сторонами трехвершинника ∆, а вектор e0
направлен по нормали к плоскости TM . Тогда из первого уравнения
системы (5.10) следует

σ0 = 0. (5.14)

Это дифференциальное уравнение поверхности V , а любые две из
форм σi (см. (5.11)), или, в силу (5.12), любые две из форм Θi яв-
ляются ее базисными формами. Вследствие (5.14) уравнения (5.10)
запишутся в виде:

dM = σ1e2 − σ2e1 = σ2e3 − σ3e2 = σ3e1 − σ1e3,
de0 = ω0e0 + ω1e1 + ω2e2 + ω3e3,
dei = ωie0 + ω0ei − ωi+1ei+1 + ωi+2ei+2.

(5.15)

Продифференцировав уравнение (5.14) внешним образом, с учетом
(5.7) и (5.11) получим:

σ1 ∧ ω2 − σ2 ∧ ω1 = σ2 ∧ ω3 − σ3 ∧ ω2 = σ3 ∧ ω1 − σ1 ∧ ω3 = 0. (5.16)

Отсюда следует, что формы ω1, ω2, ω3 являются главными и можно
записать их разложение по базисным формам в виде

ω1 = −a13σ2 + a12σ3, ω2 = −a21σ3 + a23σ1, ω3 = −a32σ1 + a31σ2.
(5.17)

Подставляя в (5.16) и учитывая (5.11), придем к соотношениям:

a21 = a12 ≡ a3, a32 = a23 ≡ a1, a13 = a31 ≡ a2. (5.18)

В результате уравнения (5.17) примут вид:

ωi = −ai+1σi+1 + ai+2σi+2. (5.19)

Найдем геометрический смысл коэффициентов ai. Для этого най-
дем второй дифференциал точки M . Дифференцируя (5.15), после
преобразований получим:

d2M = (...)e1 + (...)e2 + (...)e3 + (σ1ω2 − σ2ω1)e0.

Форма ϕ = σ1ω2 − σ2ω1 есть проекция вектора d2M параллельно ка-
сательной плоскости к V в точке M на нормаль к поверхности в этой
точке. Она называется асимптотической формой поверхности V . Из
последнего равенства с учетом (5.19) находим:

ϕ = a1σ
2
1 + a2σ

2
2 + a3σ

2
3 . (5.20)

Таким образом, величины ai являются коэффициентами асимптоти-
ческой формы поверхности V .
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3. На поверхности V естественным образом возникают две три-
ткани. Во-первых, это три-ткань W ∗, образованная интегральными
кривыми к векторным полям ei. Линии этой ткани определяются
уравнениями σi = 0. Касательный вектор ei к линии ткани W ∗ по фор-
муле (5.4) выражается через векторы εi+1 и εi+2. Но, согласно (5.1),
плоскость, натянутая на эти векторы, неподвижна. Следовательно,
интегральная кривая поля ei лежит в плоскости, проходящей через
абсолютную прямую Ai+1Ai+2. Мы доказали, таким образом, что
линии ткани W ∗ высекаются на поверхности V координатными
плоскостями пространства Ap3.

Каждому семейству линий ткани W ∗ соответствует семейство
линий, сопряженных относительно асимптотической формы ϕ
(эти два семейства образуют сопряженную сеть). Три семейства
линий, сопряженных семействам линий ткани W ∗, образуют на
поверхности V еще одну три-ткань, обозначим ее W . Уравнения
линий ткани W найдем из условия сопряженности:

a1σ1σ1 + a2σ2σ2 + a3σ3σ3 = 0. (5.21)

Отсюда находим, что направлению σi = 0 сопряжено направление
−ai+1σi+1 + ai+2σi+2 = 0, или, в силу (5.19), ωi = 0. Таким образом,
линии ткани W определяются уравнениями ωi = 0, а уравнение (5.7),
связывающее эти формы, является уравнением ткани W .

Из второго уравнения (5.6) следует, что уравнение ωi = 0
эквивалентно уравнению Θi+1 − Θi+2 = 0. В силу последнего
из (5.1) находим, что при λ = const выполняется равенство
d(εi+1 + λεi+2) = Θi+1(εi+1 + λεi+2). Это означает, что при смещении
вдоль кривой ωi = 0 вектор εi+1 + λεi+2 не меняет направления.
Следовательно, прямые, на которых лежат векторы εi+1 + λεi+2,
взятые в разных точках кривой ωi = 0, параллельны, и пересекаются
в одной и той же точке абсолютной прямой Ai+1Ai+2. Таким образом,
кривая ωi = 0 является линией тени, при условии, что поверхность V
освещается из некоторой точки абсолютной прямой Ai+1Ai+2. Итак,
линии три-ткани W являются линиями тени, причем семейство
ωi = 0 состоит из линий, которые получаются при освещении
поверхности V из точек, лежащих на абсолютной прямой Ai+1Ai+2.

Примечание. Сопряженность соответствующих семейств линий
тканей W и W ∗ вытекает из известной теоремы Кҷнигса: сеть кривых
на поверхности V , образованная линиями пересечения поверхности V
с плоскостями некоторого пучка и линиями прикосновения поверхно-
сти V к конусам с вершинами на оси этого пучка, является сопряжен-
ной сетью на поверхности V .

Три-ткани W и W ∗ назовем координатными три-тканями на по-
верхности V в пространстве Аппеля Ap3.



190 Гл. 5. Три-ткани, определяемые кубическим абсолютом

Найдем структурные уравнения координатной три-ткани W ∗.
Внешнее дифференцирование форм σi (см. (5.9)) дает:

dσ1 = σ1 ∧ (ω0 + (a2 − a3)σ2) = σ1 ∧ (ω0 + (a2 − a3)σ2 + (a1 − a3)σ1),
dσ2 = σ2 ∧ (ω0 + (a3 − a1)σ3) = σ2 ∧ (ω0 + (a2 − a3)σ2 + (a1 − a3)σ1),
dσ3 = σ3 ∧ (ω0 + (a1 − a2)σ1) = σ3 ∧ (ω0 + (a2 − a3)σ2 + (a1 − a3)σ1).

(5.22)
Уравнения (5.22) запишем в виде

dσi = σi ∧ ω, (5.23)

положив

ω = ω0 − (a2 − a3)σ2 + (a1 − a3)σ1 = ω0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3. (5.24)

Уравнения (5.23) представляют собой уравнения структуры три-
ткани W ∗, а ω есть форма связности соответствующей связности
Черна (гл. 2).

Дифференцируя внешним образом уравнения (5.19), придем к
уравнениям:
σi ∧ [dai − aiω0 − ai(ai+1 − ai+2)σi+1]−

− σi+1 ∧ [dai+1 − ai+1ω0 − ai+1(ai+1 − ai)σi+1] = 0. (5.25)

Из формулы (5.24) выразим ω0 и подставим в (5.25). В результате
получим

σi ∧ (dai − aiω)− σi+1 ∧ (dai+1 − ai+1ω) = 0. (5.26)

Отсюда видно, что формы Пфаффа, стоящие в круглых скобках,
являются главными, то есть можно положить

dai − aiω = βiσi + βiiσi+2. (5.27)

Подставим в (5.26) и учтем, что формы σi попарно линейно независи-
мы. Тогда из полученного соотношения последует β11 = β22 = β33 ≡ β
и уравнения (5.27) примут вид:

dai = aiω + βiσi + βσi+2. (5.28)

Найдем теперь кривизну координатной три-ткани W ∗. Для этого
продифференцируем внешним образом соотношение (5.24). Получим:

dω = da1 ∧ σ1 + a1 ∧ dσ1 + da2 ∧ σ2 + a2 ∧ dσ2 + da3 ∧ σ3 + a3 ∧ dσ3.

Подставляя значения dai из (5.28) и dσi из (5.23), придем к уравнению

dω = 3βσ1 ∧ σ2.

Сравнивая с уравнением (2.8), найдем кривизну b три-ткани W ∗:
b = 3β. Отсюда и из теоремы 2.1 вытекает
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Теорема 5.1. Координатная три-ткань W ∗ на поверхности про-
странства Аппеля гиперболического типа является регулярной то-
гда и только тогда, когда выполнено соотношение β = 0.

§ 5.2. Координатные три-ткани на поверхностях
триаксиального пространства

1. Трехмерное проективное пространство P3 с тремя фиксирован-
ными прямыми ℓi, i = 1, 2, 3, общего положения называется триак-
сиальным пространством и обозначается T 3. Прямые ℓi называются
абсолютными прямыми или абсолютом пространства T 3.

Рассмотрим в пространстве T 3 совокупность реперов {Aα},
α = 0, 1, 2, 3, у которых вершины Ai, i = 1, 2, 3, лежат соответственно
на прямых ℓi, а плоскость A1A2A3 трансверсальна этим прямым (т. е.
не содержит ни одной из них). Инфинитезимальное перемещение
репера {Aα} запишем в обычном виде:

dAα = ωβ
αAβ (α, β, γ = 0, 1, 2, 3). (5.29)

Формы ωβ
α удовлетворяют структурным уравнениям проективного

пространства
dωβ

α = ωγ
α ∧ ωβ

γ . (5.30)

Семейство реперов Aα можно сузить, проведя нормировку
det(A0A1A2A3) = 1. Дифференцируя это равенство и пользуясь
уравнениями (5.29), получим

ω0
0 + ω1

1 + ω2
2 + ω3

3 = 0. (5.31)

Так как точка Ai описывает прямую ℓi, то из трех форм ω0
i , ω

j
i ,

i, j = 1, 2, 3, i ̸= j, при фиксированном i только одна линейно незави-
симая. При этом, так как по условию плоскость A1 A2 A3 не содержит
ни одной из прямых ℓi, то ω0

i ̸= 0, и можно положить

ωj
i = λj

i ω
0
i . (5.32)

Тогда с помощью деривационных уравнений (5.29) находим:

dAi = ωi
iAi + ω0

iBi, Bi = A0 + λj
i Aj + λk

i Ak. (5.33)

Так как прямые ℓi неподвижны, то выполняются равенства
dBi = (...)Bi + (...)Ai. Отсюда, используя уравнения (5.29) и (5.32),
получаем уравнения на величины λi

j :

dλi
j − λi

j ω
0
0 − (λi

j)
2 ω0

i + λi
j ω

i
i − ωi

0 − λk
j (λ

i
j − λi

k)ω
0
k = 0, (5.34)

причем в этих уравнениях все индексы i, j, k различны.
Зафиксируем точки Ai на прямых ℓi, т.е. положим ω0

i = 0. Тогда из
уравнений (5.34) следует δλi

j − λi
j π

0
0 + λi

j π
i
i − πi

0 = 0, где символом δ
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обозначено дифференцирование по вторичным параметрам, то есть
при фиксированных главных параметрах. Отсюда получаем:

δ (λi
j − λi

k) = (λi
j − λi

k) (π
0
0 − πi

i), (5.35)

где i, j, k образуют четную подстановку из 1, 2, 3.
Из уравнений (5.35) видно, что величины λi =

1
2
(λi

j − λi
k) являют-

ся относительными инвариантами. Можно показать, что обращение
величин λi в нуль имеет следующий геометрический смысл:

а) λ1 = 0, λ2λ3 ̸= 0 — прямые ℓ2 и ℓ3 лежат в одной плоскости σ1,
определяемой точками A2, A3, A0 + λ1

2 A1;
б) λ3 ̸= 0, λ1 = λ2 = 0 — прямая ℓ3 есть пересечение плоскостей, в

которых лежат ℓ1 и ℓ2;
в) λ1 = λ2 = λ3 = 0 — прямые ℓi проходят через одну точку.
Далее будем предполагать, что ни один из инвариантов λi не

обращается в нуль.
Прямые ℓ1, ℓ2 и ℓ3 определяют в P3 невырожденную квадрику S,

для которой они служат прямолинейными образующими, принадле-
жащими одному семейству. Нетрудно подсчитать, что полюс A

′

0 плос-
кости A1A2A3 относительно S имеет вид

A
′

0 = A0 +
1
2
(λ1

2 + λ1
3)A1 +

1
2
(λ2

1 + λ2
3)A2 +

1
2
(λ3

1 + λ3
2)A3. (5.36)

Поместим вершину A0 репера в полюс плоскости A1A2A3. Тогда
λi
j + λi

k = 0 и из соотношений 2λj = λj
i − λj

k последуют равенства

λ1
2 = −λ1

3 = λ1, λ2
3 = −λ2

1 = λ2, λ3
1 = −λ3

2 = λ3. (5.37)

Уравнения (5.32) и (5.34) теперь примут соответственно вид

ω2
1 = −λ2ω0

1 , ω3
1 = λ3ω0

1 , ω1
2 = λ1ω0

2 ,
ω3

2 = −λ3ω0
2 , ω1

3 = −λ1ω0
3 , ω2

3 = λ2ω0
3 ,

(5.38)

и

ωi
0 = λi (λi ω0

i − λj ω0
j − λk ω0

k), dλi = λi (ω0
0 − ωi

i + λj ω0
j − λk ω0

k),
(5.39)

причем i, j, k образуют четную подстановку из 1, 2, 3.
2. Рассмотрим в триаксиальном пространстве T 3 гладкую нераз-

вертывающуюся поверхность V . С помощью поверхности V опре-
делим локальную квазигруппу q : ℓ1 × ℓ2 → ℓ3 следующим обра-
зом: q(M1,M2) = M3, Mi ∈ ℓi, если плоскость M1 M2 M3 касается V .
Обратно: если задана квазигруппа q : ℓ1 × ℓ2 → ℓ3 и q(M1,M2) = M3,
Mi ∈ ℓi, то поверхность V определяется как огибающая двупарамет-
рического семейства плоскостей M1 M2 M3.

Пусть M — текущая точка поверхности V . Свяжем с ней семей-
ство адаптированных реперов {Aα}, α = 0, 1, 2, 3, поместив точки Ai,
i = 1, 2, 3, на пересечение абсолютных прямых ℓi с касательной плос-
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костью к поверхности V в точке M , а точку A0, как и выше, в полюс
плоскости A1A2A3 относительно квадрики S. Тогда M = xiAi и

dM = dxi Ai + xi (ω0
iA0 + ωj

iAj ) = (dxi + xj ωi
j )Ai + xi ω0

i A0.

Так как dM ∈ A1A2A3, то

xi ω0
i = 0. (5.40)

Нормируем точку M условием M = A1 + A2 + A3, тогда уравне-
ние (5.40) примет вид

ω0
1 + ω0

2 + ω0
3 = 0. (5.41)

Уравнение (5.41) представляет собой дифференциальное уравнение
локальной квазигруппы q.

Дифференцируя уравнение (5.41), получим

ω̃i ∧ ω0
i = 0, (5.42)

где обозначено
ω̃i = ωi

1 + ωi
2 + ωi

3, i = 1, 2, 3. (5.43)

Заменим в уравнениях (5.42) форму ω0
3 с помощью (5.41), тогда они

примут вид
(ω̃1 − ω̃3) ∧ ω0

1 + (ω̃2 − ω̃3) ∧ ω0
2 = 0. (5.42)

Отсюда следует, что формы ω̃i − ω̃j — главные, то есть выражаются
через формы ω0

i . Это можно записать следующим образом:

ω̃i = ϑ̃+ aiω0
k + bi ω0

j , (5.44)

где индексы i, j, k различны и образуют четную подстановку из 1, 2, 3,
а ϑ̃ — некоторая 1-форма. Подставляя ω̃i в (5.42), придем к соотно-
шению

a1 + a2 + a3 = b1 + b2 + b3. (5.45)

Форма ϑ̃ определена с точностью до произвольной комбинации ба-
зисных форм. Положим в равенствах (5.44) ϑ̃ = ϑ + ξi ω0

i , где вели-
чины ξi произвольны. За счет выбора величин ξi и с учетом соотно-
шения (5.45) разности ai − bi можно привести к нулю. Допустим, это
сделано, тогда формулы (5.44) примут более простой вид:

ω̃i = ϑ− ai ω
0
i . (5.46)

Точно так же, как и в предыдущем параграфе, доказывается,
что величины ai являются коэффициентами асимптотической формы
поверхности V , которая имеет вид:

ϕ = a1 (ω
0
1)

2 + a2 (ω
0
2)

2 + a3 (ω
0
3)

2. (5.47)

3. Как и в § 5.1, с помощью абсолютных прямых ℓi определим на
поверхности V две сопряженные координатные три-ткани W и W ∗.
Ткань W образована тремя семействами линий тени, ее i-тое семей-

7 А.М. Шелехов, В.Б. Лазарева, А.А. Уткин
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ство (обозначим его Si) определяется уравнением ω0
i = 0 и получа-

ется при освещении поверхности V из точек абсолютной прямой ℓi.
Уравнение (5.41) координатной квазигруппы q является и уравнением
координатной три-ткани W .

Сопряженная координатная три-ткань W ∗ высекается плоскостя-
ми, проходящими через абсолютные прямые ℓi.

Найдем форму связности и кривизну ткани W . Продифференци-
ровав формы ω0

i , получим уравнения

dω0
i = ω0

i ∧ ω,

где

ω = ω0
0 − ϑ+ (λ3 − λ2)ω0

1 + (λ1 − λ3)ω0
2 + (λ2 − λ1)ω0

3 . (5.48)

Сравнивая с формулами (2.6), находим, что ω есть форма связности
три-ткани W . Дифференцируя далее уравнения (5.46), придем к квад-
ратичным уравнениям

dϑ = ∆ai ∧ ω0
i , (5.49)

где обозначено
∆ai = dai + ai (ω

i
i − ω0

i − ω). (5.50)

Исключив из уравнений (5.49) форму dϑ, после применения леммы
Картана получим

∆ai = −βi ω
0
i + β ω0

i−1, (5.51)

где значения индекса i− 1 надо рассматривать по модулю 3.
Теперь вычислим кривизну три-ткани W . Для этого продиффе-

ренцируем внешним образом форму связности ω. Имеем:

dω = (−β + 2(λ1 a1 + λ2 a2 + λ3 a3)) Ω, (5.52)

где Ω = ω0
1 ∧ ω0

2 = ω0
2 ∧ ω0

3 = ω0
3 ∧ ω0

1 . Сравнивая с (2.8), находим, что
величина

b = −β + 2(λ1a1 + λ2a2 + λ3a3) (5.53)

есть кривизна три-ткани W . Из формулы (5.53) и теоремы 2.1 выте-
кает

Теорема 5.2. Координатная три-ткань W на поверхности три-
аксиального пространства является регулярной тогда и только то-
гда, когда выполняется соотношение

β = 2(λ1a1 + λ2a2 + λ3a3). (5.54)

§ 5.3. Координатные три-ткани на поверхностях в
пространстве с кубическим абсолютом

I. Пространство с кубическим абсолютом

1. Пусть P3 — трехмерное проективное пространство. Простран-
ственной кривой третьего порядка или нормкривой в P3 называют
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линию N пересечения двух конусов второго порядка, имеющих общую
образующую. Далее предполагается, что нормкривая не распадается.
В некотором проективном репере такая нормкривая N может быть
задана параметрическими уравнениями

x0 = 1, x1 = t, x2 = t2, x3 = t3, (5.55)

где t — вещественный параметр точки на N . Основное свойство норм-
кривой, которое будет существенно использоваться в дальнейшем,
состоит в том, что любая плоскость пространства пересекает ее в трех
точках (не обязательно вещественных и различных).

Трехмерное проективное пространство P3 с фиксированной норм-
кривой N называется пространством с кубическим абсолютом и
обозначается N3.

В пространстве N3 рассмотрим семейство R реперов {Aα},
α, β, γ = 0, 1, 2, 3, таких, что точки A1, A2, A3 принадлежат
абсолюту — нормкривой N . При этом будем считать, что плос-
кость A1A2A3 не касается абсолюта N . Такие реперы будем называть
адаптированными. Уравнения перемещения репера R запишем в
виде (5.29), структурные уравнения проективного пространства — в
виде (5.30).

Найдем дифференциальные уравнения, описывающие семейство
адаптированных реперов. Так как точка Ai (i, j, k = 1, 2, 3) движется
по нормкривой, то из трех форм ω0

i , ωk
i , i ̸= k, должна быть только

одна независимая. Очевидно, что ω0
i ̸= 0, так как в противном случае

плоскость A1A2A3 касается кривой N в точке Ai. Ввиду этого можно
положить

ωk
i = λk

i ω
0
i , i ̸= k, (5.56)

тогда
dAi = ωi

iAi + ωk
i Bi, (5.57)

где обозначено
Bi = A0 + λj

iAj + λk
iAk. (5.58)

Здесь и далее, если отсутствует знак
∑

, то суммирование по индек-
сам i, j, k не производится.

Прямая AiBi касается нормкривой N в точке Ai. Для нераспав-
шейся нормкривой касательные AiBi и AjBj не пересекаются для
любых пар точек Ai и Aj . В этом случае будут выполняться условия

λk
i ̸= λk

j , i ̸= j ̸= k ̸= i. (5.59)

Дифференцируя уравнения (5.56) внешним образом и применяя
лемму Картана, придем к соотношениям

dλk
i = λk

i (ω
0
0 − ωk

k)− ωk
0 + (λk

i )
2ω0

k + λj
i (λ

k
i − λk

j )ω
0
j + 2µk

i ω
o
i , (5.60)

где µk
i — некоторые новые функции.

7*
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2. Найдем функции µk
i . Для этого воспользуемся тем, что норм-

кривая N проектируется с помощью конуса второго порядка из каж-
дой своей точки. Вначале получим параметрические уравнения норм-
кривой в подвижном репере, и затем с их помощью найдем уравнения
проектирующих конусов с вершинами Ai.

Рассмотрим семейство нормкривых, проходящих через точки A1 и
A2, и касающихся в них прямых A1B1, A2B2. Это семейство зависит
от пяти параметров и может быть представлено в виде (докажите!):

X(t) = A1 + (p1A1 + q1B1)t+ (p2A2 + q2B2)t
2 + rA2t

3.

Здесь p1, p2, q1, q2, r — параметры семейства, а t — параметр точки
на нормкривой. При этом значению t = 0 соответствует точка A1, а
t = ∞ — точка A2. Будем считать, что точке A3 соответствует па-
раметр t = 1. Значения параметров p1, p2, q1, q2, r найдем из
условий а) нормкривая проходит через точку A3 и б) касательная в A3
есть прямая A3B3. Это дает соотношения

X(1) = xA3, X ′(1) = ρA3 + σB3.

В результате получается следующая система:

q1 = −q2, 1 + p1 − λ1
2q1 = 0, λ2

1q1 + p2 + r = 0,
p1 − (2λ1

2 − λ1
3)q1 = 0, (λ2

1 + λ2
3)q1 + 2p2 + 3r = 0.

Система совместна и имеет единственное решение:

q1 = −(λ1
2 − λ1

3)
−1, q2 = −(λ1

2 − λ1
3)

−1,
p1 = −(2λ1

2 − λ1
3)(λ

1
2 − λ1

3)
−1, p2 = (2λ2

1 − λ2
3)(λ

1
2 − λ1

3)
−1,

r = (λ2
3 − λ2

1)(λ
1
2 − λ1

3)
−1.

В результате уравнение нормкривой X(t) запишется в виде:
X(t) = (λ1

2 − λ1
3)A1 + [(λ1

2 − 2λ1
3)A1 −B1]t+

+ [(2λ2
1 − λ2

3)A2 +B2]t
2 + (λ2

3 − λ2
1)t

3A2,

или, в координатной форме:

x0 = t2 − t, x1 = λ1
2 − λ1

3 + (λ1
3 − 2λ1

2)t+ λ1
2t

2,
x2 = −λ2

1t+ (2λ2
1 − λ2

3)t
2 + (λ2

3 − λ2
1)t

3, x3 = −λ3
1t+ λ3

2t
2.

(5.61)

С помощью уравнений (5.61) найдем уравнение связки поверхно-
стей второго порядка, содержащей все конусы, проектирующие кри-
вую N из ее точек. Произвольную квадрику S связки зададим в
подвижном репере {Aα} уравнением∑

α,β

cαβx
αxβ = 0, cαβ = cβα, α, β, γ = 0, 1, 2, 3. (5.62)

Подставляя координаты (5.61) текущей точки нормкривой в
уравнение (5.62) и требуя тождественного обращения в нуль этого
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уравнения, получим семь соотношений на десять однородных
коэффициентов квадрики:
c11 = 0, c22 = 0, c33 = 0,
c01 = −(λ2

1c12 + λ3
1c31), c02 = −(λ1

2c12 + λ3
2c23), c03 = −(λ1

3c31 + λ2
3c23),

c00 = 2(−λ1
3λ

2
1 − λ1

2λ
2
3 + λ1

3λ
2
3)c12 + 2(−λ3

1λ
1
2 − λ1

3λ
3
2 + λ1

2λ
3
2)c31+

+ 2(−λ2
1λ

3
2 − λ2

3λ
3
1 + λ2

1λ
3
1)c23. (5.63)

Итак, уравнение связки квадрик, содержащих нормкривую X(t),
имеет вид
c00(x

0)2 − 2c12x1x2 − 2c31x3x1 − 2c23x2x3 + 2(λ2
1c12 + λ3

1c31)x
0x1+

+ 2(λ1
2c12 + λ3

2c23)x
0x2 ++2(λ1

3c31 + λ2
3c23)x

0x3 = 0. (5.64)

Конусы, проектирующие нормкривую, выделяются в этой связке
условием, что у них есть особая точка — вершина. Особые точки
квадрики (5.64) удовлетворяют следующей системе уравнений:

c00x
0 + (λ2

1c12 + λ3
1c31)x

1 + (λ1
2c12 + λ3

2c23)x
2 + (λ1

3c31 + λ2
3c23)x

3 = 0,
(λ2

1c12 + λ3
1c13)x

0 − c12x
2 − c31x

3 = 0,
(λ1

2c21 + λ3
2c23)x

0 − c12x
1 − c23x

3 = 0,
(λ1

3c31 + λ2
3c32)x

0 − c31x
1 − c23x

2 = 0.
(5.65)

Вершины Ai являются особыми точками конусов Si, проектирую-
щих нормкривую N из этих точек. Подставляя в (5.65) координаты
точки A1, получим на параметры соотношения

c12 = 0, c31 = 0, c00 = (λ2
1λ

3
1 − λ2

1λ
3
2 − λ2

3λ
3
1)c23,

так что уравнение конуса S1 имеет вид

(λ2
1λ

3
1 − λ2

1λ
3
2 − λ2

3λ
3
1)(x

0)2 − x2x3 + λ3
2x

0x2 + λ2
3x

0x3 = 0. (5.66)

Аналогично находим уравнения конусов с вершинами в точках A2
и A3:

(λ1
2λ

3
2 − λ1

3λ
3
2 − λ1

2λ
3
1)(x

0)2 − x1x3 + λ3
1x

0x1 + λ1
3x

0x3 = 0 (5.67)

и

(−λ2
1λ

1
3 − λ1

2λ
2
3 + λ1

3λ
2
3)(x

0)2 − x1x2 + λ2
1x

0x1 + λ1
2x

0x2 = 0. (5.68)

Каждый из конусов Si остается неподвижным, если его верши-
на Ai неподвижна. Например, условие неподвижности конуса S3 бу-
дет ω0

3 = 0. С другой стороны, пусть конус S3 задан в подвижном
репере уравнением (5.62). Коэффициенты cuv (u, v,w = 0, 1, 2) этого
уравнения являются функциями от параметров подвижного репера и
должны удовлетворять так называемым уравнениям стационарности
dF = ϑF , где ϑ — некоторая 1-форма, а через F обозначена левая
часть уравнения (5.62). Распишем это условие подробно, пользуясь
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структурными уравнениями (5.30) и условием неподвижности ω0
3 = 0.

После преобразований получим соотношения

dcuv − cuwω
w
v − cwvω

w
u = ϑcuw, (5.69)

в которых, как обычно, по одинаковым индексам проводится сумми-
рование.

Из уравнения конуса (5.68) находим коэффициенты cuv:

c00 = 2(−λ2
1λ

1
3 − λ1

2λ
2
3 + λ1

3λ
2
3), c11 = 0,

c12 = −1, c22 = 0, c01 = λ2
1, c02 = λ1

2.
(5.70)

Подставляя в (5.69) и используя (5.56), (5.60) и условие ω0
3 = 0 непо-

движности вершины конуса, получим всего 4 уравнения:

λ1
2ω

0
1 + λ2

1ω
0
2 − ω1

1 − ω2
2 = ϑ,

−(λ1
2λ

2
1 + c00 − 2µ2

1)ω
0
1 + (λ2

1)
2ω0

2 − λ2
1(ω

1
1 + ω2

2) = λ2
1ϑ,

(λ1
2)

2ω0
1 − (λ2

1λ
1
2 + c00 − 2µ1

2)ω
0
2 − λ1

2(ω
1
1 + ω2

2) = λ1
2ϑ,

λ1
2(2λ

1
2λ

2
1 + c00 − 2µ2

1)ω
0
1 + λ2

3(2λ
1
2λ

2
1 + c00 − 2µ1

2)ω
0
2 = 0.

Исключая форму ϑ из первых трех уравнений, находим:

2µ2
1 = 2λ1

2λ
2
1 + c00, 2µ1

2 = 2λ1
2λ

2
1 + c00. (5.71)

Из (5.71) в силу произвольного выбора величин λi
j следует

µ2
1 = µ1

2. (5.72)

Аналогично находим условия неподвижности конусов S1 и S2:

µ2
3 = µ3

2, µ3
1 = µ1

3. (5.73)

Итак, мы нашли условия, которым должны удовлетворять функ-
ции µi

j из уравнений (5.60) нормкривой.
Подставляя в (5.71) значение c00 из (5.70), получим

µ2
1 = −(λ2

3 − λ2
1)(λ

1
2 − λ1

3). (5.74)

Аналогично, для µ3
2 и µ1

3 будем иметь:

µ3
2 = −(λ3

1 − λ3
2)(λ

2
3 − λ2

1), µ1
3 = −(λ1

2 − λ1
3)(λ

3
1 − λ3

2). (5.75)

В результате формулы (5.60) примут следующий вид:

dλk
i = λk

i (ω
0
0 − ωk

k)− ωk
0 + (λk

i )
2µ0

k + λj
i (λ

k
i − λk

j )ω
0
j−

− 2(λi
j − λi

k)(λ
k
i − λk

j )ω
0
i . (5.76)

Можно проверить, что система уравнений (5.56), (5.76) вполне инте-
грируема. Поэтому верна

Теорема 5.3. Система дифференциальных уравнений (5.56),
(5.76) определяет нормкривую вместе с семейством адаптирован-
ных реперов.
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3. Из (5.60) видно, что при фиксированных главных параметрах
(ω0

i = 0) функции λk
i удовлетворяют дифференциальным уравнениям

δ(λk
i + λk

j ) + (λk
i + λk

j )(π
k
i − πk

i ) + 2πk
i = 0,

где δ — оператор дифференцирования по вторичным параметрам,
перемещающим репер в фиксированной точке поверхности. Из этих
уравнений видно, что величины λk

i + λk
j могут быть приведены к

нулю за счет выбора вторичных параметров, входящих в формы πk
i . В

самом деле, полагая λk
i + λk

j = 0, из предыдущего равенства получим
πk
i = 0. С помощью структурных уравнений и теоремы Фробениуса

устанавливаем, что эта система уравнений вполне интегрируема. Сле-
довательно, существует подсемейство реперов, в которых равенство
λk
i + λk

j = 0 будет выполняться. Соответствующее сужение семейства
адаптированных реперов называется канонизацией, а построенный
таким образом адаптированный репер называется каноническим ре-
пером пространства N3.

В каноническом репере введем следующие обозначения:

λ1
2 = −λ1

3 = λ1, λ2
3 = −λ2

1 = λ2, λ3
1 = −λ3

2 = λ3. (5.77)

Тогда уравнения (5.56) и (5.76) примут соответственно вид:

ω2
1 = −λ2ω0

1 , ω3
2 = −λ3ω0

2 , ω1
3 = −λ1ω0

3 , (5.78)
ω2

3 = λ2ω0
3 , ω3

1 = λ3ω0
1 , ω1

2 = λ1ω0
2 ;

dλ1 = λ1(ω0
0 − ω1

1 − 3λ2ω0
2 + 3λ3ω0

3),
dλ2 = λ2(ω0

0 − ω1
1 − 3λ3ω0

3 + 3λ1ω0
1),

dλ3 = λ3(ω0
0 − ω1

1 − 3λ1ω0
1 + 3λ2ω0

2);
(5.79)

ω1
0 = λ1(λ1ω0

1 − 5λ2ω0
2 − 5λ3ω0

3),
ω2

0 = λ2(λ2ω0
2 − 5λ3ω0

3 − 5λ1ω0
1),

ω3
0 = λ3(λ3ω0

3 − 5λ1ω0
1 − 5λ2ω0

2).

(5.80)

Как мы видим, в каноническом репере формы ωk
0 стали главными.

В силу (5.77) условия (5.59) запишутся в виде λk ̸= 0, k = 1, 2, 3.
Геометрический смысл проведенной канонизации тот же, что и

в предыдущем параграфе: вершина A0 репера помещена в полюс
плоскости A1A2A3 относительно квадрики S, содержащей в качестве
образующих прямые AiBi. Однако в рассматриваемом случае квадри-
ка S является переменной, зависящей от выбора точек Ai, в то время
как в § 5.2 она была постоянной.

II. Основные уравнения гладкой поверхности в N3

1. Рассмотрим в пространстве N3 гладкую неразвертывающуюся
поверхность V . Пусть M — текущая точка этой поверхности, TM —
касательная плоскость к V в точке M . Напомним, что произвольная
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плоскость пересекает нормкривую в трех точках. Предположим, что
TM пересекает абсолют N в трех различных вещественных точках.
Присоединим к V подвижной репер {Ãα},α = 0, 1, 2, 3, поместив вер-
шины Ã1, Ã2, Ã3 в точки пересечения TM с абсолютом. Тогда

M = x1Ã1 + x2Ã2 + x3Ã3.

Проведем нормировку репера, полагая

A0 = Ã0,A1 = x1Ã1,A2 = x2Ã2,A3 = x3Ã3.

В новом репере точка M запишется в виде

M = A1 +A2 +A3. (5.81)

Дифференцируя и пользуясь уравнениями (5.29), находим:

dM = (ω0
1 + ω0

2 + ω0
3)A0 +Σ

i
(ω1

i + ω2
i + ω3

i )Ai.

Так как плоскость A1A2A3 касается поверхности в точке M , то диф-
ференциал dM при любых смещениях лежит в этой плоскости. Поэто-
му из последнего равенства получаем дифференциальное уравнение
поверхности V в рассматриваемом репере:

ω0
1 + ω0

2 + ω0
3 = 0. (5.82)

Дифференцируя внешним образом уравнение (5.82), получим
уравнение, аналогичное (5.42):

ω̃1 ∧ ω0
1 + ω̃2 ∧ ω0

2 + ω̃3 ∧ ω0
3 = 0,

где формы ω̃i имеют тот же смысл, что и § 5.2, см. (5.43). Рассуждая
как в § 5.2, приведем формы ω̃i к виду (5.46):

ω̃i = ϑ− aiω
0
i . (5.83)

Соотношения (5.43) и (5.83) позволяют выразить формы ωi
i через

форму ϑ и базисные формы ω0
i . В результате получим:

ωi
i = ϑ− aiω

0
i − λi

jω
0
j − λi

kω
0
k. (5.84)

Как и в предыдущем параграфе доказывается, что величины ai явля-
ются коэффициентами асимптотической формы поверхности V , при-
чем сама форма имеет вид (5.47).

2. Обратимся теперь к дифференциальной окрестности третьего
порядка. Внешнее дифференцирование равенств (5.43) с учетом урав-
нений (5.30) и (5.82) дает

dω̃i = Σ
j
ω̃j ∧ ωi

j .

Преобразуя правую часть с помощью (5.83) и (5.56), после некоторых
вычислений получим:

dω̃i = aiω
0
i ∧ (ϑ− ωi

i). (5.85)
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Далее, внешний дифференциал формы ω0
i в силу равенств (5.57) и

(5.84) запишется так:

dω0
i = ω0

i ∧ [ω0
0 − ϑ+ (λj

i + λi
j)ω

0
j + (λk

i + λi
k)ω

0
k],

где j ̸= i ̸= k. Последние равенства эквивалентны следующим:

dω0
i = ω0

i ∧ ω, (5.86)

где обозначено

ω = ω0
0 − ϑ− (λ2

3 + λ3
2)ω

0
1 − (λ1

3 + λ3
1)ω

0
2 − (λ1

2 + λ2
1)ω

0
3 . (5.87)

С учетом равенств (5.85) и (5.86) внешнее дифференцирование соот-
ношений (5.83) приводит к системе

dϑ = △ai ∧ ω0
i , (5.88)

где
△ai = dai + ai(ω

i
i − ϑ− ω). (5.89)

Исключая dϑ из уравнений (5.88), придем к равенствам

△ai ∧ ω0
i −△ak ∧ ω0

k = 0, △aj ∧ ω0
j −△ak ∧ ω0

k = 0.

Разрешая последние уравнения, получим

△ai = −βiω
0
i + βω0

i−1. (5.90)

Отсюда, в частности, находим, что при фиксированных главных па-
раметрах (ω0

i = 0) функции ai удовлетворяют уравнениям

δai = ai(π
0
0 − π̃).

Эти равенства означают, что величины ai являются относительными
инвариантами. Более детальные рассуждения показывают, что вели-
чина β также является относительным инвариантом.

III. Координатные три-ткани на поверхности пространства N3

Гладкая тангенциально невырожденная поверхность V в N3

устанавливает на нормкривой N локальное точечное соответствие
q : N × N → N следующим образом. Пусть M0 произвольная точка
поверхности V , A0

i — точки пересечения касательной плоскости TM0

к поверхности с N и Ui — достаточно малые окрестности этих точек
на N . Тогда для любых A1 ∈ U1, A2 ∈ U2 существует единственная
плоскость, касательная к V в некоторой точке M и проходящая через
точки A1 и A2. Пусть A3 третья точка пересечения этой плоскости
с нормкривой. Устанавливаемое таким образом соответствие A3 =
= q(A1,A2) представляет собой локальную трехбазисную дифферен-
циальную квазигруппу (см. § 1.4).

Квазигруппе q соответствует на поверхности V координатная три-
ткань W , образованная линиями тени. Действительно, зафиксируем
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точку A1. Плоскости, проходящие через точку A1 и касающиеся по-
верхности V , образуют однопараметрическое семейство и касаются V
вдоль некоторой кривой L1 — линии тени. Аналогично получаются
кривые L2 и L3 для точек A2 и A3. При этом линии L1, L2, L3 проходят
через точку M . Меняя положение точек A1, A2, A3 на кривой N ,
получим на поверхности три однопараметрических семейства линий,
образующих три-ткань W в некоторой окрестности точки M . Из опи-
санной конструкции вытекает, что квазигруппа q является координат-
ной квазигруппой ткани W .

Помимо ткани W на поверхности V определена сопряженная ей
координатная три-ткань W ∗. Три семейства линий этой ткани состоят
из кривых, касательные к которым направлены в точки Ai абсолю-
та N . Уравнения этих линий получаются, как и в предыдущих па-
раграфах, из условия сопряженности относительно асимптотической
формы поверхности V .

Замечание. Квазигруппу q : N ×N → N можно определить, во-
обще говоря, независимо от поверхности V , задав в N3 двупарамет-
рическое семейство V ∗ плоскостей. Этой квазигруппе соответствует
три-ткань W , определяемая на семействе V ∗. Линиями такой ткани
будут однопараметрические семейства плоскостей из V ∗, проходящих
через точку нормкривой N . Условие прохождения трех линий через
одну точку состоит в том, что точки A1, A2, A3, определяющие эти
линии, принадлежат одной плоскости из V ∗. Если семейство имеет
двумерную огибающую V , то на последней возникает соответству-
ющая координатная три-ткань W из кривых. Если поверхность V
точечно вырождена, то три-ткань W реализуется на самом семействе
плоскостей V ∗.

Линии ткани W получаются при фиксации точек Ai, поэтому их
уравнения имеют вид ω0

i = 0. Формы ω0
i связаны уравнением (5.82),

которое является уравнением ткани W и ее координатной квазиг-
руппы q. Уравнения (5.86) совпадают по форме с уравнениями (2.6),
следовательно, форма ω, заданная формулой (5.87), является формой
связности ткани W .

Предложение 5.4. Кривизна b координатной три-ткани W вы-
числяется по формуле

b = −β + (λ1
2 − λ1

3)a1 + (λ2
3 − λ2

1)a2 + (λ3
1 − λ3

2)a3. (5.91)

� Продифференцируем внешним образом уравнение (5.87). Поль-
зуясь уравнениями (5.76), (5.82), (5.85) и (5.90), получим:

dω = −dϑ− [(λ2
3 + λ3

2)ω
0
0 − λ2

3ω
2
2 − λ3

2ω
3
3 + (λ2

3)
2ω0

2 + (λ3
2)

2ω0
3 ] ∧ ω0

1−
− [(λ3

1 + λ1
3)ω

0
0 − λ3

1ω
3
3 − λ1

3ω
1
1 + (λ1

3)
2ω0

1 + (λ3
1)

2ω0
3 ] ∧ ω0

2−
− [(λ1

2 + λ2
1)ω

0
0 − λ1

2ω
1
1 − λ2

1ω
2
2 + (λ1

2)
2ω0

1 + (λ2
1)

2ω0
2 ] ∧ ω0

3−
− [(λ2

3 + λ3
2)ω

0
1 + (λ3

1 + λ1
3)ω

0
2 + (λ1

2 + λ2
1)ω

0
3 ] ∧ ω. (5.92)
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Значение dϑ найдем, подставляя △ai из (5.89) в формулы (5.88). В
результате получим:

dϑ = βω0
1 ∧ ω0

2 . (5.93)

Подставляя в (5.92) значения ωi
i из (5.84), ω из (5.87) и учиты-

вая (5.93), перепишем (5.92) в виде dω = bΩ, где Ω = ω0
1 ∧ ω0

2 =
= ω0

2 ∧ ω0
3 = ω0

3 ∧ ω0
1 , b = −β + J — кривизна ткани, J = (λ1

2 − λ1
3)a1 +

+ (λ2
3 − λ2

1)a2 + (λ3
1 − λ3

2)a3. �
Так как величины b и β являются относительными инвариантами,

то и величина J является относительным инвариантом.
Из полученных формул и теоремы 2.1 вытекает
Теорема 5.5. Координатная три-ткань W на поверхности про-

странства N3 является регулярной тогда и только тогда, когда
относительные инварианты J и β равны.

В случае, если выполнены условия канонизации (5.77), форма
связности и относительный инвариант J примут вид:

ω = ω0
0 − ϑ+ (λ3 − λ2)ω0

1 + (λ1 − λ3)ω0
2 + (λ2 − λ1)ω0

3 ,

J = 2(λ1a1 + λ2a2 + λ3a3).

§ 5.4. Координатные три-ткани на поверхностях в
пространстве кубической метрики

1. Пространством кубической метрики K3 называется трехмерное
аффинно-проективное пространство, в несобственной плоскости Σ ко-
торого фиксирован абсолют — кривая третьего порядка Υ:

Υ: F ≡ aijkx
ixjxk = 0 (5.94)

(здесь и далее i, j, k = 1, 2, 3). Будем считать, что Υ не распадается на
три прямые, имеющие общую точку.

С кривой Υ свяжем семейство проективных реперов {Ai},
i = 1, 2, 3, Ai ∈ Σ, следующим образом. Пусть ℓ — произвольная
прямая, пересекающая Υ в трех различных точках Mi. Уравнение
касательной к Υ в точке Mi имеет вид

Fj,ix
j = 0, Fj,i =

∂F

∂xj

∣∣∣∣
Mi

.

Эти касательные образуют треугольник в том и только в том случае,
если

det||Fj,i|| ̸= 0. (5.95)

Поместим в точки пересечения касательных вершины A1, A2, A3 про-
ективного репера плоскости Σ, тогда будут выполняться соотношения

F1,3 = F2,3 = F1,2 = F3,2 = F2,1 = F3,1 = 0. (5.96)
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Нормируем проективный репер условиями Mi = Ai+1 − Ai+2. Тогда
уравнение прямой ℓ примет вид x1 + x2 + x3 = 0, и из соотноше-
ний (5.96) получим:

a111 − 2a112 + a122 = 0, a112 − 2a122 + a222 = 0,
a333 − 2a133 + a113 = 0, a133 − 2a113 + a111 = 0,
a222 − 2a223 + a233 = 0, a223 − 2a233 + a333 = 0.

(5.97)

Условие (5.95) примет вид F1,1 · F2,2 · F3,3 ̸= 0 или

(a112 − 2a123 + a233)(a223 − 2a123 + a113)(a133 − 2a123 + a122) ̸= 0.
(5.98)

Обозначив a111 = u1, a222 = u2, a333 = u3, из (5.97) найдем:

a112 =
1
3
(2u1 + u2), a113 =

1
3
(2u1 + u3), a122 =

1
3
(u1 + 2u2),

a133 =
1
3
(u1 + 2u3), a223 =

1
3
(2u2 + u3), a233 =

1
3
(u2 + 2u3).

(5.99)
В результате уравнение (5.94) кривой Υ запишется следующим обра-
зом:

(u1x
1 + u2x

2 + u3x
3)(x1 + x2 + x3)2 − 2px1x2x3 = 0, (5.100)

где
p = u1 + u2 + u3 − 3a123, (5.101)

а условие (5.98) примет вид p ̸= 0.
Заметим, что при u1 = u2 = u3 = 0 кубика-абсолют распадается на

три прямые, и мы приходим к пространству Аппеля гиперболического
типа, которое рассматривалось в § 5.1.

2. Запишем уравнения инфинитезимального смещения репе-
ра {Ai}, i = 1, 2, 3, в виде

dAi = Θj
iAj . (5.102)

Формы Θj
i удовлетворяют уравнениям структуры проективного про-

странства:
dΘj

i = Θk
i ∧Θj

k. (5.103)

Нормируем репер Ai еще одним условием: (A1A2A3) = 1. Продиффе-
ренцировав последнее равенство, придем к соотношению

Θ1
1 +Θ2

2 +Θ3
3 = 0. (5.104)

Коэффициенты aijk, входящие в уравнение (5.94) кривой Υ, яв-
ляются функциями параметров подвижного репера и удовлетворяют
условию стационарностиdF = ϑF , где ϑ — некоторая форма Пфаффа.
Отсюда, используя структурные уравнения (5.103), получим диффе-
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ренциальные уравнения на коэффициенты aijk (условия стационар-
ности кубики Υ) :

daijk − aijℓΘ
ℓ
k − aikℓΘ

ℓ
j − ajkℓΘ

ℓ
i = ϑaijk. (5.105)

Равенства (5.105) можно упростить. Продифференцировав внеш-
ним образом равенство dF = ϑF , получим dϑ = 0, откуда ϑ = dφ. При
перенормировке уравнения кубики F → λF форма ϑ преобразуется
следующим образом: ϑ → d lnλ + ϑ = d lnλ + dφ. Отсюда видно, что
выбором λ форму ϑ можно привести к нулю. Допустим, что это сдела-
но, тогда с помощью соотношений (5.99) и (5.101) из (5.105) находим:

du1 = 3u1Θ
1
1 + (2u1 + u2)Θ

2
1 + (2u1 + u3)Θ

3
1,

du2 = 3u2Θ
2
2 + (2u2 + u3)Θ

3
2 + (2u2 + u1)Θ

1
2,

du3 = 3u3Θ
3
3 + (2u3 + u1)Θ

1
3 + (2u3 + u2)Θ

2
3;

(5.106)

dp = 3(u1Θ
1
1 + u2Θ

2
2 + u3Θ

3
3) + (2u1 − u2 − u3)(Θ

2
1 +Θ3

1)+

+(2u2 − u1 − u3)(Θ
3
2 +Θ1

2) + (2u3 − u1 − u2)(Θ
1
3 +Θ2

3);
(5.107)

(u1 − u2)(Θ
1
1 −Θ2

2 +Θ2
1 −Θ1

2) + pΘ3
1 = 0,

(u1 − u2)(Θ
1
1 −Θ2

2 +Θ2
1 −Θ1

2) + pΘ3
2 = 0,

(u2 − u3)(Θ
2
2 −Θ3

3 +Θ3
2 −Θ2

3) + pΘ1
2 = 0,

(u2 − u3)(Θ
2
2 −Θ3

3 +Θ3
2 −Θ2

3) + pΘ1
3 = 0,

(u3 − u1)(Θ
3
3 −Θ1

1 +Θ1
3 −Θ3

1) + pΘ2
3 = 0,

(u3 − u1)(Θ
3
3 −Θ1

1 +Θ1
3 −Θ3

1) + pΘ2
1 = 0.

(5.108)

Можно доказать (задача 5.4), что вторые поляры базисных то-
чек Ai относительно кубики Υ имеют общую точку, которая совпадает
с точкой Mi = Ai+1 −Ai+2 если и только если ui+1 = ui+2. В дальней-
шем будем рассматривать наиболее общую ситуацию, когда ui ̸= uj .
Но тогда из соотношений (5.108) получаем Θ1

2 = Θ1
3, Θ2

1 = Θ2
3, Θ3

1 = Θ3
2.

Положим

ω̃1 def
= Θ1

2 = Θ1
3, ω̃2 def

= Θ2
1 = Θ2

3, ω̃3 def
= Θ3

1 = Θ3
2.

Подставляя ω̃i снова в (5.108), найдем:

Θi
i −Θi+1

i+1 = ω̃i − ω̃i+1 − p

ui − ui+1 ω̃
i+2 (5.109)

(здесь и дальше в этом параграфе по встречающимся индексам сум-
мирования нет). Сложив равенства (5.109), придем к соотношению

ω1 + ω2 + ω3 = 0, (5.110)

где обозначено
ωi = (ui+1 − ui+2)

−1ω̃i. (5.111)
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Из системы (5.109) с учетом (5.104) находим:

Θi
i = ω̃i − 1

3
Ω+

p

3
(ωi+1 − ωi+2), (5.112)

где
Ω = ω̃1 + ω̃2 + ω̃3. (5.113)

Уравнения (5.106) и (5.107) ввиду сделанных обозначений запишутся
так:

dui = uiΩ+ (u1ω̃
1 + u2ω̃

2 + u3ω̃
3) + u1p(ω

i+1 − ωi+2), (5.114)

dp = −Ωp. (5.115)

Уравнения (5.102) в результате примут вид:

dAi =
1
3
[
−Ω+ p(ωi+1 − ωi+2)

]
Ai + ω̃1A1 + ω̃2A2 + ω̃3A3, (5.116)

а структурные уравнения (5.103) — вид

dωi = 0, dΘi
i = (ui+1 − ui+2)Ω ∧ ωi. (5.117)

Получим еще одно соотношение, полезное для дальнейшего. Диф-
ференцируя внешним образом форму Ω (см. (5.113)), найдем, что
dΩ = 0.

Выясним геометрический смысл уравнения (5.110). Формы ωi яв-
ляются базисными на многообразии прямых плоскости Σ и каждое из
уравнений ωi = 0 вполне интегрируемо. Положим, например, ω3 = 0.
Тогда из уравнений (5.116) следует, что

d(A1 −A2) =
1
3
(pω2 − Ω)(A1 −A2),

то есть точка M3 = A1 − A2 неподвижна. Таким образом, уравнение
ω3 = 0 определяет пучок прямых с центром M3. Аналогично нахо-
дим, что уравнения ω1 = 0 и ω2 = 0 определяют пучки прямых с
центрами M1 и M2 соответственно. Таким образом, на многообразии
прямых плоскости Σ кубика Υ определяет грассманову три-ткань, а
уравнение (5.110) является уравнением этой ткани (см. § 1.9). Напом-
ним, что грассманова ткань, заданная кубической кривой, является
регулярной.

Проективный репер Ai, в котором выполняются соотноше-
ния (5.106)–(5.108), назовем адаптированным кубике Υ.

Пусть теперь M — произвольная точка пространства K3. Свяжем
с ней семейство проективных адаптированных реперов {A0,Ai}, поме-
стив вершину A0 в точку M , а точки Ai — как описано выше (чтобы
они образовывали адаптированный репер кубики Υ). Кроме того,
с точкой M свяжем семейство аффинных адаптированных реперов
R = {M , εi}, где той же буквой M обозначен радиус-вектор точки M
относительно некоторого неподвижного начала координат, а векто-



§ 5.4. Координатные три-ткани на поверхностях в пространсве K3 207

ры εi направлены в точки Ai. Инфинитезимальные перемещения ре-
пера R в силу (5.102) можно записать в виде:

dM = Θiεi, dεi = Θj
iεj , (5.118)

а структурные уравнения в силу (5.117) — в виде

dΘi =
1
3
Θi ∧ (−Ω+ p(ωi+1 − ωi+2))+

+ (ui+1 − ui+2)(Θ
1 +Θ2 +Θ3) ∧ ωi,

dωi = 0, dΘi
i = (ui+1 − ui+2)Ω ∧ ωi.

(5.119)

Первая серия уравнений получается при внешнем дифференцирова-
нии первого уравнения (5.118).

3. Рассмотрим в пространстве K3 гладкую неразвертывающуюся
поверхность V . Пусть M — такая точка этой поверхности, касательная
плоскость TM в которой пересекает абсолют Υ в трех различных
точках Mi таких, что выполняется условие (5.95). Тогда к точке M
можно присоединить семейство адаптированных аффинных реперов
R = {M , εi}. Такие реперы будем называть адаптированными репера-
ми поверхности пространства K3.

Введем векторы ei ≡ εi+1 − εi+2, направленные в точки
Mi = Ai+1 − Ai+2. Тогда в некоторой окрестности точки M
поверхности V в адаптированном репере имеем:

dM = σ1e1 + σ2e2 = σ1(ε2 − ε3) + σ2(ε3 − ε1) =

= −σ2ε1 + σ1ε2 + (σ2 − σ1)ε3.

Сравнивая эти разложения с (5.118), найдем, что σ1 = Θ2, σ2 = −Θ1,
σ2 − σ1 = Θ3. Отсюда получаем уравнение поверхности V в рассмат-
риваемом репере:

Θ1 +Θ2 +Θ3 = 0. (5.120)

Любые две из форм Θi являются базисными на V .
В силу (5.120) первое из уравнений (5.118) запишется в виде:

dM = Θ2e1 −Θ1e2 = Θ1e3 −Θ3e1 = Θ3e2 −Θ2e3. (5.121)

Дифференцируя внешним образом уравнение (5.120), получим:

Θ1 ∧ (ω2 − ω3) + Θ2 ∧ (ω3 − ω1) + Θ3 ∧ (ω1 − ω2) = 0.

Запишем это уравнение, используя (5.120), тремя способами:

ω1 ∧Θ2 − ω2 ∧Θ1 = ω2 ∧Θ3 − ω3 ∧Θ2 = ω3 ∧Θ1 − ω1 ∧Θ3 = 0.

Отсюда находим:

ω1 = −a2Θ
2 + a3Θ

3, ω2 = −a3Θ
3 + a1Θ

1, ω3 = −a1Θ
1 + a2Θ

2.
(5.122)

Функции ai являются коэффициентами асимптотической формы ϕ
поверхности V , причем ϕ = a1(Θ

1)2 + a2(Θ
2)2 + a3(Θ

3)2.
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Как и в предыдущих параграфах, на поверхности V возникают
две координатные три-ткани, W и W ∗, у которых соответствующие
семейства линий образуют на поверхности V сопряженную сеть.

Координатная три-ткань W ∗ образована интегральными кривыми
векторных полей ei. Из (5.121) следует, что линии ткани W ∗ задаются
уравнениями Θi = 0, следовательно, уравнение (5.120) является урав-
нением этой ткани.

Три-ткань W образована линиями тени — линиями, вдоль которых
поверхности V касаются конусы прямых с вершинами на кубике-
абсолюте Υ. При этом линиям, проходящим через точку M , соответ-
ствуют конусы с вершинами в точках Mi = TM ∩Υ. Линии ткани W
задаются уравнениями ωi = 0 (см. (5.22)), которые связаны уравнени-
ем ткани W — ω1 + ω2 + ω3 = 0.

4. Найдем структурные уравнения координатной три-ткани W ∗.
Внешнее дифференцирование форм Θi в силу (5.122) дает:

dΘ1 = Θ1 ∧ ω, dΘ2 = Θ2 ∧ ω, dΘ3 = Θ3 ∧ ω, (5.123)

где
−3ω = Ω+ p(a1Θ

1 + a2Θ
2 + a3Θ

3). (5.124)

Уравнения (5.123) есть структурные уравнения три-ткани W ∗, а ω —
ее форма связности.

Найдем кривизну ткани W ∗. Дифференцируя внешним образом
уравнения (5.122) и используя уравнения (5.113), (5.117) и (5.123),
получим:

Θi ∧ (dai − aiω)−Θi+1 ∧ (dai+1 − ai+1ω) = 0.

Отсюда, пользуясь леммой Картана, находим формы dai:

dai = aiω + βiΘ
i + βΘi+2. (5.125)

Дифференцируем далее внешним образом соотношение (5.124) и
подставляем в полученное квадратичное равенство значения форм
dΘi, dai, dΩ и dp. После преобразований придем к уравнению
dω = bΘ1 ∧Θ2, где b — кривизна ткани W ∗ — выражается формулой:

b = −p[(u1 − u2)a1a2 + (u2 − u3)a2a3 + (u3 − u1)a3a1 + β]. (5.126)

Из (5.126) в силу теоремы 2.1 вытекает
Теорема 5.6. Координатная три-ткань W ∗ на поверхности про-

странства K3 является регулярной тогда и только тогда, когда
выполнено соотношение

β = (u2 − u1)a1a2 + (u3 − u2)a2a3 + (u1 − u3)a3a1.
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§ 5.5. Три-ткани, образованные семействами
окружностей

1. Обозначим через W три-ткань, образованную в некоторой об-
ласти D плоскости тремя гладкими семействами окружностей. При
отображении Дарбу (см. гл. 3) семейства окружностей, образующих
три-ткань W , перейдут в 3 кривые (обозначим их ℓi, i = 1, 2, 3) трех-
мерного проективного пространства P3, в котором фиксирована квад-
рика Дарбу Q. Таким образом, изучение три-тканей из семейств
окружностей сводится к изучению геометрии тройки кривых в про-
ективном пространстве с фиксированной овальной квадрикой. При
этом три окружности ткани из разных семейств, проходящие через
текущую точку M области D, изобразятся тремя точками Mi, Mi ∈
∈ ℓi, лежащими в касательной плоскости TM к квадрике Дарбу Q в
точке M ; точки этих окружностей изобразятся на Q точками линий
тени при освещении из точек Mi.

С тройкой кривых ℓi пространства P3 свяжем подвижной репер
{Aα} (далее α,β, γ = 0, 1, 2, 3) аналогичный тому, который исполь-
зовался в § 5.2 для изучения координатных тканей на поверхности
триаксиального пространства. Инфинитезимальные перемещения по-
движного репера запишем в виде (5.29), а структурные уравнения
пространства P3 — в виде (5.30).

Поместим вершину Ai репера на кривую ℓi и рассмотрим область
пространства P3, в которой плоскость π0 = A1A2A3 трансверсальна
кривым ℓi. Так как точка Ai описывает кривую ℓi, то из трех форм
ω0
i , ω

j
i , i, j = 1, 2, 3, i ̸= j, при фиксированном i только одна линейно

независимая. При этом, так как плоскость π0 трансверсальна кривым
ℓi, то ω0

i ̸= 0, и можно положить

ωj
i = λj

i ω
0
i . (5.127)

Тогда
dAi = ωi

iAi + ω0
iBi, (5.128)

где
Bi = A0 + λj

i Aj + λk
i Ak. (5.129)

Дифференцируя уравнения (5.127), получим квадратичные уравне-
ния, из которых найдем:

dλk
i + λk

i (ω
k
k − ω0

0) + ωk
0 + λj

i (λ
k
j − λk

i )ω
0
j − (λk

i )
2ω0

k = 2µk
i ω

0
i , (5.130)

где индексы i, j, k все различны. Верны следующие утверждения.
Теорема 5.7. [Л-1, А-3] Величины µk

i являются относитель-
ными проективными инвариантами тройки кривых ℓi. Кривая ℓi
является прямой тогда и только тогда, когда µj

i = µk
i = 0 (здесь все

индексы различны).
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Теорема 5.8. [А-3] Для того, чтобы тройка кривых ℓi принадле-
жала одной нормкривой пространства P3, необходимо и достаточно
выполнения условий

µ1
2 + µ2

1 = 0, µ1
3 + µ3

1 = 0, µ3
2 + µ2

3 = 0. (5.131)

Как и в § 5.2, семейство реперов Aα можно сузить, поместив вер-
шину репера A0 в полюс плоскости π0 = A1 A2 A3 относительно ли-
нейчатой квадрики S, содержащей в качестве прямолинейных обра-
зующих касательные AiBi к кривым ℓi. Тогда будут выполняться
равенства λi

j + λi
k = 0, в которых все индексы различны. Введем

обозначения (5.37), и тогда уравнения (5.127) примут вид (см. (5.38)):

ω2
1 = −λ2 ω0

1 , ω3
1 = λ3 ω0

1 ,
ω3

2 = −λ3 ω0
2 , ω1

2 = λ1 ω0
2 ,

ω1
3 = −λ1 ω0

3 , ω2
3 = λ2 ω0

3 ,
(5.132)

а уравнения (5.130) приведутся к следующему виду [А-3]:

dλ1 + λ1(ω1
1 − ω0

0) = (µ1
2 + λ1λ2)ω0

2 + (µ1
3 − λ1λ3)ω0

3 ,
dλ2 + λ2(ω2

2 − ω0
0) = (µ2

3 + λ2λ3)ω0
3 + (µ2

1 − λ1λ2)ω0
1 ,

dλ3 + λ3(ω3
3 − ω0

0) = (µ3
1 + λ3λ1)ω0

1 + (µ3
2 − λ3λ2)ω0

2 ,
ω1

0 = (λ1)2ω0
1 + (µ1

2 − λ1λ2)ω0
2 − (µ1

3 + λ1λ3)ω0
3 ,

ω2
0 = (λ2)2ω0

2 + (µ2
3 − λ2λ3)ω0

3 − (µ2
1 + λ2λ1)ω0

1 ,
ω3

0 = (λ3)2ω0
3 + (µ3

1 − λ3λ1)ω0
1 − (µ3

2 + λ3λ2)ω0
2 .

(5.133)

Точки Bi, лежащие на касательных к кривым ℓi, запишутся так
(см. (5.129)):

B1 = A0 − λ2A2 + λ3A3,B2 = A0 − λ3A3 + λ1A1,B3 = A0 − λ1A1 + λ2A2.
(5.134)

Величины λi являются относительными инвариантами, геометри-
ческий смысл обращения их в нуль указан в § 5.2. Геометрический
смысл величин µi

j проясняет следующее утверждение, которое дока-
зывается непосредственным вычислением.

Предложение 5.9. Соприкасающаяся плоскость πi к кривой ℓi в
текущей точке Ai имеет вид AiBiCi, где

C1 = −µ2
1A2 + µ3

1A3, C2 = −µ3
2A3 + µ1

2A1, C3 = −µ1
3A1 + µ2

3A2.

2. Найдем уравнение три-ткани W . Пусть квадрика Дарбу Q за-
дана в подвижном репере {Aα} уравнением

gαβx
αxβ = 0, α,β, γ = 0, 1, 2, 3. (5.135)

Коэффициенты gαβ ≡ gβα являются функциями параметров подвиж-
ного репера и удовлетворяют условию стационарности:

dgαβ − gγβω
γ
α − gαγω

γ
β = ϑgαβ . (5.136)
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Напомним, что плоскость π0 = A1A2A3 касается квадрики Дарбу Q в
точке M . Нормируем эту точку условием M = A1 +A2 +A3. Подстав-
ляя координаты точки M в уравнение (5.135), получим соотношение
g11 + g22 + g33 + 2g12 + 2g13 + 2g23 = 0, которое можно записать в виде

g1 + g2 + g3 = 0, (5.137)

введя обозначения
gα = gα1 + gα2 + gα3. (5.138)

Как известно, полярное соответствие точек A(xα) и B(yα) отно-
сительно квадрики Q определяется равенством gαβx

αyβ = 0. Кратко
это условие записывают в виде (AB) = 0. В частности, для базисных
точек условие (AαBβ) = 0 эквивалентно gαβ = 0.

Так как плоскость π0 = A1A2A3 касается квадрики Q в точке
M = A1 + A2 + A3, то эта точка полярно сопряжена каждой точке
плоскости π0. Это эквивалентно условиям (MA1) = 0, (MA2) = 0,
(MA3) = 0, что в силу обозначений (5.138) дает

gi = 0. (5.139)

Теперь, используя деривационные уравнения (5.29), запишем диф-
ференциал точки M = A1 +A2 +A3:

dM = (ω0
1 + ω0

2 + ω0
3)A0 + (...)A1 + (...)A2 + (...)A3.

По той же причине — точка M лежит на квадрике Q, а плоскость
A1A2A3 касается Q в точке M — в правой части коэффициент при A0
должен равняться нулю:

ω0
1 + ω0

2 + ω0
3 = 0. (5.140)

Теперь заметим, что в силу (5.128) уравнение ω0
i = 0 фиксирует

точку Ai, а, следовательно, и соответствующую линию тени на квад-
рике Дарбу Q. Поэтому уравнения ω0

i = 0 задают линии ткани W , а
соотношение (5.140) есть дифференциальное уравнение этой ткани в
подвижном репере.

3. Найдем структурные уравнения три-ткани W . Продифферен-
цируем равенства (5.139), пользуясь уравнениями (5.136). После пре-
образований с учетом (5.139) и (5.140) получим

gikω̃
k + g0ω

0
i = 0, (5.141)

где введено обозначение

ω̃k = ωk
1 + ωk

2 + ωk
3 . (5.142)

В силу (5.139) из трех уравнений (5.141) только 2 независимых. С
учетом (5.139) первые 2 из уравнений (5.141) примут вид:

g11(ω̃
1 − ω̃3) + g12(ω̃

2 − ω̃3) + g0ω
0
1 = 0,

g21(ω̃
1 − ω̃3) + g22(ω̃

2 − ω̃3) + g0ω
0
2 = 0.
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что эта система имеет ре-
шение

ω̃1 − ω̃3 =
g0

∆
(g23ω

0
1 − g12ω

0
3), ω̃2 − ω̃3 =

g0

∆
(g13ω

0
2 − g12ω

0
3), (5.143)

где обозначено
∆ = g12g13 + g12g23 + g13g23 ≡ g11g22 − (g12)

2 ≡
≡ g11g33 − (g13)

2 ≡ g22g33 − (g23)
2. (5.144)

Равенства (5.143) запишем в симметричной форме, введя новую фор-
му ϑ̃:

ω̃1 = ϑ̃+
g0

∆
g23ω

0
1 , ω̃2 = ϑ̃+

g0

∆
g13ω

0
2 , ω̃3 = ϑ̃+

g0

∆
g12ω

0
3 . (4.145)

Внешнее дифференцирование уравнения (5.140) в силу (5.145) приво-
дит к тождеству (проверьте!), а внешнее дифференцирование форм
ω0

1 и ω0
2 дает

dω0
1 = ω0

1 ∧ ω, dω0
2 = ω0

2 ∧ ω, (5.146)

где

ω = ω0
0 − ϑ̃+ ω2

1 + ω1
2 + ω3

1 + ω1
3 + ω3

2 + ω2
3 =

= ω0
0 − ϑ̃+ (λ3 − λ2)ω0

1 + (λ1 − λ3)ω0
2 + (λ2 − λ1)ω0

3 .
(5.147)

Сравнивая уравнения (5.146) и (2.6), видим, что уравнения (5.146)
являются структурными уравнениями рассматриваемой ткани W , а
форма ω является ее формой связности.

Непосредственным вычислением доказываем следующие утвер-
ждения.

Лемма 1.

dg0 =g0(ϑ+ ω0
0) + g0kω̃

k =

=g0(ϑ+ ϑ̃+ ω0
0) +

g0

∆
(g01g23ω

0
1 + g02g13ω

0
2 + g03g12ω

0
3).

(5.148)

Лемма 2.

d∆ =2∆(ϑ+ 2ϑ̃− (ω2
1 + ω1

2 + ω3
1 + ω1

3 + ω3
2 + ω2

3))+

+ 2g23(g02 + g03)ω
0
1 + 2g13(g01 + g03)ω

0
2 + 2g12(g01 + g02)ω

0
3 .

(5.149)
С помощью формул (5.148) и (5.149) доказывается
Лемма 3. Внешнее дифференцирование уравнений (5.145) дает

единственное уравнение:
dϑ̃ = −g0

∆
(g11λ

1 + g22λ
2 + g33λ

3)ω0
1 ∧ ω0

2−

− g0

∆2 (g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13))ω
0
1 ∧ ω0

2 .

(5.150)
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Наконец, с помощью этой формулы и предыдущих продиффе-
ренцируем форму ω, данную формулой (5.147). После вычислений
получим уравнение вида (2.8):

dω = bω0
1 ∧ ω0

2 ,

где b — кривизна ткани W — вычисляется по формуле:
b = −2(µ2

1 + µ2
1 + µ3

1 + µ1
3 + µ2

3 + µ3
2)+

+
g0

∆
(λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22))+

+
g0

∆2 (g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13)).

Из последней формулы и теоремы 2.1 вытекает
Теорема 5.10. Три-ткань W является регулярной тогда и

только тогда, когда выполняется равенство
− 2(µ2

1 + µ2
1 + µ3

1 + µ1
3 + µ2

3 + µ3
2)+

+
g0

∆
(λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22))+

+
g0

∆2 (g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13)) = 0.

Как видно из формулы (5.151), кривизна представляет собой сум-
му трех слагаемых, принадлежащих, соответственно, дифференци-
альным окрестностям второго, первого и нулевого порядков. Поэтому
в классе регулярных тканей (b = 0) естественным образом возникают
3 подкласса, выделяемые, соответственно, условиями:

µ2
1 + µ2

1 + µ3
1 + µ1

3 + µ2
3 + µ3

2 = 0, (5.152)

λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22 = 0, (5.153)

g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13 = 0. (5.154)

В связи с этим возникает ряд задач.
1. Выяснить геометрический смысл каждого из условий (5.152)–

(5.154).
Например, условие регулярности первого из указанных трех

классов состоит из равенств (5.152) и
∆(λ1(g22 + g33) + λ2(g11 + g33) + λ3(g11 + g22))+

+ (g01g23(g13 − g12) + g02g13(g12 − g23) + g03g12(g23 − g13)) = 0.
(5.155)

Последнее равенство при условиях µi
j = 0 характеризует регулярные

круговые ткани и совпадает с формулой (32) из [Л-1]. Его геометри-
ческий смысл до сих пор не выяснен, хотя все регулярные круговые
ткани описаны! Поэтому интересно было бы

2. Найти геометрический смысл условия (5.155), в частности, для
круговых тканей.
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К равенствам (5.152) и (5.155) следует добавить их дифференци-
альные следствия. Заметим, что дифференцирование (5.152) не даст
новых условий на величины λi и gαβ . Этот факт вытекает из легко
доказываемого

Предложения 5.11. Система (5.133) правильно продолжаема.
Естественно рассмотреть еще следующие две задачи.
3. Найти регулярные ткани, образованные семействами окруж-

ностей, в случае, если выполняются соотношения (5.131) (кривые ℓi
принадлежат одной кубической нормкривой).

4. Найти необходимое и достаточное условие принадлежности кри-
вых ℓi одной кубической поверхности и описать соответствующий
класс регулярных тканей.

В заключение отметим, что полученные результаты можно сфор-
мулировать в конформных терминах. В связи с этим отсылаем чита-
теля к работам Р.М. Гейдельмана и М.А. Акивиса по дифференци-
альной геометрии семейств окружностей и сфер, см. обзор [А-4], § 6
в [Г-1] и монографию [АГо-2].

ЗАДАЧИ

5.1. Докажите возможность нормировок (5.3), (5.4).
5.2. Найдите кривизну координатной три-ткани W на поверхности

пространства Аппеля (см. § 5.1).
5.3. Найдите кривизну координатной три-ткани W ∗ на поверхно-

сти триаксиального пространства (см. § 5.2).
5.4. Вторые поляры базисных точек Ai относительно ку-

бики (5.100) имеют общую точку, которая совпадает с точкой
Mi = Ai+1 −Ai+2 если и только если ui+1 = ui+2.

У к а з а н и е : пусть F (x, y, z) — трилинейная форма, соответству-
ющая левой части уравнения (5.100). Тогда вторая поляра точки M(x)
относительно кубики (5. 100) есть прямая F (x,x, z) = 0.

5.5. Произвольная плоскость в P3 пересекает нормкривую не более
чем в трех точках.

5.6. Группа коллинеаций пространства P3 , переводящих норм-
кривую в себя (§ 5.3), изоморфна группе проективных преобразований
прямой.

У к а з а н и е : всякой коллинеации пространства P3, переводящей
нормкривую в себя, соответствует дробно-линейное преобразование
параметра t. Верно и обратное.

5.7. Докажите, что
а) нормкривая N , заданная уравнениями (5.55), принадлежит

трем квадрикам

f1 ≡ x1x3 − (x2)2 = 0, f2 ≡ x1x2 − x0x3 = 0, f3 ≡ x0x2 − (x1)2 = 0,
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причем многочлены fi связаны зависимостями

x0f1 + x1f2 + x2f3 = 0, x1f1 + x2f2 + x3f3 = 0;

б) уравнение
(f2)

2 − 4f1f3 = 0

определяет развертывающуюся поверхность четвертого порядка, реб-
ром возврата которой служит нормкривая N ;

в) нормкривая вполне определяется шестью своими точками, не
лежащими по четыре в одной плоскости, или двумя точками и четырь-
мя бисекантами, или тремя точками и тремя бисекантами (бисекантой
называется прямая, пересекающая нормкривую в двух точках);

г) из каждых двух бисекант точки пространственной кривой тре-
тьего порядка проектируются проективными пучками плоскостей.
Выведите отсюда, что нормкривая может быть получена как геомет-
рическое место точек пересечения соответствующих плоскостей трех
проективных пучков плоскостей.

5.8. Найдите кривизну координатной три-ткани W ∗ на поверхно-
сти пространства N3 (см. § 5.3).

5.9. Опишите поверхности пространства K3 (см. § 5.4), для кото-
рых нельзя построить адаптированный репер.

5.10. Найдите кривизну координатной три-ткани W на поверхно-
сти пространства кубической метрики (см. § 5.4).

5.11. Выведите формулы (5.130).
5.12. Докажите теорему 5.7 из § 5.5.
5.13. С помощью теоремы 5.8 докажите следующее утверждение:
Теорема 5.12. Для того, чтобы тройка кривых ℓi принадлежала

одной нормкривой пространства P3, необходимо и достаточно, что-
бы плоскости πi и π0 = A1A2A3 (см. предложение 5.9) принадлежали
одной связке с вершиной в точке Брианшона треугольника A1A2A3
относительно коники π0 ∩ S.

5.14. Докажите предложение 5.9. Покажите, что
а) в репере Aα плоскости πi определяются соответственно уравне-

ниями:
(µ3

1λ
2 − µ2

1λ
3)x0 + µ3

1x
2 + µ2

1x
3 = 0,

(µ1
2λ

3 − µ3
2λ

1)x0 + µ3
2x

1 + µ1
2x

3 = 0,
(µ2

3λ
1 − µ1

3λ
2)x0 + µ2

3x
1 + µ1

3x
2 = 0.

б) плоскости πi и π0 = A1A2A3 принадлежат одной связке тогда и
только тогда, когда выполнено условие

µ3
1µ

1
2µ

2
3 + µ3

2µ
2
1µ

1
3 = 0.

5.15. Докажите леммы 1–3 из § 5.5.
5.16. Докажите предложение 5.11.
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Приложение 1

Вычисление ковариантных производных кривизны три-
ткани через частные производные от функции ткани

В некоторых задачах, например, при изучении конкретных тканей,
приходится вычислять кривизну три-ткани и ее ковариантные произ-
водные через обычные частные производные от функции, задающей
эту ткань в некоторых локальных координатах. В частности, чтобы
проверить, является ли три-ткань, заданная уравнением z = f(x, y),
линеаризуемой или нет, нужно (см. § 2.8) найти ее кривизну и ковари-
антные производные кривизны по крайней мере до третьего порядка
включительно.

Выражение для тензоров кривизны и кручения многомерной три-
ткани, заданной на 2r-мерном многообразии, найдено в [АШ-1]. Для
криволинейной ткани (r = 1) кручение равно нулю, а формула для
кривизны принимает вид (2.9).

Формулы для ковариантных производных первого и второго по-
рядков тензора кривизны многомерной три-ткани найдены в [Ш-1] и
[Ш-2]. Из этих формул легко получаются соответствующие формулы
для криволинейной ткани (при r = 1). Но в данной работе мы приво-
дим их в том виде, как они были найдены в [Го-1]. Из (2.10) находим:

b1 =
bx
fx

+ 2b
fxy
fxfy

,

b2 =
by
fy

+ 2b
fxy
fxfy

.
(1)

Из этих рекуррентных соотношений с учетом (2.9) получаем:

b1 =
fx3y

(fx)3fy
−

fx2y2

(fx)2(fy)2
− 3

fx2yfx2

(fx)4fy
+

fxy2fxy
(fx)2(fy)3

− fx3fxy
(fx)4fy

+
fx2yfxy

(fx)3(fy)2
+

fxy2fx2

(fx)3(fy)2
+

fx2yfy2

(fx)3(fy)2

+3
fxy(fx2)2

(fx)5fy
−

(fxy)
2fy2

(fx)2(fy)4
−

fx2fy2fxy

(fx)3(fy)3
− (fxy)

2fx2

(fx)4(fy)2
,

b2 =
fxy3

fx(fy)3
−

fx2y2

(fx)2(fy)2
− 3

fxy2fy2

fx(fy)4
+

fx2yfxy
(fx)3(fy)2

−
fy3fxy
fx(fy)4

−
fxy2fxy

(fx)2(fy)3
+

fx2yfy2

(fx)2(fy)3
+

fxy2fy2

(fx)3(fy)2

+3
fxy(fy2)2

fx(fy)5
− (fxy)

2fx2

(fx)4(fy)2
−

fx2fy2fxy
(fx)3(fy)3

−
(fxy)

2fy2

(fx)2(fy)2
.

(2)



Вычисление ковариантных производных кривизны три-ткани... 217

Для следующих производных из (2.11) находим:

b11 =
(b1)x
fx

+ 3b1
fxy
fxfy

,

b22 =
(b1)y
fy

+ 3b2
fxy
fxfy

,

b12 = b2 +
(b1)y
fy

+ 3b1
fxy
fxfy

= −b2 +
(b2)x
fx

+ 3b2
fxy
fxfy

,

(3)

или, с учетом предыдущих формул,

b11 = 3(Fx2)2FxyFy2 + 2Fx2(Fxy)
2Fy2 + (Fxy)

3Fy2 − 15(Fx2)3Fxy

+10(Fx2)2(Fxy)
2 − Fx2(Fxy)

3 − Fx3FxyFy2 − 3Fx2Fx2yFy2

−2Fx2yFxyFy2 + 10Fx2Fx3Fxy + 15(Fx2)2Fx2y − 3(Fx2)2Fxy2

−3Fx3(Fxy)
2 − 11Fx2Fx2yFxy − 2Fx2FxyFxy2 − Fx2y(Fxy)

2

−(Fxy)
2Fxy2 + Fx3yFy2 − Fx4Fxy − 4Fx3Fx2y

−6Fx2Fx3y + Fx3Fxy2 + 3Fx3yFxy + 3Fx2Fx2y2

+2(Fx2y)
2 + Fx2yFxy2 + Fx4y − Fx3y2 ,

(4)
b12 = 3Fx2Fxy(Fy2)2 + 5(Fxy)

2(Fy2)2 − 3Fx2FxyFy2 − (Fxy)
3Fy2

−5(Fx2)2(Fxy)
2 − 5Fx2(Fxy)

3 − Fx2FxyFy3 − (Fxy)
2Fy3

−3Fx2y(Fy2)2 + Fx3FxyFy2 + 3Fx2Fx2yFy2 − 3Fx2Fx2yFy2

−7FxyFxy2Fy2 + 3(Fx2)2Fxy2 + Fx3Fxy + 7Fx2Fx2yFxy

−Fx2y(Fxy)
2 + (Fxy)

2Fxy2 + Fx2yFy3 − Fx3yFy2

+3Fx2y2Fy2 − Fx3Fx2y − Fx3yFxy − 3Fx2Fx2y2 − 2(Fx2y)
2

+Fx2Fxy3 + FxyFxy3 + 2(Fxy2)2 + Fx3y2 − Fx2y3 ,

(5)

где обозначено Fxpyq =
fxpyq

(fx)p(fy)q
.

Для следующих производных приведем только рекуррентные со-
отношения:



b111 =
(b11)x
fx

+ 4b11
fxy
fxfy

,

b112 =
(b11)y
fy

+ 4b11
fxy
fxfy

= −5b1b+
(b12)x
fx

+ 4b12
fxy
fxfy

,

b122 =
(b22)x
fx

+ 4b22
fxy
fxfy

= 5b2b+
(b12)y
fy

+ 4b12
fxy
fxfy

,

b222 =
(b22)y
fx

+ 4b22
fxy
fxfy

.

(6)

Формулы, выражающие эти ковариантные производные непосред-
ственно через частные производные от f , очень громоздкие, поэтому
мы их не приводим (при желании их можно найти в [Го-1]). Там
же приведены выражения для сумм b11 + b22 и b112 − b122, которые
встречаются, например, в (2.127).
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Теперь допустим, что на ткани выбрана стандартная параметри-
зация (§ 1.11), и разложение функции f в ряд записано как в [Ш-2]
(ср. (1.46)):

f(x, y) = x+ y + axy +
1
2
λ21x

2y +
1
2
λ12xy

2+

+
1
6
λ31x

3y +
1
4
λ22x

2y2 +
1
6
λ13xy

3+

+
1
24

λ41x
4y +

1
12

λ32x
3y2 +

1
12

λ23x
2y3 +

1
24

λ14xy
4 + ... .

(7)

Тогда значения кривизны и ее ковариантных производных в точке
(0, 0) вычисляются по формулам (см. [АШ-4], [Ш-1], [Ш-2]):

b = λ12 − λ21,
b1 = λ22 − λ31, b2 = λ13 − λ22,
b11 = λ32 − λ41 − 2λ12λ21 − (λ21)

2,
b21 = λ23 − λ32 − 4bλ12,
b22 = λ14 − λ23 + 2λ12λ21 + (λ12)

2.

(8)



СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ
A = (A1,A2,A3) — автотопия три-ткани или квазигруппы
An — аффинное пространство размерности n
Ap3 — пространство Аппеля гиперболического типа
b — кривизна три-ткани
Bℓ — левая фигура Бола, также класс левых тканей Бола
Br — правая фигура Бола, также класс правых тканей Бола
Bm — средняя фигура Бола, также класс средних тканей Бола
δ — символ дифференцирования по вторичным параметрам
E — фигура, определяемая тождеством эластичности, также класс
тканей, на которых замыкаются все фигуры E
e — единица лупы (группы)
G — группа Ли; многообразие прямых проективной плоскости
GL(n) — полная линейная группа
G(r,n) — грассманово многообразие r-мерных подпространств проек-
тивного пространства Pn

GW — грассманова три-ткань
Γ — связность Черна три-ткани
γ(W ) — пучок аффинных связностей, присоединенных к три-ткани W
H — шестиугольная фигура, также класс шестиугольных три-тканей
J = (J1, J2, J3) — изотопия три-тканей, квазигрупп
K3 — пространство кубической метрики
ℓp, ℓ(a, b) — координатная лупа три-ткани, связанная с точкой
p = (a, b)
ℓ(a, b) — LP -изотоп квазигруппы
La — левый сдвиг в лупе (группе)
λi — i-тое слоение ткани
M — тождество Муфанг, также класс три-тканей Муфанг
N3 — пространство с кубическим абсолютом
∇ — оператор ковариантного дифференцирования относительно ин-
вариантной связности, присоединенной к три-ткани
∇δ — оператор ковариантного дифференцирования по вторичным
параметрам
Pn — проективное пространство размерности n
Π — три-ткань, образованная семействами параллельных прямых
q = (·,Xα) — трехбазисная квазигруппа
q(·) — квазигруппа
Q — лупа, квазигруппа, группоид
Rn — евклидово пространство размерности n
ω — форма связности Черна
ωi — базисные формы слоения λi три-ткани
R — фигура Рейдемейстера, также класс групповых три-тканей (тка-
ней R)
Ra — правый сдвиг в лупе (группе)
Te — касательное пространство к лупе в единице e
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T — фигура Томсена, также класс параллелизуемых (регулярных)
три-тканей
Tp(X) — касательное пространство к многообразию X в точке p
W0 — три-ткань, образованная тремя пучками прямых
∧ — символ внешнего умножения
/ и \ — правая и левая обратные операции в квазигруппе
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