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Упраеление естъ харахтеристичесхо е свой

ство :ж:изхи в широком с,М'Ысле... при это'м nе

редача небольшиз: ,Масс или nорчий энергии еы

зъ,вает действия, состоящие в передоме или nе

реработхе гораздо больших nopv,uil эхергии или

.масс ...
А.А . Ляпинов

ВВЕДЕНИЕ

Это учебное пособие является результатом совместной работы препода

вателей двух университетов городов-побратимов Оснабрюка и Твери . Ав

торы работы на протяжении многих лет преподают в университете опти

мальное управление , вариационное исчисление , методы оптимизации и их

использование при моделировании управляемых пропессов в медицине , био

логии, экономике, техиике.

В учебное пособие не вошли результаты всех совместных научных ис

следований, которые нашли свое выражение в ряде статей . В данном слу

чае авторы ставили своей целью п ознакомить студентов й аспирантов с

современной математической теорией оптимального управления , алгорит

мами оптимизации, проблемами, возникающими при моделировании упра

вляемых систем . В учебном пособии представлев ряд проблем, требующих

дальнейших исследований, которые могут служить темами дипломных и

магистерских работ.

В первой главе приводятся теоремы существования , необходимые и до

статочные условия оптимальности , принцип максимума для задач опти

мального управления с фазовыми и смешанными ограничениями, список

литературы, необходимой для изучения темы, и примеры , .иллюстрирую
щие применение теорем .

Во второй главе доказываются теоремы о достаточных условиях опти

мальности , вводится понятие двойственной задачи , синтеза оптимально

го управления . Последние главы посвящены моделированию управляемых

процессов в медицине , биологии, искусственных нейронных сетей. Задача

авторов состояла в построении моделей распространения эпидемии, сорев

нований по бегу, нейронной сети, определенив оптимального управления

на основе изложенного теоретического материала и разработке алгоритмов

построения решения.

~aHHoe учебное пособие предназначается для студентов 4-5 курсов и

аспирантов математического факультета,специализирующихся по напра

плепию оптимальное управление, оптимизация и моделирование.
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ГЛАВА 1

ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ СО

СМЕШАННЫМИ И ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ

§1. Задача оптимального управления

Постановка задачи оптимального управления

Задача оптимального управления для системы обыкновенных дифферен

циальных уравнений ставится следующим образом: требуется найти мини

мум функционала J(u), определенного на заданном отрезке [to, t 1] , завися

щего от управления, состоящего из интегрального и терминального слагае

мых

/ 1
r

J(u) = J fo(i, x(t), u(t)) dt + Ф(х (tо), x(t j ) ) . (1 1)
/ 0

Здесь О < to < t J , эначевия to , t 1 фиксированы. Обозначим далее через

1 = [to, t j ] . Абсолютно-непрерывная вектор-функция состояния x( t ) :J~ jRn

И кусочпо-непрерывная вектор-функция управления u(t) : 1 -1 JR" удовле

творяют динамическим ограничениям

=i:;(t ) = f i(t, x(t ),u(t)) , t Е Т, i = 1, n,
начальным условиям

x(to) Е ХО С jRn,

ограничениям на управление

u(t ) Е U(t) С JRr, t Е 1,
граничным условиям

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Определение 1.1. Процесс из = (x( t) ,u(t )) называется допустимым ,

если вектор-функция x(t)- абсолютно-непрерывна, u(t)_··· кусочпо-непре

рывна и удовлетворяют условиям (1.2)-(1.5). Совокупность всех допусти

мых процсссов w задачи (1.1)-··(1.5) обозначим через ~l и предположим, что

множество !1 не пусто .

Задача оптимального управления непрерывной системой (1.2) заключа

ется в выборе допустимого процесса с;; Е П , минимизирующего функционал

(1.1).
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Определение 1.2. Допустимый процесс w = (x( t ),U(t» явля ется ло

ka.iIbHO-ОПТИМальным: в задаче (1.1) ·{1.5) , если 3 Е. > О, такое, что для

всех допустимых процессов w = (x(t), u(t» Е П, удовлетворяющих усло

вию I/ x( t) - x(t )lI c(l ) < Е. , и для любого u(t) Е U(t ), t Е 1, выполняется

неравенство

J(w) ::;: J (w).
Теорема о необходимых условиях оптимальности в задаче (1.1 )-(1 .2)

впервые была доказала Понтрягиным: Л .С . С каждой задачей опти

ма.ЛЬНОГО управления можно связать две скалярные функции -- функцию

Понтрягина и функцию Гамильтона, которые строятся по следующему пра

виду :

H (t , х, u, p(t), >'0) = - >'ofo(t , х , и) + (p(t) , f (t, х , и» ,

H(t , x,p(t) , >'0 ) = шах H (t ,х , u, p(t). >'0) .
иЕ И

Предположим, что в задаче (1.1)-(1.5) выполнены все стандартные пред

положения гладкости, а именно : функции

j(t , х, и) : 1 х 1R" х тn --+ JR n,

fo(t ,х . 'И.) : 1 х ~" х /Rn --+ 1R

змеримы по t, непрерывно дифференцируемы по х и пепрерывны по и,

функция ф(х а, xJ ) : Ха х Х1 --+ 1R непрерывно дифференцируема по хо и по

х! "где x(ta) = хО , x(t!) = х 1 •
Если :r(ta) = ха ,то задача (1.1)-(1.5) называется задачей с закрепленным

евым концом .

Если ХО = Jl{n, то задача (1.1)-(5 .5) называется задачей со свободным

левым концом . Аналогично для правого конца можно выделить два слу

чая: закрепленный правый конец х( t l ) = x J , свободный правый конец

Х! = IRn . Множества Хе , f = 0,1 могут задаваться системой ограничений

юта равенств и неравепств , например :

Xe ={xEIRn
: gf( x)::;:o, i =г,s; gf(x) = 0, i= s +l, p},

десь gi(X ), i = 1,Р, - непрерывно дифференцируемые функции.

Применям метод множителей Лагранжа для построения оптимального

ешения в задаче со свободным правым концом .

Задача оптимального управления с закрепленным левым и со свободным

равым концом состоит в МИНИМИЗaII,ИИ функционала

t]

J(w) = Jfo(t , x(t ),u(t»)dt + Ф(х (t J ) )
( о

(1.6)
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при ограничениях

x(t) = f(t , x(t), u(t)), t Е 1,

x(to) = хО Е ~n,

u(t) Е U(t) С ~r,

(1.7)

(1.8)

(1.9)

здесь x(t) : 1 --t JRn- абсолютно-непрерывнаявектор-функция, u(t) : I --t

JRr- измеримая вектор-функция. .
В задаче выполнены все стандартные предположения гладкости, ука

занные ранее [2J. ДЛЯ решения задачи воспользуемся методом множителей

Лагранжа.

Составим функцию Лагранжа:

t,

'c(x(t), u(t) ,p(t) , Ао, v) = АоJfo(t, x(t), u(t))dt+
to

t ,

-+ Ао Ф(х( t 1 ) ) -+ J(p(t) , x(t) - f (t, x(t) ,u(t)) )dt -+ (v, x(to) - хО) .
to

Здесь p(t)···· абсолютно-непрерывная вектор-функция, p(t) : 1 -> ~n.

Введем следующие функции:

L(t, x(t), u(t),p(t), Ао) = Aofo(t, x(t), u(t))-+

-+ (p(t), x(t) - f(t, x(t), u(t)));

l(x(to),x(t 1) ) = АоФ(х(t 1 ) ) -+ (v,x(to) - хО ) .

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Тогда функция Лагранжа (1.10) с учетом определений (1.11) , (1.12) имеет

вид

'c(x(t), u(t),p(t), Ао , у) =

t,

= JL(t,x(t), u(t),p(t), Ao)dt -+ l(x(to), x(t 1 ) ) -; inf.

to

(1.13)

Пусть известны функции u(t),p(t), вектор i7 и значение >:0 , доставляю
щие минимум функционалу (1.6), тогда задача безусловной минимизации

(1.13) эквивалентна задаче Вольца относительно функции x(t), в которой

необходимые условия или уравнение Эйлера-Лагранжаимеют вид

- d-
Lx(t) - -L;;(t) = О.

dt

6
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Здесь L(t ) == L(t, x (t) ,U(t) ,p(t ),ХО )--- функция, вычисленная вдоль опти

мального пролесса

L,,;(t) == >'010 x(t , x (t) ,u(t )) - j[(t , x(t), u(t ))p(t ), (1. 15)

L;; (t ) == p(t) . (1 .16)

/х '- п х n-матрица, состоящая из первых производных функций ~ ,

i ,j == J. ,n . Уравнение Эйлера-Лагранжв (1.14) с учетом (1.15) перепишем в

виде

р(t) == }. 0 10х (t ,х(t ),U(t )) - j!(t, х(t) , u(t ))р( t) . (1.17)

Это уравнение называется уравнением для сопряженной функции p(t ). За

пишем функцию Понтрягвна задачи (1.6)- (1.9)

н (t ,х , u,p(t) , '\0) == ->'o/o(t, х , и) + (P(t) , I (t, х , и)) .

с учетом определения функции Понтрягина уравнение (1.17) перепишется

следующим образом:

..:..( ) _ DH(t, x(t) ,p(t) ,u(t), Хо )
pt - - ~ .

ох

Запишем условия трансверсальности в задаче Больца (1.13): -

L.(t -) == (_l) , af (e ,e )
:t , д~; '

~i == X(ti ), i == О, 1,

учитывая, что L;;(t) == p(t)), имеем

Используя определение функции 1., получим

(1.18)

(1.19)
15(to) == 1-1 ,

_( ) _ ->. дё( Е,О, е)
р t] - о де .

Пусть в задаче (1.13) неиавестной является только вектор-функция упра

вления 'u(t ), т.е . задача имеет вид

L(x (t ),u(t) ,p (t ),ХА , v ) ~ inf ,

u(t) Е U (t) С 1R.,. , t Е 1.
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Эта задача есть элементарная задача оптимального управления . Согласно

принцилу минимума оптимальное управление удовлетворяет условию

L(t, x(t), 'ii(t), p(t), ха) =

=>'o/o(t, x(t), U(t» + (P(t), ~(t) - I( t, x(t), Щt») =
= z.?in [>'o/o(t ,x(t) ,и) + (P(t),~(t) - /(t, x (t), u»J.

UtU(t)

Преобразуя это выражение с учетом определения функции Понтрягина, по

лучим

- H(t ,x(t), U(t),p(t), >:0) = min (- H(t, x(t), u ,p(t), >:0)
u EU (t )

или (1.20)

н (t, x(t), U(t) ,р(t ),>:0) = шах Н (t, х(t), и , р(t ),>:0» '
u EU(t)

Принцип максимума Понтрягина

Теорема 1.1. Пусть допустимыйпроцессw = (x (t),U(t» является опти

мальным в задаче (1.6)--(1.9). Тогда оптимальное управление улоьлез»о

ряет принципу максимума (1.20), а сопряженная функция p(t) является '

решением системы (1 .18)-(1.19).

Во многих приложениях требуется определить градиент мивимиэируемо

го функционала. Найдем градиент минимизируемого функционала Б задаче

со свободным правым концом .

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления . Требуется

минимизировать функционал

при ограничениях

t 1

J (u('» = J/o(t , x(t) ,u(t» dt +Ф (х(t 1 »
УО

:i; = J(t,x,u), x (to) = хО Е !R. n ,

u(t) Е и с !R.,. почти всюду t Е [to, t 1J.

(1.21)

(1.22)

Снова считаем , что выполнены стандартные предположения гладкости , а

вектор-функция управления u(t) Е Ц[tо , t 1J.
Введем функцию Повтрягвна, полагая здесь Ао = 1:

H(t,x,u ,'I/J) = - fo(t , x, u) + (f( t ,x,u»'I/J).

8
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Теорема 1.2 . Пусть функции fo , f ,Ф непрерывны по совокупности всех

аргументов вместе со своими частными производнымим по t, х , u и выпол

нены следующие условия:

II f(x+ 6х , u + h, t ) - f (x, и , t )1I ::; L(II I:::. х ll + II hll),

II fx( x + 6х, u + h, t) - fr(x , и, t) 1I ::; L(1I6 х ll + II hll),

IIf~(x + 6х , u + h, t ) - f~ (х , и , t )JI ::;.L(!l 6 х Jl + II hll),

Ilfu(x + 6х, u + h,t ) - f ,,(x , и, t )11::; L(1I6 xll + II '~ II) ,

II f~(x + 6х, и + h,t) - f~ (х, и , t )11 ::; L(116 х ' l + Ilhll ),
II Фх (Х + 6х) - Ф х (х ) 1I ::; L II 6 xll

(1 .24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

при всех (х + 6х , u + h, t ), (х , и, t) Е IRn х IR r х [to, t 1J, где L = Const > О .

Тогда dJункционал (1.21) при огреяя чеякях (1.22) непрерывен и дифферен

цируем по и = u(t) в тroрме L2[to, t 1 ] всюду на L2[to, t 1 ] , прячем его градиепт

Г(u ) Е Ч[tо , Т] в то чке u(t) лредставим в виде

Г(u) = ан(х , и , t , Ф) I
ди ' r=r(t.,,);u=u(t);\j!=\j! (t ,x.,,) '

где x(t , и) . iIJ (t, u)--- релиенп е задачи (1.21)-(1.22), соответствующее ьыбрел

ному управлению u = u(t.). Функция iji(t,и) является решением системы

с граничным условием

'l1 =
ан(хи , u)u, t , 'l1 (t, и) )

ах

дФ(х (t 1 , и))

ах

Приращение функционала 6J(u) определяется равенством [5J.

7'

6 J( u) = J (u + h) - J (u) = - J(Hu(x(t), u(t ), t , w(t )), h(t ))dt + R.
to

Остаточный член оценивается следующим неравенством

т

IRI ::; Cllhlll 2 = СJIh(t )12 dt .
t o



Если задача (1.21)-(1.22) рассматривается при дополнительном условии

X(i]) = Х] (правый конец закреплен ) , то введением функций штрафа

можно рассмотреть задачу минимизации функционала

11

Jk(u) =Jfo(t ,x,u)dt +Ф (х (t 1 ) ) + A kll x (t1 ) - xlll 2
,

10

при УСЛОВИЯХ (1.24)--(1.29). Здесь A k , k = 1, n, есть заданная положитель

ная последовательность , стремящаяся к бесконечности. Если в исходной

задаче присутствуют фазовые ограничения

а; ::::; Xi (t) ::::; bi , i =1, т, т ::::; n ,

где а; , bi - заданные постоянные , то штрафом может служить функция

т 11

Р/с ( и) = А/с L J [(maX{Xi(t) - Ь; ,о} )2 + (тах { а; - x ;(t ), o} )2]dt .
'=110

Тогда исходная задача сведется к решению последовательности задач ми

нимизации функционала :

11

Фk (U) = J (u) + Pk(U) = .!p~ и , х, u)dt + Ф (х ( t l ) ) '
10

при УСЛОВИЯХ (1.24)-{1.29) ,

m

где Fk(X, и, t) = 10 {Х, 'И., t ) + А/с L [(maX{Xi - bi I о})2 + (тах{ а ; - Xi, О} )2],
;=1

рО 10
ku = и'

E~x . = 12. + 2Ak max{x; - Ь; , О } - 2А/стах{а; - Xi, O}, i = 1,т ,

Ffx. = 1~, ' i = т + 1, n .
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§2. Задача оптимального управления с

фазовыми и: смешанными ограничениями

В этой части приводится формулировка прянципа максимума Понтряги-

, на для задач оптимального управления с фа.зовыми ограничениями . Боль

шой вклад в разработку теории задач оптимального управления с фазовы

ми ограничениями вн ес А.А .:rvlилютин и его ученики [,] . Рассмотрим

задачу оптимального управления с фазовыми ограничениями :

т

J (u) = Jfo(t ,х , u)dt --+ inf,

о

j; = f (t ,х , и) ,

u Е U п.в . t Е [О , Т] =1,

ho(x(O)) = lL1(x(T)) = О ,

gi(t, x( t) ) ~ О , t Е [О , Т] , i = Т;-k.

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2 .4)

(2.5)

в этой задаче выполнены все стандартные предположения гладкости ;

функции gi : 1 х ~ " --j ~, i = Ц, ._. нспрерывпы по t и непрерывно диф

ференцируемы по х . Ограничения типа (2 .5) называются фазовыми огра

ничениями . Ограничения типа (2.4) , где функции hi : ~тt --+ ~S'i дифферен

цируемы , называются терминальными ограничениями . Введем функцию

Понтрягина задачи (2.1)--(2.5)

H (t, х, н.р, >'0) = (р , j (t, х, и )) - >'ofo(t , х, и)

и функцию Гамильтона

H(t, х , р, >'0) = max H(t , х, и, р, >'0)'
иЕи

Здесь и да.lIее х = x(t ),u = u(t) ,где t Е [О , Т].

Теорема 2.1 . Пусть GJ = (Х( ·) ,1/,(-)) -·- оптимальный уирезляемыя про

лесс в задаче (2.1) ·-(2.5) .Тогда существуют не равные одновременно нулю

числа >'0 ~ О , векторы ео Е IRS'O , 11 Е 1R5
1 , вектор-функция р(-) : 1 Е IRn и

U€ОТРИЦi:iтельные регулярные меры I-'i , i = 1, k, сосредоточенные па множе

ствах

Т; = {t Е 1 : gi(t, X(t )) = О},

такие, что

11



1) яек-гор-функияя р(- ) является решением интегрального уревяепня

т

p(t) = -h1 х (х (Т) ) ll +JlIх ( т, Х(Т ), Щт), р(т), >..o)dr -
t

k Т

- L J9ix(T, х (r) )фч , t Е [О , Т) ,
.=1 t

с условиями на левом конце

р(О) = hc> x(x (O ))lo;

2) почти при всех t Е 1 выполняется ра.венство

H (t , x(t), il(t) ,p(t ), >"0) = 7-{ (t , x(t), p(t) , Ао ) .

(2.6)

(2 .7)

(2.8)

Негрудно видеть, что если все меры f.1. i- нулевые ,в частности при отсут

ствии фазовых ограничений , то привлип максимума и уравнение (2.6) для
сопряженной вектор-функции р (. ) сводятся к принципу максимума для за

дач оптимального управления без фазовых ограничений. Заметим, что в

задачах без фазовых ограничений сопряженная функция является абсо

лютно непрерывной функцией .

При наличии фазовых ограничений вследствие присутствия в уравнени

ях (2.6) интеграла по мерам Р; сопряженная Функция может иметь разры 

вы . Однако сопряженная функция всегда является функцией ограниченной

вариации , непрерывной слева из-эа регулярности мер f.1. ;, i = 1, k.
Задача с фазовыми ограничецнями является частным случаем задачи

оптимального управления с разрывной правой частью . В работе [4) приве

девы необходимые условия оптимальности процесса , вычисляется величина

скачка для сопряженной функции .

В формулировке теоремы не исключается случай.когда одна или обе КОН

цевые точки оптимальной траектории лежат на фазовых ограничениях . По

этому меры могут содержать ценулевые массы , сосредоточенные В точках

t = О, t =Т. В этом случае соотношения (2.6) , (2.7) имеют вид

k

lim p(t) = - ll 1 х ( х (Т) ) l l +" 9;х(Т, x(T))f.1.;([T)) ,
t-T L..J
t< T ;=1

k

limp(t ) = hox(x (O ))Rc +'" 9;", (0, X(O))Mi([O) ),
t - O L
t > O . =1

12
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т.е . сопряженная функция p(t ) может иметь разрыв Б точке t = О . Если в

концевых точках выполняются строгие неравенства, т. е . gi < О , ТО точки О и

1""' не JJринадлежат ни одному ИЗ множеств Ti , и поэтому J1i([O] ) = J1 i([T]) = О .

13 :? "l :C:'~:' случае p(t ) непрерывна на концах и ВЫПОЛНЯЮТСЯ известные УСЛО

вия трансь.::гсалыlстии для задач оптимального управления без фазовых

ограничений .

СформулироваI:l,чая теорема представляет собой еще одну реализацию

принпипа Ла.граюка. ДЛ2 этой задачи функцию Лагранжа следует запи

сать в следующем виде

с = (1.0,ho(x(O)) + (f.} ,tLl (х(Т)) )+

Т

+ j [(P(l ), x(t ) - f( t, хи), u(t)) + '\o /o(t, x(t) ,u(t ))Jdt+
о

k Т

+~ ! gi(t , x( t))dJJi .
. J,= 1 ()

А5ЭЛОГИЧНО ТОМУ,как это Gщi :) сделано в [lJ, условия (2.6), (2.7) мож

но получить из условия стациоьарвос-« функции Лагранжа кэк функции

персменного х(-) в точке х(-) . Условие (2 .5) ~ <Yr>", необходимое и достаточ

ное условие минимума функции ЛarранжCi по и(-) в точке Щ .). Теорема

допускает следующую эквивалентную формулировку [10].

Теорема 2.2 . Пусть ( t (-) ,u(-)) =wотниельяыё управляемый процесс

в задаче (2.1)-(2.5). Тогда сушествуют такие не рвявые оииовремепно нулю

числа. ЛО ~ О, векторы ео Е ~.::.o, [1 Е JR S ' , вектор-функция ограниченной

вариации p(t ) и песаряигаельиые ]J~гулярные меры J1 i ,i = 1, k, сосредото
ченные на множестгх Тс , что ьыиолнезы следующие условия :

а) при и(-) = u(-) вектор-функция х(-) является стационарной то чкой

функции Лагранжа как функции х (-) ;

б) при х(-) = х С) функипя Лагранжа дост;:.гает абсолютного МИIlИМyJ.-rа

110 11(·) в точке u(-).

Задача оптимального управления со

смешанными: И фазовыми ограничениями

Далее будет сформулирована теорема о необходимых УСЛОВИЯХ ОПТИ

мальности для задач оптимального управления со смешанными и фазо

ЪЫМИ ограНИ'Iениями. Эта теорема показывает, когда в общем случае инте

гральные уравнения для сопряженных функций могут быть записаны как

гистема диффереШ1,Иальных ураввений с разрЫВНОЙ правой частью
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Сформулируем задачу оптимального управления со смешанными и фа

зовыми ограничениями . Требуется найти максимум функционала, опреде

ленного на заданном интервале [О , Т] , состоящего из интегрального и тер

минального слагаемых:

т

J =JF( t ,х , u)dt + Ф(х(Т) , Т) ,
О

при следующих динамических условиях:

х = f(t ,х , и) , х(О) = хО ,

здесь х = (Xl " , " хn ) , 'и = (и1 "' " и,) , ХО = (x~ , . . . ,x~ ),
смешанных ограничениях

g(t ,x (t ),u(t )) ~ О, t Е [О , Т] ,

где 9 : JR х JRn Х JR ТТI -+ JRS,

фазовых ограничениях

h(t, x(t )) ~ О , t Е [О, Т] ,

здесь h : 1R х JR n -t JR Q,

(2 .11)

(2 .12)

(2.1З )

(2.14)

терминальных условиях , заданных системой ограничений типа неравеиств

и равенств соответственно

а(х(Т) , Т) ~ О ;

Ь(х(Т) , Т) = О ,

здесь а :JRn Х JR --t JRl ,

(2.15)

(2.16)

Все функции непрерывно дифференцируемы по совокупности аргументов .

Градиенты функций а(х(Т) , Т) и Ь( х (Т) , Т) линейно независимы , если х(Т)

таково , что а (х(Т) , Т) = О.

Введем функцию Понтрягина задачи (2.11)-(2.16),

н = лоР(t, х , и) + (л, f (t ,х , и))

и функцию Лагранжа

L(t ,х , и , ло , л , и ; v) = H (t, х , и , ло , л) + ({L , g(t, х, и)) + (1/,h(t ,х ) ) .
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Теорема 2.3. Пусть (х*,и *)- оптимальныйпроцесс в задаче (2.11)- (2.16)
на отрезке [О , Т], эяеченпе Т- фиксировано, и*- непрерывно ' слева, эяе

ченяе управления в точке разрыва задается левым пределом. Предпо

ложим, что оптимальное управление u*(t) имеет конечное число разры

вов . Тогда существуют неотрицательнаяконстанта Ло, кусочно-ебсолюзззо

непрерывная сопряженная функция Л( ·) : [О,Т] -+ /Rn; кусочяо-яепре

рывные функции f.J-(t ) : [О,Т] -+ /R8 , v (t ) : [О,Т] --т /RQ; векторы 7') (7) Е /R Q;
ci Е /R /; (J Е /R'"; 'у Е /RQ, не равные нулю одноврем енно для любого t Е [О , Т],

так что выполнены условия:

почти ВСЮДУ на [О , Т] выполняется лринцнл максимума

u*(t ) = arg шах Н(t ,х"' (t),u,Ло,Л(t)) ,· л.п . t Е [О,Т],
. 1.tEn(t,,,· (1))

здесь Щt , х) = {и Е /Rm j g(t ,х , и) ~ О} ,

условие етаЦИО FJарности по u функции Лагранжа

L~[t] =H~ [tJ + I-Lg~ [t ] = О,

(2.17)

(2.18)

где L~(t) = ~:(t, Х *(i) , u · ( t), ).. о, Л, I-L,I/ )- частная пронэголпвя L пс и, вы

численная вдоль оптимального пролессе .

Сопряженная вектор-функция Л(t) почти всюду удовлетворяет системе

дифференциальных уравнений

j (t) = -L;[t]. (2.19)

Полные производвые по t функций Н и L совпадают вдоль оптимального

процесса и равны частной проиэводной по t функции L

ан: [t] dL *[t] 8L*[t]
dt =--;;;:- = дt' (2.20)

Множители Лагравжа, вектор-функпив p.(t), v(t) удовлетворяют УСЛОВИЯМ

I-Li(t)g* [t) = О,

vi(t)h*[tJ = О,

I-Li(t) ~ О, i = Г,S,

Vi(t) ~ О, i = г,q.
(2.21)

в к онечный Момент времени Т выполнено терминальное условие трансвер
сальности

(2.22)
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при этом а ~ О, ~! ~ О, aa~ [ТJ = О , ,h; [T] == [У: в лю6Щ"'точке 'т , котор

является точкой контакта траекторив с границей, Е~!!lОJ1~ются услови

скачка для солряжевных фувкций и функпав Повтрягвпа.

17(1') ~ О, 17 (r)h·[r] = О ,

т+ , т- обозначают левые и правые пределы соответственно .

Замечани:е 2.1. Условие, состоящее в том, что не все множители Па

гранжа равны нулю одвовременно для любого t Е [О, Т] , может играз

важную роль в исслсдованви двух различных случаев при построснии

решения-с- регулярном .~o = 1 л n~\:l')"J IRpUOU х, = О .

Замечание 2.2 . Условия (2.20) и (2.23) показывают, что t:"лт.т исходная

задача автономна, т.е . фупкцвв F, f ,h,9 не эависят явно от t Е [О, Т] , то

фУНКЦИЯ Понтрягина является постоянной вдоль оптимальной траекторви .

Сформулируем теорему о сушествованви оптимального решения , к ото

рая называется теоремой Филиппова-Чезари . Для этого нам необходимо

ввести два множества:

множество допустимых значений управления

здесь

n(x , t) = { и Е JR m : g(x,u, t) ~ О} С 1Rm,

множество достижимости

N(x , t) = {Р(х, и, t) +" f(x , и, t) l, ~ О, u Е n(х , t) } с Rп+ 1 .

Теорема 2.4 (о существовании решения)

Рассмотримзадачу (2.1)-(2.6) со свободным зреиеиеи Т Е [Т] , T2J. Пред

положим, что ФУНКЦИИ Р, f, g, h, 5 , а, Ь непрерывны по соьокупносхъ всех

СВОИХ аргументов во всех точках ( :с , и , t ) Е jRn х lR.m ~. [Т1 , 72] и существует

хотя бы один ДОПУСТИМЫЙ процесс . Предположим, что N(x , t}_ · выпуклое
множество для всех (х, t) Е JR. n х [T1, T2J. Предположим далее, что зьтол

гены условия ограниченности, а именно, что существует О > О, такое, что

Ilx(t)11< б для всех допустимых лар {х ( · ) , "и(-) } и t,И что существует 01 > О,

такое, что lI ull < 61 для всех u Е n(х , t) при условии, 'Что I' хН < 6.
Тогда существует оптимальный процесс w= (x(t), Щt) ), t Е [О , Т] , причем

управление u(t ) является лэмернмоl1 Функцией.

Доказательство теорем существования решения можно найти 11 работах

Олеха [1- ], Рокафеллара [ ? Jи др . Заметим, ";ТО из этих теорем следует су

ществование измеримого управления , хотя в большинстве приложепий мы

16



имеем дело с кусочно- непрерывным управлением . Если множество N(x, t)
не является выпуклымдля некоторыхточек (х, t) Е IRn+l, то оптимального

решения может не существовать. В этом случае ВВОДИТСЯ понятие обобщен

ного управления [6 ].
Обычно для формулировки достаточных УСЛОВИЙ оптимальности дела

ются дополнительные предположения о ВЫПУКЛОСТИ или вогнутости функ

ций и множеств в зависимости от того , решается задача на минимум или

на максимум .

Теоремы о достаточных условиях оптимальности

Здесь мы сформулируем теорему о достаточных условиях для регуляр

ного случая, когда. '>'0 = 1.

Теорема 2.5. Пусть (х (-) , й(-))- допустимая пара в задаче (2.1)- (2.6)
на фиксированном конечном отрезке [О , Т] . Если существует кусочко

непрерывно дифференцируемая функция Л( . ) : [О, Т] -+ IRn, такая, что для

любой допустимой пары (х ( ·) , u(.)) выполнены следующие условия:

H (t, x(t), u(t) ,Чt), t) - H (t , x(t ),u(t),>.(t), t) ~ ~(t ) [x (t) - x(t )]

для почти всех t Е [О , Т] ,

условия скачка во всех точках резрыпе функции ),(t )

и условия трансверсальнасти

Л(Т)[х(Т) - х(Т)] ~ S(x(T), Т) - S(x(t) ,Т),

(2 .26)

(2.27)

(2.28)

то процесс w= (х (-) , й(-))- оптимальный.

Эта теорема для случая непрерывной функции Чt ) , в котором отсут

ствуют условия скачка , была доказана Лейтманом и Сталфордом , а

с учетом возможного разрыва сопряженной функции - Зайерштадтом ['9 J.
Эта теорема, как видно из формулировки , не использует предположения

о вогнутости ИЛИ выпуклости . Однако условия этой теоремы могут быть

проверены только в том случае, если найдена функция Л(t), которая опре

деляется согласно теореме 2.3.
Следующие две теоремы гарантируют достаточные условия оптималь

Ности при условии , что максимизируемая функция Гамильтона является

ВОГв:утой по з: или ФУЮЩИЯ Понтрягина вогнута по х .
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(2.30)

Теорема 2.6 . Пусть {х( ·), щ .) }- допустимыll процесс в задач

(2.1)-(2.6) с фиксированным Т . Пусть существуют кусочно-непрерывн

дифференцируемая функипя >.( .) : [О, Т] _ JRn, кусочно -непрерывны е функ

цяи р (. ) : [О, Т] - IR s и v (·) : [О, Т] --t JRQ, такие, что выполняю тся услови

(2.17 )-(2.21 ) теоремы 2.3 в предположении, что ло = 1. Преииопожя

далее, что существуют С' Е ]Rl, rз Е JRl " такие, что выполняются усло

вия (2.22), 11 пусть во всех точках разрыва Т; функции л ( . ) существуют

Т} ( Тi ) Е R-n , такие, что имеют место условия (2.23), (2.25). Если при этом

функция Гамильтона

'Н. (х , л , t ) = шах Н(х , и, л , t)
u En(:t ,t )

является вогнутой по х для всех (Л(t), t), функция В(х , Т)- вогнута по

х , функции g(x ,и, t ), h(x , t ),a(x , t )- квазивогнуты по х , функция Ь(х , t)
линейна по х , тогда процесс {х(-) , u(·)} является оптимальным D задаче

(2.1)-(2.6).

Теорема 2.7 . Теорема 2.6 остается справедливой, если в неё вогнутость

функции Гамильтона Н(х , л , t ) по х эаменнть на вогнутость функции ПОН

трягина по х , и для всех (л ( t ) , t ).

Заметим , что в теоремах 2.6, 2.7 здесь не требуется выполнения УСЛОВИЙ

(2.20), (2.24) теоремы 2.4.
Замечание 2.3 . Если выполнены все предположениятеоремы 2.6 и если

имеет место строгое неравенство (2.26) для всех x (t ) f x(t ), тогда оптималь

ная траектория единственна .

Замечание 2.4. Если выполнены предположения теоремы 2.5 и функ

ция Гамильтона строго выпукла по х , тогда оптимальная траектория x(t )
единственна.

Замечание 2. 5. В замечаниях 2.3 и 2.4 не говорится о единственности

оптимального управления.

Замечание 2.6 . В работе [10) фазовые ограничения h(x(t) , t ) ~ О, t Е

[О, 1'} замевены на изопериметрические

т

![шiп{о, h(x (t ), t )}]2dt = О.
о

ЯСНО , ЧТО это ограничение может быть преобразовано с помощью введе

ния новой функции состояния

t

y(t) = j !rnin{O, h(x (s), s)}J2ds

о
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так , что

Y(t) = [min{O, h(x(t), t)}J2,

у(О) = у(Т) = О.
(2.32)

С ПОМОЩЬЮ такого преобразования мы переходим к стандартной задаче

ОПТИМальногО управления без фазовых ограничений. Тогда в регулярном

случае (>'0 = 1) функция Понтрягина будет определяться выражением

fi = F + >-1 + Л[min{О , .h(x , t)}J2 . (2.33 )

Максимизация по u Е П(х , t) функции Н и fi представляют эквивалент
ную задачу.

Заметим, что

~ [min{O, h(x, t )}J2 = 2hx(x , t)uiln{O, h(x , t )} = О .

Уравнение для сопряженной функции ..-

а в исходной задаче зто уравнение имеет вид

..\ = -рх - ..\1% -/1-9%- vh%.

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Сделанные выше замечания указывают на то , что при замене неравенства

на изопериметрическое ограничение могут появиться нерегулярные реше

ния , если фазовые ограничения являются активными.

На аналогичной идее основано следующее преобразование , при кото-

ром фазовое ограничение h(x , t) заменяется изопервметрическим

тJmах{О , -h(x, t)}dt = О,
о

(2.37)

а затем недифферендируемый интегранл аппроксимируется последователь

ностью гладких функций, которые сходятся к mах{О , -h(x, t)}.
Рассмотрим примеры, иллюстрирующие применение теорем (2.1), (2.3) о

необходимых условиях оптимальности в задачах с фазовыми ограничения
Ми .
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§3. Примеры использования необходимых

условий оптимальности для решения задач

оптимального управления с фазовыми ограничениями

В этом параграфе приведем примеры, иллюстрирующие применевис

принципа максимума для определения оптимального процесса Б задачах с

фазовыми ограничениями.

Пример 1. Требуется найти минимум функционала

при ограничениях

1

J (U(-)) = ~ j (U2+ x
2)dt --! inf

о

х =u, u(t )EIR ;

r(t) 2 с , t Е [0,1J,
:z:(0) = 1.

(3.1)

(3.2)

При отсутствии фаЗОЕОГО ограничения x (t) 2 С, используя принцип мак

симума для задачи со свободным правым концом , легко найти оптимальное

решение задачи

е ! + е2 - !

x'(t\ = u* (t ) = x*(t );
J е2 + 1 '

Функция x· (t ) монотонно убывает и принимает минимальное на отрезке

[О, Т] значение при t = 1:

*( ) 2е
х 1 = е2 + 1 .

Решим задачу (3.1)-(3.2) с фазовыми ограничениями , потребовав , чтобы

13 условии g(x) = с - х параметр с удовлетворял lIеравенству .

2е

е2 + 1 < с < 1.

Для решения задачи применим теорему 2.1. Функция Понтрягина и со

пряженная система имеют следующий вид:

>.о (u2 + х2 )
H (t , х, 'И ,р, >'0) = рu - 2 '

1 1

p(t ) = - .f>.oxdT + .fdj1. , p(l ) = dj1. [l ).

t t
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В этОЙ задаче h.a(x(O)) = х (О) - 1, h1 = О, поэтому р{О) = ео , р( 1) = df.L(1J .
Рассмотрим случай '>'0 = О . в этом случае при t, достаточно близких к О,

x(t ) > с , df.L = О, поэтому p(t) = О, т,е. все множители Лагранжа на неко

тором интервале равны нулю . Противоречие показывает, что в задаче нет

нереГУЛЯРllЫХ решений, поэтому положим '>'0 = 1. Из принципа максимума

следует, что оптимальное управление удовлетворяет условиям :

'И·( t) = p(t ), x*(t ) = p(t ). (З . 5)

Пусть мера f.L абсолютно непрерывна , тогда она имеет почти всюду произ 

водную *= 11', которая является абсолютно непрерывной интегрируемой

функцией . Тогда сопряженная функция является решением дифференци

ального уравнения

p(t ) = х - 11' , 11' 2': о , 11'(x - с) = О, х - с 2': О . (3.6)

Исследуем движение по фазовой границе х = с. В этом случае сопряженная

функция p(t) = О, а плотность меры 11' определяется выражением

, ( О , х > с ,
11 = <

L х , Х = С .
(3.7)

Используя (3.2) и (З . 6) , п олучим х = х - и' , Если x( t) > О , то функция

x( l ) удовлетворяет уравнению i = х , а его решением является функция

~( ..\ - - A"t -l... B e-t
""" "; - \- . .
Так как :i; является непрерывной функцией , то Б первой точке r контакта

x(t) с фазовым ограничевием выполняется условие Х(Т) = С, производвые

функции x(t) справа и слева совпадают, т.е . Х (Т ) = О . Итак , мы имеем

систему уравнений для определения параметров движения А , В , Т :

( Х(Т) = АеТ - Ве- Т = О ,

{ х (О) = А + В = 1,

l Х(Т) = АеТ + Ве-Т = С .

Решая систему (3.8) , находим значения постоянных А , В, Т :

1 ± V'1'=C2 1 =f~ с
А = В= r=ln .

2 ' 2' 1 ± V1="C2

Вычислим функцию Понтрягина вдоль оптимального решения.
Если t Е [О, Т], то

Il (t ) = - 2АВ = -[(1 ±~)(1 =f уТ"=С2)] = _~ .
2 2
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Пример 2. Требуется найти минимум функционала

т

J (u) = j (X2+СI иl +C2X2U2)dt
о

Если t Е [т, ]J, то

Приведеняые вычисления покаэывают, что функция Понтря гина являете

постоянной функцией вдоль оптимальной траектории . Этого и следовал

ожидать Б силу автономнос ти поставл енной задачи .

при динамических огранич ениях

{

Хl = -(ЗХ j Х2 - иl ,

:1;2 = {3Xj .'C2 - ,Х2 - Х2и2 ,
(3.]0)

фазовых ограничениях

X, (t)~O, { = ] , 2,

X2(t) ~A, t Е [О , Т] ,

(3.] 1)

ограничениях на Функции управления

о ~ Ui(t) ~ Bi , t Е [О, Т] Л .В., i = 1, 2, (3.12)

начальных условиях

Xi(O) = N i, i = 1,2 . (3.13)

Здесь С; " , (3 ,А , В« , N i , i = 1, 2- - неотрицательные заданные параметры за

дачи .

Для решепия этой задачи используем теорему 2.3 главы 1. Составим

функцию Понтрягина

H(t , х , и,Р , ),0) = -),0(Х2 + С} и l + С2Х2 и'2 ) + р} ( -(ЗХI Х2 - Ul)+

+ Р2 ((ЗХ l Х2 - ,Х2 - Х2 и2 ), (3.14)

где И = {(1.lj, и2) Е JR2; о:::; И; :::; В; , i = 1, 2}.
Рассмотрим нерегулярный случай >'0 = О .
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Функция Понтрягина примет вид

Для нахождения оптимального управления решим задачу

(3.15)

в силу аддитивности минимиэируемой функции и независимости огра

ииченвй на управление данная задача. разбивается на. две

Найдем оптимальное управление, используя ПМП :

r о ,

u~ (t ) = 1В1 ,

l [О, B J ) ,

Pl(t) > О,

Рl (t) < О ,

Pl (t ) = 0,
{

О ,

u~ (t) = В. 2 ,

[O ,Bz]:

P2 (t)X;( t) > о ,

P2(t )X; (t ) < О ,

P2(t) = О .

(3.16)

Ссиряженные функции удовлетворяют системе интегральяых уравнепий:

т т

Pl (t ) = {3JХ2 (Р2 - Pl )dT +JdJ1- J,
t t

(3.17)
т т т

P2(t ) = j[(3Xi(P2 - Pl) - Р2(/ + u2 )JdT +JdJ1-2 - j dl1з ·
о t t

Предположим ,что меры J1- i имеют плотность , т,е .

dl1 i = Pidt, Р; ~ О , i = 1,2,3, (3.18)

гле Pi- ПЛОТНОСТЬ меры . Продифференцируем равенства (3.17) по t , учи

тывая предположение (3.18) , ПОЛУЧШ-1

Pl (t) = х;(3(Рl - Р2) - рэ ,

P2(t ) = Рl fЗх~ - P2 (Дx~ - ~! - и;) - Р2 +рг-
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Неотрицательпые меры dJ.l i ;?: О, i = 1,2,3, определенные на множествах Т; ,

удовлетворяют УСЛОВИЯМ

Используя (3.18) и учитывая то , что dt > о, ПОЛУЧИМ

x~ р] = О, Х2Р2 = о , (Х2 - А)рз = о.

Условия трансверсальности имеют ВИД

Р2 (Т) = 112 [Т) - J.l з [Т).

(3.19)

(3.19')

(3.20)

Рассмотрим регулярный случай '>'0= 1. Функция Понтрягина в регуляр

ном случае запишется в виде

Запишем принцип максимума Понтрягива:

тах H(t , х· , и , р) = тах[- с] U l - C2xiU2 - P l и l - Р2 Х2и2 - Х2 -
иЕи иЕи

- Plfix~ Х2 + P2 (Дx ~ Х2 -iХ2 ) ) ,

здесь U = {и Е JR2 ; О ~ и ~ В1 , О ~ и2 ~ В2 } ,

или

шах [-(С] и ] + С2 Х2 и2) - Р] и] - Р2Х;'(2) =
О::;и1 ::;в , ,О::;и 2 ::;в, ,

= тах [(-Сj - Рl)U j )+ тах [(-С2 - Р2)х2 и2 ) .
О::;и ] 5В] О::;и25В,

Оптимальное управление имеет вид

-с] - Р: < О ,

-с] - Pl > О ,

- С ) - Pl = О,
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(-С2 - p2)XZ > О ,

( -С2 - p2)xi = о .
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сопряженные функции удовлетворяют системе интегральных уравнений

т т

Pl(t) = (3 JХ2(Р2 - Pl)dT +JdJ.l ],

t t

Т

P2(t) =/(-1 -С2 и2 - p](3x~ + P2 ((3X~ - 'у - u2»dT+
о

т т

+ JdfJ'2 - JdJ.l з ·
t I

Продифференцируем предыдущие равенства, учитывая предположение

.(3.18), получим

Рl (t) = ~-!X2(P] - Р2) - Р] ,

P2(t ) = 1 + С2и2 +Pl(3X~ -- P2((3X~ - 'у - и; ) - Р2 + Рз ·

(3.22)

Нсотрицательвые меры , определенные на множествах Т;, удовлетворяют

УСЛ ОВИ ЯМ (3.19), (3.19') и условиям трансверсальности (3.20) .
Построение аналитического решения этой нелинейной задачи предста

вляет известные ТРУДНОСТИ . Здесь мы сформулировали только краевую

задачу принципа максимума, которая может быть решена численными ~e
'Годами.

Для дальнейшего анализа решения этой задачи сделаем предположение ,

что Х l (t )~ X2( t). В этом случае величина Х] (t) остается почти постоянной ,

равной N , и мы приходим К следующей более простой задаче.

Пример 3. Требуется найти минимум функционала

т

J(u) = J( х + cxu)dt

о

при динамических ограничениях

х=о:х-хи , где о: = N(3 -'Y,

фазовых ограничениях

о ::; Х ::; А,

25

(3.23)

(3.24)

(3.25)



ограничениях на функцию управления

05:u5:В

и начальном условии

х(О) = Ха.

(3 .26)

(3.27)

Считаем, что параметры задачи С, 0', А, В положительны, причем а < В .

ДЛЯ решения задачи будем использовать теорему 2.3 главы 1. Составим

функцию Понтрягина

H(t, х, u,р, >'0) = ->'о(Х + cxv,) +p({-jNх - ,х -хи) =

= -),0(:1; + схu) +р(ах - хи) .

(3.28)

Рассмотрим нерегулярный случай >'0 = О : В котором' краевая задача прин

ципа максимума имеет вид

рз:" > О,

рх* < О,

х* = (а - u*(t))x ~' ( i) ,

{
О ,

u*(t ) = . В,

[О , В], рз:" = О.

Интегральное уравнение для сопряженной функции имеет вид

т т т

p(t) = Jр(а - U*)dT + / dP2 - Jdрз
t t t

(3.29)

(3.30)

ИЛИ В дифференциальной форме с учетом существования плотности меры

Pi -
jJ(t) = -р(а - и") - Р2 + Р2·

Условия неотрицательности меры определенной на множествах T i ,-- --

x *dJ.L2 = О,

(х* - A)d/13 = О, где dj1.i 2: О, i = 2,3,

или с учетом существованияплотности меры

Р2:Т: = О,

Рз (Х - А) = О , где р, 2: O,i = 2,3.
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условие трансверсальности-

р(Т) = fL2 [Т] - fL з [Т] . (3.33)

возможность существования нерегулярногорешения этой задачи предоста

вляем обосновать читателю.

Рассмотрим регулярный случай >"0 = 1.
Тогда функция Понтрягина примет вид:

H(t, х, и ,р) = -х(l +си) +рх(а - и) .

(.1 .34)

Ф(t) < О,

Ф (t) > О ,

Ф (t) = О,

( о

u'(t) = 1~ ,
l [О, В ] ,

Оптимальное управление согласно принпипу максимума определяется вы

ра....кением

где Ф ( i ) = - (с -1- р)х* . Запишем уравнение для сопряж еннс й функции:

т т т

p(t) = J(- 1 - си' +р(а - l1 ' ))dr + .1 dJ12 - JdJ1 3
t t. t

или с учетом существования плотности меры в дифференциальной форме :

jJ(t) = 1 + си* - р(а - u*) - Р2 + Рз · (3 .36)

Условия веотрицательности меры, определенной на множествах Ti :

х " dfL2 = О,

(х* _. A)dJ-L3 = О , где dl-l i ~ О, i = 2,3.

или (3.37)

х * Р2 = О ,

(х * - А)рз = О, где Pi ~ О , i = 2, 3.

Условие трансверсальности имеет вид

р[Т] = /lo2[T] - J-Lз [Т]. (3.38)

Анализ траектории .
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Согласно принципу максимума оптимальное управление определяется
условием (3.34). Пусть на некотором участке траектории и* = О , тогда,

решая :i: = ах, найдем x(t) = сеО ! и с учетом начального условия

x(t) = xoeot . (3.39)

Если и· = В на векотором интервале, то х = (а - В)х. Общее решение

этого уравнения представимо в виде

x(t) = ce( o-B)t

или с учетом начальных условий х(О) = хо

x(t) = XOC(o-В)t . (3.40)

Пусть tt*(t) = О, t Е [О, 71 J, тогда имеют место следующие случаи :

1) хи) растет до тех пор , пока Х *(Т1) =А . С учетом (3.39) найдем Т1:

или

7 1 = a- 1 1nАхQ 1 ::; Т.

Учитывая уравнение для сопряженной функции и то, что Р; = О , получим

p(t) = >'0 - ар.

Решение данного диффсрепдиалъного уравнения имеет вид

p(t) = De- o t + >'0 .
а

Для того чтобы на этом у частке выполнялся принцип максимума , не

обходимо , чтобы Ф (t ) < О , т.е . '\о С + р > о. Отсюда найдем неравенсгво ,

которому должна удовлетворять постоянная D:

или D
(>'0 + с)

> .
а

Предположим , что на участке [71' Т2] происходит залеганиефункции x(t) на

границе фазового ограничения , это означает что
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ИЗ уравнения движения (3 .24) следует, что и * = й . Это возможно, если

ф (t ) == О , т. е . лос+ р = О или p(t) = -лос. Используем уравнение сопряжен

ной переменвой (3.36) для нахождения плотности меры РЗ:

0= ло + лоО'С+ РЗ ,

РЗ = -ло(1 + ас) .

СледоваТР.JI ЬНО , РЗ :::; О . Это возможно тогда , если ЛО = О , т. е . в нерсгуляр

НОМ случае .

Таким образом , согласно теореме 2.1 главы l, траектория :r * (t ) = А, где

t Е [.т] , Т2] не удовлетворяет принципу максимума, Т.С . отрезок [ТI , Т2 ] выро

ждается в точку т = Т] = Т2.

Пусть оптимальное управление u*(t) = В, t Е [Т, Т] , тогда соответствую

щая траектория определяется выражением

x*(t ) = x ( t )e(o - В) ( t - r) = A e( o - B )( t - r ).

Уранпение для сопряженной функции с учетом того, что Рз = О и Р2 = О ,

имеет вид

p(t) = ло(1 + сВ) - р(а - В) .

Решая данное уравнение , получим

( )
_ F ( B-o )t Ло(1 +сВ)

р t - е + (а _ В) .

В этом случае согласно принципу максимума Понтрягина необходимо , что

бы выполнялось следующее нсравенство

ф(t) > О, т.е. ( -лос - р)х * > О.

В силу фазового огран ичения (3.25) предыдущее неравенство можно пере

писать в виде :

-лос - p(t) > О или p(t ) < -лос ,

ИЗ Которого получаем неравенство, которому должна удовлетворять посто

янная Р:
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Для построенного процссса мипимизируемый функционал принимает сл

дующее значецие :

l' Т Т

J1 (u' O ) = j (x++ cx+u+)dt = j X+dt + j X+(l + cu' )dt =

о о т

т Т

= j xoecxtdt + j А(l + cB)e( cx- В)(t - т ) =

о т

= хо (е О' Т _ 1) + А(l + сВ) (e(CX-В)(Т-Т ) _ 1).
а а- В

Рассмотрим вторую возможность , которую нам дает принцип максимум

Пусть на начальном участке t Е [О , т] u(t ) = В , тогда

x(t) = xoe(cx-B)t.

Очевидно , что x( t) > О для любого [.
Учитывая уравнение для сопряжеппой функции , вид оптимального упрв

вления и то, что Рз = О, Р2 f. О , получим

jJ(t ) = Ло(1 + сВ) - р(о - В) .

Решим это уравнение:

( ) _ D ( В -сх) ! Ло(1 + сВ)
р t - е + (о _ В) .

На константу D накладываются те же ограничения , что и на константу Р,

Вычислим ФУНКЦИОНал вдоль этой траектории :

Т Т

J2 (u' ) = j (1 + CU+)X' dt = j(1 + cB)xo e ( CX - В) t dt =
о о

= (а - В) - ] (1+ cB)xo(eT(CX-В) - 1).

Легко видеть , что второй случай совпадает с первым при условии , что

т = О . Проверим это . Если т = О, то А = хо . Подставим данные значени

в выражение дЛЯ J] (и') и получим

J](u' O ) = (а - B )- l (l + cB)xo(eT(CX-В) - 1),

т . е. J1 (u' (- )) = J2 (u' O ), при т = О.

Сравнивая значения функционалов J1(u' O ) и J2 (u+O ), видим , что опти

мальным процессом является процесс и ' (t) = В , х+ ( t) = xoe(cx -B)t, t Е [О , Т] .
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Согласно этой теореме необходимые УСЛОВИЯ оптимальности имеют вид

при следующих ограничениях:

дЛЯ доказательства используем теорему 2.3 11 выпишем функции Понтря

тина и Лагранжа:

{

" - 1' [ Е [О , 1 )

u(t) = О , t E[1 , 2)

1, tЕ[2, З) .
{

J - t, t Е [0,1)

x(t) = О, t Е [1,2J ;

i - 2, t Е [2, З )

з: = и, х(О) = 1, х(З) = 1,

х ~ О, 'и ! ~ 1.

н = -х + .ли ,

L =Н +j..t1 (1 + и) + j..t2(1 - и) + /.Ix .

пример 4 . Рассмотрим линейную задачу, в которой требуется найти

максИМУМ функционаnа

L u = л + j..tJ - j..t2 = О ,

.л = 1 - и,

з

J (u) = J-xdt -t шах
о

в этой задаче Т = 3, n = т = 1, F = -х , f = и , S = 2, 9 = (1 + и, 1 - и) ,

q = 1, 1= О, 1], = Х , [ 1 = 1, Ь = х - 1.
Легко видеть , что оптимальный процесс должен быть таким, чтобы при

каждом t Е [О , 3) x (t ) было возможно малым и удовлетворяло бы фазовому

ограничению x(t) ;) О и граничным условиям х (О) = х(3) = 1:

j..ti ~ О ,

v ~ О ,

i = 1,2 ,

vx = О ,

/11(1 + и) = j..t2( 1 - и) = О,

>.(3) = (3.

Рассмотрим интервал t Е [1,2), где U(t ) и поэтому j..t1 = Р2 = О , .л =
о . и = 1. Таким образом , все множители определены и могут принимать

еДИНСтв енное значение на интервале [1 , 2) .
Пусть t Е [0, 1). Здесь 1;(t ) > О , v = О , ).. = t - 1, т.к . Л = 1, >-(1) = О,

1-l2 =:: О , Р l = 1 - t .
Анаi10ГИЧНО , если t Е (2, 3), x( t ) > О , l/ = О , л = t - 2, I-lJ = О , Р2 = t - 2.
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Пример 5. Рассмотрим задачу минимизации функлионала

з

J (u) = Je-r·tudt -+ шш,
о

:i: = и , х(О) = О , О ~ и ~ 3,

х - 1 -1- (t - 2)2 ~ О .

Для r > О оптимальное решение имеет вид

{
О,

x(t ) = 1- (t-2)2,

1,

t Е [0,1)
t Е [1, 2);

t Е (2,3)
{

О ,

U(t) = 2(2 - t ),

О,

t Е [0,1)
t Е [1, 2] .

t E (2,3]

Примсним теорему 2.3 для построения оптимального решения этой задачи

Запишем необходимые условия оптимальности :

L = н -1- f.lJ и + f.l2 (З - и) + u [х - 1 -1- (t - 2)2),

L u = _е-
Т! + л + J.l1 - ~L2 = О,

>. = -Ъ; = - v , >' (3) = О,

J.l i ~ О , J.l1 = J.l2 (З - и) = О,

v?: О , v[x - 1 + (t - 2)2) = О,

>.(Т) = >.(2+) - 7]2, о 7]2 ~ О ,

>' (1- ) = >' (1+) -7]1 , 7]1 ~ О .

Определим множители Лагравжа, соответствующие пролессу (х(-) , Щ . ») .

Пусть t Е (2,3J, здесь v = О, ~ = О, ).(3) = О , /1.2 = О , J.l1 = е : ", Пусть
t Е [1, 2]: J.l1 = J.l2 = О , т.к . 0< u(t) < 3, >. = e-r i

, v = re- rot ,

Пусть t Е [0,1) : u(t) = О, Р2 = О, v = О, ~ = О , Л(t ) = е-Т , J.lJ = е-Т! - е -Т ,

32



пример 6. Найти минимум функлионала

з

J (u) =J2xJdt -t min

,О

при ограничениях : Х 1 = Х2, Х1 (0) = 2,

Х2 = и, Х2 (0) = о, Jul :::;: 2,

Х1 (t) ~ СУ, здесь о' :::;: 0- действительное число .

Если о' «:: 1, то фазовое ограпичение не активно и оптимальн ое решение

должно быть таковым , чтобы Х1 (t ) было по возможности малым :

х) (t) = 2 - t 2, X2( t) = -2t , u(t ) = - 2, t Е [0, 3].

Это решени е имеет место , если о· :::;: '1 . Иссл едуем оптимальное решение,

ссли параметр а изменяется от -7 до О . Запишем функции Понтрягина,

Лагранжа и необходимые условия экстремума :

н = -2Х1 -+ ). lХ2 + ).2и ,

L = Н + f-L2(2 - и) + f-L l (2+ и) + 1/(-СУ + Х1) '

L u = >-2 + f-L l - f-L2 = О,

).1 = - L x 1 = 2 - 1/, ~2 = -LX 2 = ).1 ,

f-L i ~ О , f-L1(2 + и) = Р2(2 - и) = О,

/.1 ~ О , /.I(Xl - СУ) ~ О.

ФУНКЦИЯ .A2(t ) является непрерывной, а).1 (t) может иметь скачок в точках

разрыва :

>- l ( Т - )= А J (Т+)+7J , 71~O .

ДЛЯ СУ Е ( - 7, - 2, 5] точка переключенвя управления определяется выраже
нием

1
(1 = 3 - - )56 + 8су ,

4
а ОIlТимальное решение имеет ВИД

_() {2- t,
X l t -

I - . 2 + t 2 + 2а 2 - 4(1t ,

t Е [0 ,(1] .
t Е [(1, З) ,

зз

{
-2i

X2(t) = 2(i ~ 2(1) ,
t Е [0,(1) '.
t Е [о, З) .
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Найдем множители Лагранжа на каждом из интервалов , используя нео

ходимое условие оптимальности:

t Е [0, (/), ;12 = О , /11 = - >'2 ~ О, 1/ = О,

>'2 (t ) = -3(/ +((/ +4)t - t2.

t Е[а,З], >'2(t)=-З(/+ ((/+З)t-t2 , У =Р1 =0,

/1 2 и ) = +>'z (t).

Если -2,5 < а ~ О , то существуют две точки переключения т и о:

0 < (/ < т < з .

Время т и о получено из условия Х1 (т) = а и а = Т /2:

т = 2(/ = v'4 - 20',

t Е [О, о ), >'1 = -3(/ + 2t , ).2 = -20 2 + З(/t - t2
,

111= ->'2, /1 2 =V =0.

t Е [о , Т) , ), } = - з(/ + 2t , ),2 = - 2 02 + Зот - t2
,

J.L } = О , 112 = ).2, L' = о .

t Е [Т, 3] , ),1 = ), 2 = J-I. l = /12 = О, v = 2

§4. Теорема о существовании решения в

одной задаче оптимального управления

Важное место в теории экстремальных задач занимает вопрос о существо

вании решения . В общем случае нелинейной задачи оптимального управле

ни~ эта проблема не решена. В данном параграфе приведем доказательство

теоремы существования для одного частного случая выпуклой задачи опти

мальяого управления .

Пусть требуется мивимизировать функционвл

при ограничениях

/ 1

J (X ) =JL(t, X(t ), x(t ))dt
t o

Ix(t)! :Е; А , X(t i) = Xi , i = О ; 1.
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Для доказательства введем следующие обозначения:

К := {(t, х , 11) / to ~ t ~ t} , 'Х - х } i ~ A/t - t ll,

/ х - хо / ~ A !t - tol, lu(t )1~ А , t Е [to; t }]} ,

к с 1R 1 Х IRn
х IRn

, L :К --> IR
(4.3)

и предположим , что

1) функция L(t,х , 11) непрерывна по совокупности аргументов в К ;

2) множество К компактно ; .
З) отображение К --> L(t ,х , и) выпукло по 11;
4) вектор-функция x(t) = (x J(t ), .. . ,xn(t )) абсолютно непрерывна и для

каждой функции хи) существует своя константа С, такая , что I:i:(t) / ~ с,

П .В . t Е [to; t}).
Заметим , что последнее предположение означает, что функция x(t) удо

влетворяет условию Лившица, Т. е .

/x(t') - x(t") 1~ ф" '- г' [ , '1ft ', t" Е [to;t1)'

и т. к . абсолютно-непрерывная функция является первсобраэной своей про-

иэводной, 'Го \
t /l

x(t' ) - x(t") = Ji (s)ds.
t'

Обозначим через D множество допустимых лицшицевых функций задачи

(4.1)- (4.2):

D := {x(t) Е Lip Il x(t)/ ~ А , x(t;) = X i , i = О ; 1}. (4.4)

Теорема . Пусть в задаче (4.1)- (4.2) выполнены предположения выпу

[{ЛОСТИ И гладкости относительно L(t , х, 11) . Тогда существует функция

x(t) Е п , кспорея является решением задачи, з:« .

J (x(t )) ~ J(x(t )), Vx(t) Е D.

До",азаmелъство .

А . Обозначим через С пространство функций, непрерывных на [to; t l ) ,

И будем рассматривать D как подмножество С. Это сделать можно , т.к .

J IИI1llIицева функция является непрерывной . Используя теорему Арцела,

Пока.жем, что D- компакт:
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(4.7)

а) равномерная ограниченность множества D следует из оценки

Ix(t)/ ~ (хоl + A/t J - to/;
б) множество D равностепенно непрерывно , Т.К.

[x(t') - X(t/l) I ~ A Jt' - t"l, \:/t', t" Е [to;t 1] ;

с ) покажем замкнутость множества п . Для этого возьмем произвольную

последовательность Xk (t) Е D, k = 1,2, . . . , сходящуюся равномерно в С к

функции x(t) . Теперь нужно доказать , что x(t) Е D. Перейдем к пределу в

неравевстве:

IX k(t') - .ч (t " ) 1 ~ Alt' - t" l, \:/t', t" Е [to; t)] .
Тогда получим

Ix(t') - x(t/l )1 ~ A/t ' - (" /, \:/t', t" Е [to;t1] ,

т. е. x(t ) Е п.

Б . Из компактности D следует, что функционал (4.1) ограничен на D
снизу, т. е . J (x ) ~ т(t ) - ( о) , з: Е п, и поэтому существует число J1.

11 = inf J (x ). (4.5)
D

Отсюда следует, что существует последовательность Xk(t ) Е D , k =- 1,2 , . . . ,
такая , что lirn J (Xk ) = 11 .

"~=
В силу компактности D из этой последовательности можно выбрать под-

последовательность Xk, (t), сходящуюся К искоторой предельной функции

x(t), принадлежащей множеству D . Однако из сходимости функций не сле

дует сходимость их производных , И поэтому мы еще не знаем, будет ли

справедливо равенство 11 = J(x), с другой стороны, очевидно, что J(x) ~ J1 .
Далее для удобства записи обозначим подпоследовательность Хь, (t) через

;~ k ( t ), при этом мы имеем lirn Xk(t) = x(t) , lim J(XJoJ = 11.
k-+oo k- oo

Предельная функция x(t) принадлежит D , а значит, имеет производную

почти всюду на отрезке [to ;t )].
В. Функции Xk (t ) ограничены И измеримы, поэтому Xk(t) Е L 2([to;t )])

t l

II Xk(t)II L2 = (] IZk(t )12dt ) t ~ A/tl - tol. (4.6)
to

Замкнутый шар Б сопряженном сепарабельном пространстве слабо компак

тен , отсюда следует, что последовательность Xk(t) слабо сходится к функ

ции ~( t) , т.е . для любой функции y(t ) Е L 2 [to;t J] имеет место равенство

t , t 1

}~п;, J (Y(t),Xk(t))dt =J(y(t) ,~(t )) dt .
to to
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в качестве функции y(t ) возьмем характеристическую функцию :

()_{1, s Е [to; t],
у s -
" О, s Е [t; t1]'

Тогда мы получим следующее равенство:

t t

liт j'xk(t)dt =J~(7')dT,
k -+oo

to to

которое можно продолжить следующим образом:

t

Нгп [Xk(t ) - xk(io)] = x(t) - Хо = J((t) dt .
k-+ oo

to

(4.8)

(4.9)

Из последнего равенства следует, что почти всюду :E(t) = ( (t ). Таким обра

зом , послеловательностъЬь п) сходится слабо в LA [to;t ]]) к функции :E(i) .
Г. Используя выпуклость ингегранта по ?I , из слабой сходнмостн пронэ

водных ПОЛУЧИМ сильную сходимость .

Теорема Мазура . Пусть последовательность ( ,,(t ), n= 1,2, . . . , t E[io; t 1]

слабо сходится к функции (( t) в бвяехоьом пространстве В , тогда суще

СТ8УЮТ такие положительные числа а} :E j; 1а'] = 1, } = 1,2, . . . ,тn , что

последовательность 7]n (t), определяемая равенством

т"

7]n(t) =L aj~j(t) , n = 1,2, . . . ,
j = 1

сходится к функции ( (t ) в просхрепсте В .

Построим последовательность vn(t):

т ..

vn(t) = L ajxj(t), n = 1,2, .. ..
;=1

(4.10)

(4.11)

Тогда по теореме Мазура последовательность vn(t) сходится сильно В L 2 К

ФУНКЦИИ :f.(t), а значит, существует подпоследовательность Vn / (t ), сходяща

яся ПОЧТИ всюду к ФУНКЦИИ :E(t) .
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Покажем, что при этом полпоследовательность Vщ (t ) равномерно в про

странсгве С сходится к предельной функции X{t):
\

II vn/(t) - x (t) lIc ~ L lI a j x j(t ) - x( t )11c ~
j = l

~ шах Ilxj(t ) - x(t)l/-; О, j -; 00.
J? 1

д. Функция L(t, х , Н) равномерно непрерывна на К, Поэтому для любого

Е > О существует б > О, тако е, что для любых точек

удовлетворяющих неравенствам

' х' - x/ll < б, ju' - и"l < б, t' Е [to ;t1J,

выполняется условие

IL( ' , ' ) L( ' 1/ /1 )I /'t , Х , и . - t ,Х , и """ Е .

По теореме Д.Ф.Егорова , если последовательно сть Vщ (t) сходится почти

всюду К функции :f(t), то можно выбрать множество меры меньше Е, такое ,

что вне этого множества сходим ость будет равномерной .

Пусть множество Е такое , что шеs ( [t о ; t 1J\ E ) < Е, И последовательность

vn,{t) сходится равномерно на Е к функции x(t) .
Оценим развость функционалов :

J (Vn 1 ) - J(х) = J [L(t ,Vn/1Vnl)-L(t ,х,~)Jdt+
[to;t,J\E

+ ! [L(t, V n /1 V,'l ) - L(t ,х, ~)dt ~ Е (шеsЕ +М - т), (4.14)

Е

где М =ш:хL(t,х , u), m=п;f:ll l(t , х ,u). (4.15)

Отсюда следует,что

J (x) - J (vnJ ~ Е (М - т + t 1 - to). (4.16)
С другой стороны, используя веравенство Йенсена для выпуклых функ

ЦИЙ , получим оценку сверху для величины J(vn1) :

t, т" t,JL(t,х,Vщ )dt ~ :?=aj' JL(t ,x,Xj )dt;
t Q J= 1 t o

Тnn tl '

J(vn1) ~ ~ а]' .1 L(t ,x, Xj )dt - E(t1 - to).
з = 1 to
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Заметим, ЧТО В правой части равенства (4.17) второй и третий аргументы

в подынтегральном выражении не согласованы.

Используя следующую оценку:

t1 t]

J L(t, x,Xj)dt = J[L(t ,x,Xj) ±L(t,xj ,xj)]dt ~
(о 10

(]

~ JL(t , Xj,xj)dt +e(t 1 - to),
10

получим

(4.19)

тn,

J (vn , ) ~ L o:j" J(Xj ) + 2e(tl - to)
j=1

или С учетом (4.16) имеем

т 11 .

J(x) ~.fJo:j'L(t,Xj,Xj)dt+e(M-rn+З(t1 -to)) . (4.20)
J=1 to

Согласно определению точной верхней грани , для любого е > О существу

ет такой номер N, что для любого j ~ N справедливо строгое неравенство

J(Xj) < J..L+ e, (4.21)
используя (4.16), получим следующую оценку:

J(x) ~ J..L +е(1 +М - т + З(t1 - to)). (4.22)
И в силу произвольности Е > О последнее неравенство возможно

Тоща и только тогда, когда J(x) = /1. , Т.С. x(t)- решение задачи, теорема

доказана D.

Задачи ДЛЯ самостоятельной работы

Задача 1. Найти максимум функционала

1

J(u) = J[lOx 2
- u2]dt

о

при ограничениях :х = х2
- и , х(О) = х(1) = 1,

x(t) ~ 1,5

Показать, что в этой задаче траектория x (t ) залегает на границе , если

t Е= [ Т1 , Т2] , 71 = 0,345 , 72 = 0,655, управление является непрерывной функ
ЦИей, траектория касается границы в точках 7], 72 . Начальное значение

СОПРЯЖенной функции л(О) = -3,81 , се терминальное значение А(1) = З , 81.
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Задача 2. Среди всех замкнутых плоских кривых , охватывающих за

данную площадь , найти кривую наименьшей длины .

Задача З . Среди всех плоских замкнутых кривых , охватывающих за

данную площадь и расположенных в заданной полосе , найти кривую наи

меньшей длины .

Задача 4 (о геодезических линиях). Найти кривую наименьшей дли

НЫ , лежащую па заданной поверхности Г = {х Е IRn : 9i(X) = о , i = 1, k} и

соединяющую две задацные точки хО и х ] .

Укаэани». Для формализации задачи в качестве нсзависимого перемен

пого выбрать длину кривой . Рассмотреть геодезические на сфере единич

ного радиуса g(x) = ~ (( .7: ,x ) -1) , геодезические на цилиндре

1 2 2g(x) = 2" (Х] + ...+хт - 1) = О , т < n.

Задача 5 (об обходе препятствия) . Соединить две заданные точки

А и В кривой наименьшей длины так , чтобы расстояние от любой точки

кривой до начала координат было бы не меньше фиксированого значения

(; > О .
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ГЛАВА 2

УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ

СИСТЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ

. в этой главе изложены необходимые и дсстаточвые условия оптималь

ir ости для систем с последействием . Примеры систем с залаэдывацием Б

аргументе ФУНКЦИИ состояния изложены в главе З .

Активное развитие теории дифференциальных уравцений с запаздыва

ющим аргументом повлекло З(i собой ее использование при решени и ряда

практических задач , связанных с моделированием управляемых процегс ов.

Задачи оптимального унравления системами с эапаэдывющим аргумсптом

имеют обширные приложевия в технике, экономике , биологии, теории ай

томатического регулирования, теории автоколебатсльвых систем 11" дру гих

науках . Математическая теория управления такпми системам и еще далека

от завершения .

Необходимые и достато чные условия оптимальности для систем с послг

дей ствием , задача синтеза оптималь ного управления для линейвой системы

с запаздыванием и квадратичным критери ем качества, подробная библио

графия приведены Е монографии [11].
Актуальным вопросом является развитие приближенных и численных

методов для решения задач оптимального управления с: запаздывающим

ар гументом .

В данном параграфе ниже будет сформулирован принцип максимума для

задач оптимального управления с постоянным эапаздыванием . Авторам

неИЗвестна формулировка этого привцвпа для задач оптимального упра

вления с последействием при наличии фазовых ограничений. Этот вопрос

может быть предложен для теоретического исследования аспирантам и со

IJ:С I( а.'J'СЛЯМ .

§1. Условие оптимальностидля систем с

IIоетоянным запаздьmаниемпо фазовой переменной

В этом параграфе приведсны необходимые и достаточные условия опти
iI1а"ПЬ !I ОСТИ и сформулированадвойственная задача для систем с постоян-
lIь! .

111 запаздыванием .

4. 1



1. Постановка задачи оптимального управления

Рассмотрим управляемую систему запаздывающего типа вида

x(t) = .f(t , x(t), x(t - h), u(t )), ,t Е [О, Т],

хо =х(е) = /р(е), е Е [-h , О] .

.редложим , что вектор-функция состояния или фазовая переменная

x(t) = ( х l и), · . . , xn(t ))

(1.1

(1.2

вляется абсолютно непрерывной функцией на [О, Т] = Г и удовлетворяет

. аэовым ограцичевиям

x(t) Е X (t) = { х Е ~n : gi(t ,X) ~ О, i = 1, ... , l ,

gj(t ,x)=O, j=l+ 1, . . . .гп, tEf}

граничным условиям

х (Т) E)(j С Х(Т) .

(1.3)

(1.4 )

fзмеримое управление 1!(t ) = (U i (t), . . . ,un(t) ) принимает значсния из за.

анного множества

u(t) Е U(t, x(t) ) С JRr, П .З. t Е Г. (1.5)

:десь и далее запись п . в . t Е Г означает: при почти всех t Е Г по мере

Тебега,

Фунция J( t ,х , у, и) : Г х ]К" х JRn Х IRr
-1 IRn с компоневтами J(t, х , У , и)

.змерима по t, непрерывна по и и непрерывно дифференцируема по х, у .

Зыберем произвольвое управление u(t ), t Е Г, удовлетворяющее УСЛОВИЮ

1.5) , подставим его в систему (1.1) . Интегрируя систему (1.1) с начальны

1и условиями (1.2), найдем траекторию x(t), соответствующую выбранно

fY управлению u(t ). Пару функций VJ = (x(t) ,u(t )) назовем допустимым

гроцессом, если она удовлетворяет условиям (1.1)-(1.5). Множество всех

юпустимых пропессов обозначим через W . Предположим, что 1iV "# 0. На
еножестве допустимых процессов рассмотрим фувкционал

т

J (u) = JF1(t ,x(t), x( t - h), u(t ))dt + Fo (x (t) ).
о

(1.6)

.Тоследовательностъ Wi Е И', i = 1, 2, . . . допустимых цроцессов наэо

э ем мивимиэирующей , если 11т j(oтegai) = inf j(u). Задача оптимального
' -00 w
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t Е [to, t~ J,i = 1, n

H (t ,x(t ),x(t - h),U(t) ,p(t )) = т~x H (t ,x(t) ,x(t - }L),и, p(t )), (1.7)
u EU (t)

(1.9)
Pi(t1 ) = - ддРО (х(Т)) , i = 1, n,

Х;

Pi(t) =0, t >T, i=l , n.

Pi(t) = _ aH (t, x(t ),x(t - h.), U(t ),p(t))
дх;

aH(t + 11 ,x( t + .~) , x(t) ,U(t +h),p(t + h)) (1.8)
дх;

I
управления системой (1.1)- (1.5) заключается в построении такого допусти-

мого процесса или минимизирующей последовательности, который доста

вляет' абсолютный глобальный минимум функционалу (1.6) на множестве

всех допустимых процессов . Ниже предполагается, что в функционале (1.6)
скалярная функция Р1 (t ,Х , у, и) : Г Х JRn Х JRn Х IR.T -> JR непрерывно диффе

ренцируема по х , у измерима по t и непрерывна по и , функция РО : IRn -> IR
непрерывно дифференцируема по х .

Если в задаче (1.1)-(1.6) отсутствуют фазовые ограничения и множество

U не зависит от х, тогда справедлив принцип максимума [14J .

Принцип максимума для задачи оптимального

управления с постоянным запаздыванием

Теорема (о необходимых условиях оптимальности).

Пусть процесс w = [x(t) ,U(t)J является локельно-отямельпым для зада

'/И (1.1)·· (1.6), тогда оптимальное управление 'tl(t ) удовлетворяет прилципу

максимума Понтрягина:

где ни , х , у, 'U. ,p(t )) = - ЛОР1 + (р, л

а сопряженнея зек-хор- функция p(t) удовлетворяет системе пнфференпя

гльных уравнений

с граничными условиями

УСЛовия (1.9) называют условиями трансверсальности.

2. Достаточные условия оптимальности

5 Рассмотрим некоторый функционал V(t, Xt) : который зависит от ВЫ

Ора Момента t Е Г и состояния Xt = x(t + 6 ) , е Е [- h, О] системы



..1). Если зафиксировать управление u(t) , то x(t) определяется как ре

ение системы (1.1) и функционал V(t , Xt) становится функцией только

Пусть для любого t Е Г и любого допустимого управления '11. суше

гвует предел lim [V(t\ , Xt l ) - V(t, XI)J(t1 - t) -l = \/и (t , X t). Здесь
/1-1+0

/, = x(t 1 +0), [1 .2: t- решение системы (1.1) при выбранном управле- .

ии u и начальном условии (t , Xt). .
Отметим , что V (t , Xt) представляет собой полную производную функци

нала V(t,Xt) вдоль траектории системы (1.1) при управлении и . Будем

ногда обозначать ее 1,1(t ).
Кроме того , предположим , что справедливо представление

1)

V (t] ,Xt) .: ~T (t , Xt) = / 1,1u(S)dS.
t

"огда имеет место равенство

т

J(u) = ! rF](t , x(t ),x(t - h),u(t» - Vu (t))dt +Ро (х (Т» +
О

+V (T, XT) - V (O ,x(J ). (1 .10)

Теорема 1 .1 . Пусть существует фупкияонел V (t, X t) 11ДОПУСТИМЫЙ про

цесс Wo,такие, что

т

1) / rFl (t ,X(t), x(t-h),u(t»- Vu (t)]dt 2:0 , Vw E W,

о

2) F1(t ,xo(t) ,xo (t-h ),uo(t»)-Vuo(t) =0; п.в . [ЕГ,

3) Ро (Хо (Т)) + \1(Т, ХОТ) = inf (РО (Х (Т) + V (T , x1' ) ] = т.
х(т+е)Ех(т+ е)

Тогда процесс wo = (xo(t), иo ( t»- глобально оптимальный и имеет место
равенство

J(uo) = т - V (O , <р) .

Справедливость этой теоремы следует из представления (1.10) для ми-

нимизируего функционала, .
Таким образом, для решения исходной задачи оптимального управле

ния надлежит построить функционал V , удовлетворяющий условиям теоре

мы 1.1. Используя теорему 1.1, можно получить функциональное уравнение

Веллмана для функционала V (t , Xt) .
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H(t , х , У , и, Ф (t , х)) = -Р1 (t ,х , '!! , и) + ф' (t , x)f (i , х , 'у, и) .

Зде сь и далее штрих ' . знак транспонирования,

w(t) == w(t , x(t) , y(t) ), j( t) = f (t , x(t ), y(t ), u(t)) , y(t ) = x(t - h),

,Т. ( ) _ дw(t ,х(t) ,у (t )) ,т, () _ a'1!o(t, x(t )) W 't) = дWl(t,у(t))
'i! t t - дt ' 'i! x t - дх ' У\ ду '

Интегрируя (1.11) по t в пределах от О до Т и производя замену персменных

S =: t - h. в последнем слагаемом, получим

(1.1] )Ф (t ) = Wt + w~ (t ) f(t) + w~(t)x(t - h),

Однако в ряде случаев задачу о выборе фувкционала v можно изменить ,

: JIыIая<.:ьь подобрать вспомогательную функцию Ф(t , х , у ) : Г х ]R" х 1Rn
-i

1
JR, удовлетворяющую ,некоторым вспомогат ельным условиям . Опишем их .

Введем множество С:

G = {(t ,х , у) Е JR2n + l : t Е Г, х Е X (t ),У Е X(t - }L)} ,

Определение 1.1 . Функция Ф (t , х , у) : G -i R принадлежит множе

ству 'У- , если она непрерывно дифференцируема во внутренних точках

С , непрерывна в G (т. е . в замыкании С) 'Н допускает представление

w(t, х , у) = wo (t , х) + Wl (t , у) , где Wl(t , у) = О , t > Т.

Введем н рассмотрение функции H (t, х , у, и , Ф(t, х)) и H(t ,х , у , Ф ( t , х)) .

Положим

т T -h

./ Ф ( t ) dt = J[Wt (t) + w~ ( t ) I(t) + w~ (t + h)j (t )]dt+
о о .

т о

+ / [Wt(t ) + w~ (t)j(t )]dt + / w~ (t + h)<iJ (t)dt .
T-h - h

,Т, . ( ) _ дw i (t ,х)
'f' 1:r.\ t , X - " ,

ОХ

Ф (t , х) = WOx (t , х) +Фlхи + h, х) .

Функция 'н определяется равенством

'Н (t , х, у ,Ф(t , х )) = шах Н(t,х,у,u , Ф ( t ,х )) .
. u E U( t ,x )

Обозначим через \IJ(t) полную производпую функции w(t, Х , у) ВДОЛЬ допу

стимого процесса задачи (1.1)--(1 .6)

где



Е(Ф) -t вцр, W Е , .

Тогда. процесс (,)0 '- глобально оптимальныJi в задаче (1.1) --(1.6) и

Wt(t , x, y) + Гi (t ,х ,у,Ф ( t ,х » ~ О , V(t , :c, y) Е G

(1.12)

т т

J (U) =j[Гi ( t ) - H(t)Jdt - j ['I! t(t ) + Гi(t)]dt+
о о

+ С + Ро(х(Т» + 'I! (T ,х(Т) , у(Т» - '1'(0, х(О) , у(О» ,

где H(t) = H(t , x(t ), y(t), Ф (t , х , (t»),

H (t ) = H(t, x(t ), y(t ),u(t ),Ф (t , x(t») .

J (uo ) = L (w) + С.- Ф (О , х (О) , х( - h» := Е(ф ) .

1) Гi(t,xo (t ) , yo (t ),Ф (t , xo(t» ) = H (t,xo(t ), yo(t), uo(t ),Ф (t , xo(t» ),

2) Wt(t , xo(t), yo (t» + H(t , xo(t), yo(t),Ф(t , xo(t») = о ,

З) L(W)= inf {Fo(x)+w(T,x,y)}=Fo(xo(T»+ 'I!CГ, xo(T) ,yo (T».
хЕХ, ,YEX (T - h )

Определение 1. 2. Функция Ф (t, х, у) Е " если W(t, х , у) Е , _ и удовле

творяет на множестве неравенству Гамильтона-Якоби

Из формулы (1.12) вытекает теорема.

Теорема ] .2. ПУСТ" существует функция 'I! Е , и процесс (,)0 Е W,
такие, что при всех t Е Г

Заметим, что последнее слагаемое в этом равенстве зависит только от

начальных дапных задачи. Обозначим его через С . Учитывая последнюю

формулу, сделаем следующее тождественное преобразование функционала

(1.6), которое справедливо для любых допустимых процессов (,) и функции
lJf Е , _ : .

Отсюда и из представления (1.12) следует, что V(,) Е W и 'I! Е , имеет

место двойственное неравенство J(u) ~ ЦФ). Поэтому наряду с исходной

задачей (1.1)--(1.6) можно рассмотреть двойственную к ней задачу (V )

Двойственная задача независимо от свойств исходной задачи является

выпуклой. Это позволяет в случае строгой двойственности, т. е. при усло

ВИИ, что J(u) = ЦФ), найти оптимальное значение минимизируего функ

ционала (1 .6), а в общем случае - его нижнюю оценку. Основываясь на
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(1.13)

эТОМ подходе , можно получить условия локального минимума, требуя ВЫ

полнения условий теоремы 1.2 в области Со> определяемой оптимальной

траекторией

G~ = {(t ,x , у ) Е С : t Е Г, Ix - xo(t)! < €, !Y- хои - }L)/ < е} .

В некоторых случаях удобнее пользоваться иным формализмом . Опи

шем его . Заметим , что для любых v.; Е НI, W Е I справедливо равенство

т

J(u) = j [F1(t ) - Wt(t) - '1' ~ (t ):i: (t ) - iIJ~(t):i:( t - h)Jdt+
о .

+ Го (х(Т» + Чi (Т) - \lТ (O ),

где

Р, (t ) = F1 (t , x( t), x(t - rt),u(t», \J!(T) = iJ! (T ,х(Т) , х(Т - h» ,

Ф(О) = '1' (0, <р (О) , 'p(-- h» .

Еведем функцию

R(t ,х , У, и) = -F1 (t , х , У , и ) + Wt (t , х, у ) + Ф' ( t , x)f( t, х , у, 'u. ),

М(х, у) = Го (х ) + Ф(Т, х , у) .

(1.14)

(1.15)

Сделаем замену переменной т = t - h в последнем интеграле в выражении

(1.13) и учтем (1.14) _ Получим следующее представление мивимизируемого

функционала:

т

J(-u) = - / R(t , x(t ), x( t - h), u(t»dt + м(х(т) , у(Т» + С, (1.16)

о

где С· _- некогорая постоянная, за.висящая только от начальных данных

задачи .

Теорема 1.3. Пусть существуют функиян 'ф Е 1_ и последовательность

и, Е И1 , i = 1,2 , . _. .такие, что

т

1) / R(t,x(t),x(t - h), u(t»dt ~ О,
о

'Vv.; Е -VV,

2)

3)

т

l im jR(t , Xi(t ), Xi(t - h),Ui(t » dt = О ,
' -+ 00

О

lim M(X i(T), Yi(T» = inf М(х, у) = т.
i - oo "'E X ,YEX( T -h )
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Тогда поспеиоьгаельносхъ Wi, i = 1,2, . . . является МИНИМИЗИРУIOшей ЛЛ
задачи (1.1)-(1.6).

Справедливость теоремы 1.3 вытекает из формулы (1.16), а также может

быть выведена из теоремы 1.1.
Если в задаче (1.1)-(1.6) существует оптимальный процесс t.Jo, то тео

рема 1.3 останется справедливой при x;(t ) = xo(t ), Ui(t) = uo(t) , i = 1,2 , . . .
Замечание J. .1 . Для выполнения условия 2 теоремы 1.3 достаточно,

чтобы последовательность R,. (t ) = R(t ,Xi (t), x;(t- h), Ui (t» , i = 1, 2, . . . была

равномерно ограничена снизу для всех t Е Г и lim Ri (t ) = О при почти всех
'-+ 00

t Е Г, а в случае существования оптимального процесса Wo достат очно,

чтобы

R(t, xo(t), xo(t - h),uo(t» = О .

Условие 1 теоремы 1.3, в чаС7НОСТИ , имеет место, если

R(t , х, у , и) s: О , V(t , х, у) Е G, U Е U(t , :r )

в этой форме оно используется НЮ1<е при решении задач .

Замечание 1.2. Каждая компонента фазового вектора X,. (t ), i = 1, 2, . . .
в задаче (1.1)-(1.6) может иметь различные величины запаздывания hi ·

Тогда ' соотношения (1.1), (1.2), (1 .б ) содержат выражения, зависящие от

у,. \= x ,. (t - h), i = 1, .. . , n . В этом случае теоремы 1.2, 1.3 останутся верны

МИ , . если выполнены вс е их требования с функцией iJi вида

h

W(t, х, У) = iJio(t ,х ) + 2::= Wi(t, У,. ),
i== I

причем Wi(t ,Yj ) == о для t ~ Т . При этом функцию R(t ,х , у , и) нужно

определить следующим образом ;

R(t , х, у, и) = RJ·(t, х , У , и) , t Е [Т - hj +1 , Т - hjJ, ho = О ,

hn +J = Т, h1 < h2 < .. , < hn , j = О , . . . , n;
n

R j = -Р1 (t ,х , у, и) + Wt(t , х , у) -+ I: \IfoxJt , x)!;( t, х , у , u)+
i== 1

j

-+ L W;Xj (i + hi , Xi)! i (t , x , y ,1l ), J = 1, . . . , n ;
i == 1

n

Ro = -Р1 (t , Х , у , и) -+ wt( t, х , у) +L WO X ; (t , X)!i( t ,Х , у , 11.) .
,. == 1
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Замечание 1.3. Множество 'у можно расширить, рассматриваякусоч

Jlо -пепрерывные функции lJi(t , х, у) . Пусть существует разбиение отрезка

Г == [О , Т] точками 7 ) : 0 = 70 < 7 1 < 72 < . . . < 7р+ ] = Т на полуинтервалы

[Тз, 7з+1) , а функция lJi (t , х, у) = I];/o(t , х) + 1Ji1(t ,у) непрерывно дифференци

руема на внутренних точках Gj = {(t, х , у) Е G : t Е [7з , 7з+1) }, j = О , . . . , р

и может быть непрерывно продолжена на Gj , j = О , . . . , р. в этом случае

теорема 1.2 останется в силе , если функцию R(t ,х , у , и) определить, как и

ран ее : по формуле (1 .14) , а функцию М(х, у) следующим образом :

р

M (2:j ,Yj) = Ро (Хр+ 1 ) + \];' (tp+1) + I >::'1Ji (7j) ,
з= 1

где

Эта ситуация типична для задач с фазовыми и смешанными ограничения

ми.

Замечание 1.4 . Если Е задаче (1.1)- (1.6) время Т окончания процесса

не фиксировано , то условие 3 в теореме 1.3 следует записать в виде

lirn М(Т;,х;( тз),У;(7з)) = inf M (t,X j , y;) = т1
;~oo {t >o,Xj ЕХ( т; ), У;ЕХ( Tj -h) }

ИЛИ в случае существования оптимального процесса

Замечание 1.5. Задача оптимальногоуправления (1.1)-(1.6) с дискрет

ным запаздыванием по фазовой переменной может быть сведена к задаче

Оптимального управления системой без последействия путем увеличения

размерности фазового вектора следующим образом .

Обозначим через N целую часть числа Th- 1
. Отметим , что достаточно

Рассмотреть случай N ~ 1, ибо при N = О система (1.1) не содержит после

дей ствия . Рассмотрим функции xi(t ), ui(t ) на отрезке [О , h.] , определенные
Формулами

xi(t) = x(t + ih) , ui(t )= u(t+ih) , i= O, .. . ,N-1 , tE[O, h],

1:N (t ) ";,, x(t + N l1. ), иЛ' (t ) = u(t + N h), о::; t ::; Т - Nh.
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В терминах новых фазовых цеременных х
;
и управлений и; исходная задача

(1.1)-(1.6) может быть переписана следующим образом . Критерий качеств

имеет вид

h Н-!J?= Р1 (! + ih , xi(t ), xi
-

1(t ), 'l.! (t»)dt + ро(х Н (Т - Nh»+
о t = O

т

+ JР1 (t, хН (t), x H
-

1(t), иН (t»)dt --+ inf.

нн

Дифференциальные уравнения для функций x i ;

:i;i(t) = f (t + i h,xi(t ), X
i- 1(t ), иi ( t ) ), О ~ t ~ h, i = О , . . . , N - 1,

.iN (t) = j(t + нн. .т. N (t), X
H

-
) (t), иN (t)), О S t S Т - Nh,

начальные и тсрминальные условия;

фазовые ограничения и ограничения на управление :

§2. Сравнение двух типов двойственных задач

в этом параграфе построена двойственная задача, использующая выпу

клые свойства исходной задачи. Приведено сравнение двух типов двой

ственных задач. Вопросам двойственности посвящены , например , работы

[1, 2, 3], а в системах с запаздыванием - [4, 5].

1. Определение двойственной задачи

Наряду с двойственной задачей (V ) рассмотрим двойствепвую по

Февхелю-Рокафеллару задачу, обозначаемую (Р *) . Эта задача строится

следующим образом .

Пусть Х, У- линейные топологические пространства, Х ', У*_.. линей
ные топологические пространства, находящиеся в двойственности отно

сительно билейных форм (' , ' ) х и (-, . ) у соответственно. Для функции

Ф(х,р) ; Х х Р --+ i!i построим двойственную к вей Ф' (х' ,р' ) : Х" х У' --+ JR.,
определяемую равенством

Ф' (х' ,р' ) = ецр {(х ',х}х + (р' ,р}у - Ф(х,р)} . (2.1)
хЕХ.I'Е У
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Обозначим через inf (P) нижнюю грань Б задаче (Р)

inf Ф(х, О) = inf (P) ,
хЕХ

а ч ерез sup (P")- верхнюю грань в задаче (Р")

Sup [ -Ф* (О,р* )J = sup (P*) .
р· ЕУ · .

Тогда , используя определение сопряженной функции, заключаем, что спра

ведлив о в еравенство [6}

Из этого нерав енства следу ет, что

sup(P") ~ inf(P) .

Последнее неравенство , как и в §1, будем называтъ двойственным. Пусть

А : Х ---> У- линейный непрерывный оператор ; А " : У" ---> Х *_ ·· сопряжен

н ый с /\ линейный непрерывный оператор, функции F : Х ---> JR и Е : У ---> 1R .
Построим двойственную задачу для случая , когда функция Ф (х , О ) разла

гается в сумму

Ф (х, О) = F (x) + Е(Лх).

в этом случае задача (Р) имеет вид

inf [Р(х) + E(/\x )J.
х ЕХ

Используя определение (2.1), ВИДИМ, что двойственная к (Р) задача может

быть представлена в виде

ацр [-р*(/\ 'р') _. Е( -р' )J,
р"ЕУ'

Где Р* : V* ---> IR, Е* : У* ---> IR- функции, сопряженные к F и Е соответ

('твенно .

далее показано, что при некоторых предположениях выпуклости исход

J!ot! задачи двойственная задача (Р*) является частным случаем задачи

(и ) , двойственной к (Р). В качестве исходной задачи (Р) рассмотрим за
.цачу (1.1)-(1.6). Для сравнения упомянутых двух типов двойственности
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перейдем от задачи (Р) к обобщенной вариационной задаче (У ) . Введе

следующие функции и множества:

L : [О , Т] х jRn Х IR n х JI{" -+ IR,

. { i~f Р1 (t,~, 1), и), u Е U(t ,~) , V = j(t,~ , 1), '11) ,

L(t ,~ , 7/ , ~;) = ~ Е X (t ), ТJ Е X(t - h),

. 00, в остаJIЬНЫХ случаях,

Х = {х(-) Е W{ (Г , jRn) : x(t) = (f? (t ), t Е [-h ,ОJ}, Г = [о , Т],

где -W-l (Г , JR.fI)_- пространство функций на Г со значениями в JR.n и абсолют

но интегрируемой первой произв одвой . Не ограничивая общности, положим

<p(t) = о , в противном случае достаточно рассмотреть новую ФУНКЦИЮ , рав

ную разности

x(t ) - <p(t ), t Е Г.

В этих обозначениях задача (У) принимает форму

тJL(t ,x(t),x(t - h),x(t ))dt -+ inf x(-) Е Х .
о

(2.2)

Пусть выполняются следушве предположения А относительно функция

ш.« , 1), v).
A 1 : функция L(t , ~ , 1), v) измерима на Г при любых С 7), v Е JR.зn, полуне

п~ерывна снизу на IR.Зn при любом t Е Г;

А2 : L (t , ~ ,1) , 1J ) выпукла по ~,1) ,V при любом t Е Г на JR. зn;

Аз: L (t , ~ , ТJ, v ) > a(t ) при любых ~ ,ТJ , v Е JR.зn , где a (t)- некоторая изме

римая функция.

'утверждение1. Если выполнены предположения А1 -Аз , то задача (У )

определена и эквивалентна задаче (Р) в смысле равенства минимальных

значений их функпвовалов [6] .

2. Построение двойственной задачи и двойственное неравенство

Построим для задачи (У) двойственную задачу (Р ) , используя подход

Фенхеля-Рокафеллара . Введем следущие операторы и функции:

1\ : wlCr,lRn
) -+ WI(r , IR.2n) х L1(r, IR. n),

1\ x(t) = (x(t ), x(t - h), i (t )),
т

Е(I\Х) =JL(t , I\x( t))dt,
о
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р(х) = х(х)- индикаторная функция на множестве гУ.

Б 'эТИХ обозначениях задача (2.2) эквивалентна следующей задаче опти

~fJiзаЦlm:

Р(х) +Е(Лх) - inf, х( · ) Е И'{ (Г, IR") .

Двойственная к ней по . Фенхелю-Рокаффелару представима в виде

-F* (л*р*) - Е(-р· ) - sup,
-,

где

W~(r;1R" )- пространство п-мервых вектор-функций на Г с ограниченной

первоЙ· производноЙ.

Короче это условие аапасывается в виде р" Е У*. Рассмотрим далее

задачу опрелелевая конкретного вида сопряженных функций и операторов

в задаче (1'.).
Согласно [GJ.

т

Е*(Р·) = Jс«, -p·(t))dt.
о

По определевию сопряженной функции справедливо равенство

L*(t,p·(t)) = sup {{'p~(t)+1]'p;(t) +vp;(t) - L(t ,(, 1], v)},
{.'1 ,,,eR-

где p* (t) Е: У",
Используя определение L и то, что множество допустимых пропессов

W =1- ·0, получим

L(t, -p*(t)) = sup {-('pi (t) - 1]'p;(t) +11(t,'( ,7], -p;(t))}. (2.3) \
. . _.{ EX ( t ) ,'1 EX (t - h)

Определим функцию Р*(Л*р*)~

Р*(Л*р*) = suр[(Л*р*, х) - х(х)],
",ЕХ

Здесь (', .)- скалярное произведениев Wf(r,]Rn).
ИСПОJlЪэуя определение сопряженного оператора индикаторной функции,

RMeeM

Р*(Л·р*) = suр(Л*р* ,х) = suр(р*,Лх)у.
",еХ "Е'"
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Раскрывая скалярное произведение , получим следующее представление со

пряженной функции :

т о

F*(t·:p*) = sup{J[p~ (t)x(t ) + i'(t)рз (t)]dt + J x' (t )p;(t + h)dt} .
хЕХ

о - h

Если предположить дополнительно , что рз(t) Е W1
1 ( Г , JRn) И положить

P2(S) =0, 8 ~ Т, то

{
О , если Рз(t) =p~ (t) +Р2 (t +h),

F* (Л*р*) = t Е [О ,Т) ,рз (Т) = О .

00, в остальных случаях .

Теперь двойственная задача к (Р ) , а также к (V) может быть представлена

как задача максимиаапии функционала

т

-J[ sup {(p;'( t) + 1]'p; (t ) +ни .« , 1], рз(t)} ]dt (2.6)
( EX.17EX (t -h )

о

на множестве , задаваемом ограничениями .

рз (t ) = p;(t ) +p; (t + h), t Е [О , Т),

р;(Т) = О, p*(t) Е У'.

(2.7)

(2.8)

Назовем задачу (2.6)-(2 .8) задачей (Р* ) . Верхнюю грань в этой задаче

обозначим через вир(Р*). При этом sup(P*) :::; inf(P) .
т

Добавим к функционалу (2.6) выражение z(T ) - z(O) - J i(t)dt,
о

где z(t) Е W~(T) JR). Рассмотрим новую задачу (D/C) определения минимума

линейного функционала /
z(T) - z(O) (2.9)

на множестве функций (z,p· ) Е 'Иl~n (I) *, У ', удовлетворяющих неравенству

i(t) + (p~ (t) + 1]'p;(t) + 7{(t , ~ ,Т/ , рз (t » s; О ,

п .в. t Е I,f, Е X (t),ry Е X (t -1L) .

\ Положим теперь в задаче (D )
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где 1jJ i(t ), i = 1,2 непрерывные, почти всюду непрерывно дифференцируе

мые ФУНКЦИИ, причем pi(t) == ,j;i(t), i = 1,2, a(t) == z(t), t Е Г .
Тогда двойственная задача (Р · ) совпадает с двойственной задачей (Dk:
Заметим , что задача (Р*) построена в предположении выпуклости функ

ПИМ L(t,(,7] ,v) по ~ ,Тj, v . Для построения задачи (D) выпуклые свойств

задачи (Р) не требуются, тем не менее двойственная задача всегда выпу

кла.

Если выполнены предположения А1 -Аз и дополнительные условия (2.7;
(2.8), то имеет место система неравенств

sup(Dk ) ::; sup(P*) :S: inf(P ) == inf(V). (2.12

(3.1

Доказательство первого неравенства содержится в работе [7J . Важно]

является проблема , когда в этой цепочке неравенств стоят равенства, т.е

проблема строгой двойственности, обсуждаемой в §3.

§3. Строгая двойственность

в этом параграфе формулируются условия , при которых имеет мест,

строгая двойственностъ между з адачами (Р ) и (D) .

1 . Постановка задачи

Теорема о структуре иеотрицателъных мер Радона . Предположим до

лолвительно , что множество допустимых значений управления не зависи:

от точек (t ,O , X (t ) = IRn.
Рассмотрим задачу (Dk) как ИСХОД8УЮ и построим К ней двойственную

Для этого исследуем следующую задачу в банаховом пространстве . Требу

ется найти минимум линейнего функдионала

J1 (f.l ) ==.1 fо(t,~,77,V)d/.1-(t,~,rl ,V )
Е

среди всех неотрицательных мер Радона /.1- , удовлетворяющих при любы:

( а, 91 , 92 , gз ) Е К , равенству

т

j [a(t) +e91(t) + r,'g2(t) + j'(t ,~ , п, V)9з(t)JdJ1.( t, ~, п , v) == Ji(t)dt . (3.2

Е о

Здесь

к == {(а , 91 ,92, 9з) Е с1 (Г , JRЗn+1 ) : 9з(t) = 91(t) + 92(t + h), t Е Г , 9з (Т) == q}
Cl (r , JRЗn+l )_ пространство непрерывно дифференцируемых на Г функ·

ций со значением в JRЗn+1 . Обозначим задачу (3.1), (3.2) через (1Ji.)· '.
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Лемма 3.1. Задача ('DZ) является двойственной к задаче (1),,,) и имеет

место строгая двойственность

(3.3)

Дохозательстео. Задача ('Dk) является задачей линейнего программа

рованвя , в которой выполнено условие Слейтера, т,е , при 9i(t) = О,

i = 1,2, З, a(t) < O'(t) имеет место строгое веравеяство

Поэтому согласно теореме 1.1 с учетом предположений A1 - Аз имеет место

равенство (3.3) D.

Лемма 3.2. Множество всех неотршI.атеЛbl.IЫХмер Радона, удовлетво

ряющихусловию (3.2), нмееа: структуру

тJg(t,(,ТJ,v)djJ.(t,~ ,ТJ, V) = f f g(t ,~ ·,ТJ,v)djJ.t(~ ,ry,v)dt, (З.4)
~ о n

где 9(t,~, ТJ, v)- любвянепрерывнаяна.Е фунхиня;

n = х х Х х П; JJ =.{JJt I t Е [О , Т]}- есть семейство веJЮЯТНОСТНЫХ мер,

обладающих слtЩyющими свойствами: .

1) носитель меры !J.t содержится в множестве П.

\. 2) для любой непрерывной на ~ ФУНКЦИИ h функция fn(t), ОПРfЩеленщш

равенством

fn(t) =Jh(t,~,ry,v)d!J.t(~;ТJ,V),
n

принадлежит пространству L1(r, JRn).
Множество мер J,L, обладающих своёсгвамя ;~ и 2, обозначим через 001.

Дохаэатеяьство. Положим в (3.2) 9 = (91,92,93) = О. Тогда для любой

непрерывно дифференцируемой функции a(t): Г.-.. JRn имеет место равен

ство
тJa(t)dJJ(t,~,ry,v) =Ja(~)dt.

Е о
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Рассмотрим следующие множества. заданные в . пространстве линейных не

прерывных функлионалов.

т

L := {Ф Е С(Е) : Ф ~ О, Ф (j) =JJf(t ,( ,77, v )dl-lt (~,,'1,u )dt,1-l Е !.m},
о n
т

]У! := {Ф Е С"СЕ) : Ф ~ о, Ф(а) = Jо. (t)4t , a(t ) Е Ct(r, IR)},
о

С' (!:)- двойственное пространство функций на Е, сопряженных к про

стрвнству непрерывных функций наЕ. В силу равенства (3.2) имеет место

включение L С м.

Покажем, что I = А1 , где замыкание осуществляется в смысле слабой

топологии Б пространстве С' (Е) . Здесь С" (2~)- пространство линейных

непрерывных функционалов на Е. Заметим, что L- выпуклое множество .

Пусть I I- М. Тогда существует элемент Ф Е М; который не принадле

ЖУП Т: В этом случ ае Ф может быть строго отделен от л: ЭТО означае т, '

что существует функци онал j Е [C' (I;)]* = С(;:: ), такой, что VФ Е I спра
ведливы два неравеиства :

---

,.'\ ! :;. " ~ ~
Фи) = J . ( t , ( , 'Г/ , v j d;J.(t ,с; , ТJ, V ) ~ о ,

n
т

Ф(i) =JJj(t,(,77 ,v)dl-lt (~ ,7] , 1' )dt < а.
о n

Введем функцию g(t) Е С(Г, ~n):

g(t) = max{j(t , ~ , 1j ) 'U) : (~ )1],V) Е П}.

Тогда
~,

Jg(t)dfi.(t :~ ,'Г/,v) ==.1 g(i )dt :.:: в ~ о.
n о

По лемме Филиппова [8], существуют измеримые функции .

({ ( .), ~ ( . ) , ii(-), такие, что

.q(i ) = j (t, ~(t) , iJ(t), u(t) ).
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Возьмем в качестве J.lt (~, Т), и) функцию Дирака

J1.t (~, Т), 'и) = Б (~ - t(t), 1] - .q(t), ·u - v(t».

Тогда равенство (3.8) принимает вид

т т

j l }и, (, Т), v)djlt(~, Т), v)dt = Jg(t)dt = в ? а.
о о .

i Из последнего неравенства следует, что существование функционала

,ф ' Е L, однозначно соответствующего fi. и удовлетворяющего условию (3.5),
противоречит строгому неравенству (3.6). Полученное противоречие дока

зывает лемму. Итак, множество L выпукло и замкнуто, з.е. слабо комиакт

'НО , и Е =М' D.

2. Достаточные условия существования строгой двойственности

Таким образом, согласно лемме 3.2, двойственная задача вквивалентна

задаче определенвя минимума фувкционала

тJJ10 (t. (, 1], v)dj.1t(~, 1],v) dt
О n

относительно всех мер J1. Е 9Л, таких, что 'v( а, 91, g2, 9з) Е К, имеем

тJ1'[(91 (t) +r/92(t)+Р (t,~, 1], v)gз(t)JdJ1.t(~ , Т) , v)dt = О.
о n

Выберем 9з (t) = О, т.е . 91(t) = -92(t + h). Тогда

т T - hJJ(g1(t )dJ1.t (C Т) , v)dt = JJr;'gl(t)df-lН JI (~' ТJ, v)dt.
о п -11 n

Отсюда следует, что почти всюду на [О, Т - hJ имеет место равенство

/ edf-lj (~ , ц, v)dt =Jry;df-lt+ h(~ , Т) , v)dt , i = 1,2, ... 1 n.
n n
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Вернемся еще раз к равенству (3.10), учитывая условие (3. 12). Получим

т

! H91{t) + 92и + h»' J(dJ-Lj(~ , 1), v)+
о n

+g~(t)! f(t ,C7] , t,)dfJ.t (~ ,ТJ ,v)}dt=O. (3.13)
п

Положим

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

- (3.20)

r -
i (t) =J f(t,( ,1] , v )dfJ.t (~ , 1] , ~}), П.В . ! Е Г,

п

z(t ) =J~d~,t(~ , ТJ , v), п.вл Е Г,
n

z(t - h) =! 17dfJ. t (~ , ТJ , v) , п.вл Е Г,
n

z(t ) =J~dfJ.t (~ , ·ТJ, v).
n

. Тогда из (3.10) следует, что для всех 9з(t) Е C1(r,JR" ), удовлетворяющих
граничвому условию 9з (Т) = О} имеет место равенство ..-

т

![(g~(t)z (t) + g~(t)! f(t ,~ , 7/, v)dfJ.t(~ , 77, v)]dt = о. (3.14)
о ' n

Пусть в (3.14) ;t(t) ~ о, j i= i , g~ (t ) Е СО1(Г , JR).
Тогда для любогог ' {е) Е И'l (Г, JR) получим

.ii(t ) =J/ (t,~ ,ry, ~} ) d/lt«(,"7,v) , п .в .т Е Г, i = 1, . .. , п. (3.15)

п

Положим в (3.14) 9~ (t ) = О , j i= i, j = 1, . .. ,n, 9;(t) .Е Сl(Г, JR), 9з(Т) = о .
с учетом (3.15) имеем g~(O)z(O) = О. Это означает, ЧТО z(O) = О.

в силу равенств (3.12 )-(3.14 ) и условия ;(0) :::: О двойственная задача
(1);:> эквивалентна следующей:

тJJfo(t, (,1] , v)dJ-Lt«(, п , v)dt -+ inf,

о n
J-L Е 9Л, z Е 1i~'xl (Г, /R"),

z(O) :::: О .
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· Обозначим задачу (3.16)- (3.21) через (Р) . Задачу (15) можно расома

тривать как задачу определения обобщенного управления /1 Е 9Jl. В силу

компактности множества допустимых значений управлений и непрерывно

сти функций 10 , 1 обобщенное решение в этой задаче существует. Если в

задаче (15) существует допустимый процесс (z, р,) , у которого мера Р! пред

ставима в виде

J-I t (~ , 7J , V) ::: e5 (~ - x(t ), ry - x(t -ll),v - u(т» ) , п .вл Е Г, (3.21)

то процесс (x(t),u(t )) является допустимым в исходной задаче (Р) . Можно

рассматривать задачу (Р ) как расширение задачи (Р ) по аргументам (~ , 1] , v)
[9, 101. '
Итак, установлены следующие соотношения :

SUp ('Dk) = min (1'i;) = шiп(Р ) ~ inl(P ). (3.22)'

(4.1)

в случае, если множества Х, и и функция /o(t , ., ' , ·) выпуклы на t С Г ,

шiп(Р) ::: inf (P ) [6]. Сформулируем достаточные условия существования

строгой двойственности между задачами (1';..) и (Р).

Теорема 3.1. Пусть inf(Р ) = тin.(P) . Тогда между задачами (Р ) и ('Dk )

имеет место схротя двойственность, Т.е.

sup(V ,'o ) =inf (P) .

§4 . Примеры задач оптимального управления

с запаздыванием по фазовой переменной

Далее применим теорему о достаточных условиях оптимальвости для

решения разрывных задач с постоянным эапаэдыванием с фиксированным

и нефиксированньтм временем.

1.Линеiiвая задача оптимального

управления с фиксированным временем

Требуется мвнвмвэироватъ функцвовал

т

J 1 '
J(tt) = [a6(t )x(t ) + а ; (t)x(t - , '~) + 2u'N1(t)ujdt + c~ x (T)

о

при ограничениях

x(t ) = A(t )x(t) +D(t )x(t - h) +B(t)u(t), t Е Г = [О , Т], (4.2)

х(6):= /f(G), е Е [- 1.,0] ,
u(t) =JRr, x(t) Е IRn. (4.3)
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Здесь ....J.(t) , D(t)--lIН\ТРПЦЫ размерности n х n ; функции a;(t) Е lR" : N 1 (t )- ·
положительно определенвея матрица размерности r х г; В ( t)- прямоуголь

ная n х r - матрица, вектор Сl Е Rn. Предполагается, что все указанные

фуm:ции измеримы по t .
Для исследованвя этой задачи применим теорему. Т .З . Выберем функцию

1/; (t , х , у) следующим образом:

ф (t, 1', у) = a(t)+ х' Фо(t) + У"ф~ (t - h), (4.4)

где a(t) , 'Фа (t) , 'I/}1(t - h)- непрерывные, почти всюду непрерывно диффе

ренцируe:vlые функции. Таким образом, согласно определепвю 1.1, имеет
место равенство ф(t , у) = у'(! - h). Зависимость функции 1/;1 от аргумен та

t-}/ В правой части равенства выбрана для удобства дальнейших выкладок.

Зададим функпаю R(t, х , у , и) с помощью соотвошений

R = a(t )+x'~'a( t) +у' \&) (! - h) + ф' (t)(A(t)x +D(t)y -+ B(t)u)-

, (". , 1 , • . ('
- хао I j-a1y - z U 1Vi "":

гп.е

Согласно теореме 1.3, достаточно потребовать, чтобы

R(t, х , у , и) S О, Vx, у Е JRn, 'и Е Dlr ,

R(t, xo(t), yo(t), uo(t)) = О

для почти всех t Е Г , где (xo(t) , UIJ(t))- оптимальный процесс. Поэто

му при каждом t Е Г можно решать конечномерную задачу нелинейного

лрограммировелия , определяя максимум функции R(t , х, У, 'и) на множестве

IRn х JR" х т: r . в точках дифференцируемости функции 'Фа ( t), 'Ф1(t - h) удо

влетворяют системе

Фо(t) = aa(t) - А'(t)Ф (t ) ,

(4.5)

О!1тама.пьное управление определяется равенством

. (4.6)
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Построим функцию 1'vf(x, у) , где х Е Rn, у Е jRn;

М(х , у) = c~x +а(Т) +х' Фо (Т) +Y~ 'Ф1 (Т - h).

Используя условие 3 теоремы 1.3 и непрерывность функций 1/1;, получим
граничные условия (или условия трансверсальности) для Функций ф; , i =
0,1:

(4.7)

Опишем алгоритм построения оптимального решения задачи (4.1)-(4.3).
Интегрируя систему (4.5) с граничными условиями (4.7), определяем функ- "
ЦИИ 'Фi. Затем , согласно (4.6), строим оптимальное программвое управление

uo(t), подставляя которое в систему (4.2), найдем оптимальную траекто

рию хо(t). Если в задаче (4.1)-(4.3) првсутствуют фазовые ограничения

(З(t) ::.; x(t) S. a(t) , - h ::.; t ::; Т , где a(t), (З(t) Е J!(n_ заданные непрерывные

ФУНКЦИИ, то система (4.5), примет вид

~IO(t) ="ao (t) - А'(t)Ф(t) + ).(t) ~ /1.( t),

Ф1 (t - h) = al (t) - D' (t)Ф (t ) + A(t - h) - Jl(t - h), (4.8)

).i(t )([З; (t ) - xb (t» = о , лi(t) ~ О , i = 1, : N,

p.i(t)(xb (t) - ci (t» = О, ' J.I/ (t) ~ О, i = 1, ,n.

Здесь xb(t)- компоненты вектора xo(t).
Функции 'Фi ищем в классе кусочво-вепрерывных ФУНКЦИЙ. Построим

функцию M(Xj ,Yj), используя замечание 1.3:

M(Xj,Yj) = c~ Хр+1 + a(t1'+1) + Х~+ l'Фо(tl'+l) + Y~H Ф1 (t1'+1 - h)+
р

+I)х;{'Фо(rj --о) '-1/;О(7; + 0»+ уj('Ф1(Т; - h - О) -1/;1(7; - h+ 0»1
;=1

где Х; = Х(7;).

ИЗ 'условия минвмума фувкции 1\1на множестве

Q = {x(t) Е С(1', R n
) : [З(t) ::.; x(t) S. a:(t), t Е г}

получим условия трансворсальности и условпя скачка в точках разрыва

функций
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C1 - 'Фа (Т) - МТ) + 5.(т) = О,

Фl (Т - h) - [ЦТ - h) + л(т - h) = О,

Фа( Тj - О) - Фа (Тj + О) - jl(Tj) + .\(Tj) = О, (4.9)

'Ф l ('ij - h - О) - 'Фl (rj - h +О) - jl(Tj - h) + '\(rj - h) =О ,

j/(rj)[J3l(Tj} - X~ (Tj)] = О , j/ (rj) ~ О,

' ! . t l ' ! .
л (rj)IXa(Tj) - Q' (Tj)) = О , л (7j) ~ О, l = 1, ... ,n,) = 1, ... , р.

Из условий (4.8), (4.9) видно , что уже при наличии линейных фазовых

ограничений нельзя сначала построить фупкциа Фа(t) , 1/Jl (t-1L) иоптималь
ное управление, а затем , интегрируя систему (4.2), (4.3) , найти оптималь

ную траекторию. В этом случае системы (4.2) , (4.3) с граничными услови

ями (4.3), (4.9) должны решаться одновременно . Это представляет собой

достаточно сложную' эадвчу, ибо Е этой системе присутствует запаздываю

щий и опережающий аргумент, а граничные условия заданы в начальной

и конечной точках. Аналогичная ситуация возникает при мвнимвэации

функционала, квадратичного по фазовым перемениым.

Так, если мивимиэвруется функпвовал

т

l (u) =J[~X' (t )N2(t)X (t ) + ~U'(t)Nl(t)U(t) + a~(t)x(t)+
а

+ a~ (t)x(t - h)]dt + c~ х(Т) + х' (t)Nax(T), (4.10)
\

где Na,N1(t),N2(t),t Е г- положительно определенные матрицы при

ограаичеввях, задаваемых условиями (4.1)-(4.3) , то оптимальное упрввле

,ни.е , опредешrется формулой (4.6), а функции 1/;;- граничнымиусловиями
(4.7) и системой дифферевциальных уравнений

Фа (t ) = ao(t) +N2 (t)x(t ) - А'(t)Ф(t),

(4.11)
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2. Задача оптимального управления

с нефиксированным временем

Требуется минвмиэвроватъ функционал

т

J(U) =: ~ / e(t}u2~t +(Л'
о

на траекториях скалярной системы

x(t) == a(t)x(t) + d(t)x(t - h) + b(t)v.,

х(6) = ~?(e), е Е [-71, О] , х(Т) = Cl.

(4.13)

(4.14)

Постоянные /З > О , Сl И непрерывные функпни e(t) > О, a(t), d(t), b(t) зада-

ны. .
Положим 'Ф(t , х, у) = a(t) -~ 'l/Jo(t)x. + 'Ф l (t - h)y,

R == (l(t) + ~~'O и) +У"Рl (! - h) - c~tlu2+
+ Ф( t)(а(t)х + d(-t )y +b(t)tt], '1/-'1(5") == О, s > Т ~ h, (4.15)

где Ф(t) = ·Ч-'о(t ) + 'Ф1 (t ).
Из условия l'•.шкс:имум:а функции R(t , Х, У , ll) на G x U найдем оптимальное

управлеШJе

иои) = b(t)e-1(t)Ф(t) , t Е Г. (!1.16)

Подставляя управление (4.16 ) в функцию R, ИЗ условия Rx = Ry = О опре

деляем систему уравневий эля ФУНКЦ~И 'l/Ji 1:3 точках их дифференцируемо

сти

~J(t) = -а(t)Ф(t),

Фl (t - h.) == -d(t)Ф(t).

Построим ' фу1ШДИЮ М' , используя замечание 1.4:

k[ (T, х , у) = fЗТ + (1 (Т) + 'Фо (Т)х + ~Pl (Т - h)y.

в силу провэвольности у(Т) имеем '1/'1 (Т - h) = О.

Из условия R(t: xo(t), yo(t), uo(t)) = О находим функцию a(t):

a(t) = ~J~-1('r)(Ь(r)Ф(т))2dТ.
о

(4.17)

(4.18)

(4.19)



Отсюда следует, что

Согласно замечанию 1.4, оптимальное значение ТО может быть определено

из условий

д(То) +С} Ф(То ) +,8 = О, а(То ) + .Сl ;Ро (Та) > О.

Первое из этих условий с учетом (4.17) и выражения для a(t) приводят к

равенству

(4.20)

Рассматривая выражение (4.20) как уравнение относительно 'Фо , заключа

ем , что оно имеет ПОfIожительные действительные корни , если

22() - 1(гтУ ) ·ь (,.,., ) \2C1а То - 26" .L(j ( -' О) > О.

Опишем алгоритм построения решения этой задачи .

1. Выберем проазвольное допустимое значение Т. Решая краевую задачу

Фо(t) + а(t)'Фо (t) = О, фо (Т) =р, где р- корень уравнения (4.20), построим
функцию 'Фо (t), t Е [Т - '~, Т] . .

2. Интегрируя уравнение Фl (t - h) = -d(t)'Фо (t) с начальным условием
'Фl (Т - h) = О, построим 1/;1(t), t Е · [Т - 2h,Т - h].

З. Далее интегрируем уравнение J;o (t) = -Ct'(t )(I/}о(t) + 'Фl (t)) на. отрезке
[T - 2h, Т- h] (полученном на шаге 1) условием 'Фо(Т-h) и строим функцию

Фо ( t) при t Е [Т - 2h, t - h].
4. Решая краевую задачу ф(t - h) = -:-d(t)(-фб(t) + 'ЦJr (t ) ) ,

t Е [Т - .3h,Т - 2h), находим 1/;1 (t), t Е [Т - 3h,Т - 2h) и Т.Д. Таким образом

определим фувцию 'Фi, i = О , 1 на всем отрезке Г . '
5. Согласво (4.16) , находим оптимальное управление, подставляя кото- ]

рое в систему (4.13») найдем оптимальную траекторию и вычислим значение '

ФУНКЦИ<lнала (4.12) вдоль найдевного оптимального процесса при фиксиро

ванном выбранном значении Т.

6. Изменяя Т с достаточно малым: шагом ь:. > О на интервале [О , Т],

найдем значения J(u,T) и определим то значение ТО, при котором дости

гается минимум этого функционала. Точность может быть обеспечена за

Счет уменьшения шага ~.
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3.Линеiiная задача оптимального быстродействия

Требуется минимизироватъ время Т перехода скалярной системы

x(t) =a(t)x(t) + d(t)x(t - h) + u(t), lu(t)1 ~ 1,

х(е) = <р(0), е Е [-h, О]

из заданного начального состояния t.p в конечное х(Т) = Сl ' ИСПОЛЬЗУЯ

преДСТ~В.lIение ф(t, Х, у) = a(t) + 'Фо(t)х +Фl (t - h)y, построим Функцию

R(t, х, у, и) = a(t) +~o(t)x + Фl (t - h)y + Ф(t)(а(t)х +d(t)y + и),

'Фl(S) == О, S > Т- h,

где

Ф(t) = фо(t) + Фl(t),

и фувкпионал

Требованиям теоремы 1.3 удовлетворяют следующие функции:

uo(t) = signФ(t), t Е Г,

фо(t) = -а(t)Ф(t), Фl (t - h) = -d(t)Ф(t), Фl (Т - h) = О,
t

a(t) = ! IФ(s)lds.
о

Оптимальное значение То определяется из условия

т 4

min{T +JIФ(s)lds + 'ФО(Т)Сl} = То +JIФ(s)lds + tPO(TO)Cl'
Т>О

о о
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§5. Оптимальное управление системами

с переменным запаздыванием

ВО многих реальных задачах запаздывания h(t) зависит от времени. Рас- .
смотрим некоторые задачи управления системами.

1. Задача оптимального управления

системой с переменным запаздыванием

x(t) = /(t, x(t), x(t - h), u(t», .t Е [О, Т] = Г,

(5.1)
x(t) = (Xl (t), .. . ,xn(t», u(t) = (Щ (t), ... ,ur(t».

Здесь h(t)- положительная; непрерывно дифференцируемаяфункция,

причем h(t) < 1. Отсюда, в частности, следует, что функция t - h(t) моно
тонно возрастает и для нее существует обратная функция т(т), являющаяся

решением уравнения -т =t-h(t). Зададим начальныеусловиядля системы

(5.1)
х(9) = <р(9), е Е Ео, (5.2)

где Ео- заданное начальное множество.

Граничное условие имеет ВИД х(Т) Е ХТ С JRn.
Управление является измеримой на. Г..фувкцией и удовлетворяет ВКЛЮ

чению

u(t) Е U(t, x(t» С JRr, п.в.т Е Г = [О,Т].

Требуется минимизироватъ функцяовал

т

J(u)::: JFl (t, x(t), x{t - h), u(t»dt +Fo(x(t»
о

(5.3)

(5.4)

~(t) = Фt +Ф~/(t) + 1p~ ~ [y(t)],

на множестве всех допустимых пропессов . Функлии f, ро , Р1 уцовлетворя

ЮТ тем же предположениям, что и в §1. При сделанных предположениях

решение системы уравнений (5.1), (5.2) может быть построено при каждом

фиксированном допустимом управлении u(t) Е U(t,x(t», t Е Г.

2. Достаточные условия оптимальности

Пусть функция Ф:G -+IRпринадлежит множеству , '- (см.§l) и 1/12(t, у) =0,
t;:: Т - h(T). Вычислим ПОЛНУЮ пронаводную функции .,p(t,xy) Е 1_ в силу

СИстемы .(5.1)
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где y(t ) = x( t -It(t )), 'ф ( t) =ф(t , x(t) , y(t »), I(t ) = f (t , .r(t ), y(t) , a(t)) .
Интегрируя это выражение в пределах от О до Т и делая в последнем

слагаемом замену переменных r = t - h(t) , получим

'1'-IL(7')

-Ф(Т) - Ф(О) = J [1Pt(t ) + 'I/;~ (t') f(t) + 1/J~(r(t» f( t)T ( t) Jdt+
а

т

+ .j' ['Фt(t) +ф~(t)l(t)Jdt + С.
T-h(Т)

Здесь С зависит только 0 ':1.' начальных данных задачи (см. §1). Положим

R(t, х, у, и) == -Р1 (t , .7:,у , и) -1- 1/Jt(t, х , у) + ф' (t ,x)f(t, х, у , 1t),

Ф (t , х) = 1/12:(t, х) + 1j;.A r(t ),х )1:(t).

Тогда справедливо равенство (1.11) и теорема 1.3 остается в силе с. учетом

нового определения функпив R(t, Х , у, и) .

Пусть и- выпуклое , замкнутое, ограниченное множество в IR.r и теорема

1.3 выполняется для следующей функции 1/) Е ,...(_ :

'«/; (t , х, у) = a(t) + Ф~(t ) х +Ф~ (t - h(t))y, '1/;1 (5) == О , 5 ~ Т - .h(T ). .

Тогда

R(t :. Х , у, и) = a(t ) +ФЬ(t)х + i/~ (1/11 (t ~ h(t))+

+ ф' (t) f( t, х , у, 11.) - Р1 (t, Х, у, и) , (5.5)

Ф(t) = 'Фа(t) + 1/11 (t)r(t), t Е Г.

Оптимальное управление определяется формулой

uo(t,х, у) = arg ~Еас[Ф'(t)j(t, Х , у, и) - F1 (t,~, У, и)]. (5.6)

в точках дифференцируемости фУНКЦИ:И VJi(t) удовлетворяют системе

уравнений .

~}o (t) = F1"x(t) - f~(t)Ф(t),

(5.7)
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с грвничными 'условиями

, 'Фl (Т) = -Рох (хо (Т)) , Ф2(Т - h,(T ) = О.

Введем, функцию Н для задачи (5.1)-(5.4):

H(t, :1; , У) и, 'ф) = -FJ. (t ,х , у, и) -1- 1/; ' (t) j( t, х, у , и).

Для любого допустимого процесса (.v справедливо равенство '

т

J(u.] = - j(H(i, x(t): y(t) ;u(t), 'Iji(t» - ~' (t)x(t) ] dt + lvf(x('T» ,
о - ,

(5.8)

где lvf( x(T» = ~Ъ(x(T) +1/;'(Т)х (Т) - ?j/ (О)х(О).
Положим далее iI~xll = ШJ1х.lх(t) - 5:o(t)/, t Е Г. '

Считая ' !~ x" достаточно малой величиной и раскладывая функцию Н в
рЯД Тейлора по степеням .6.х, t\y в окрестности точки (t , :r.o( t) , yo{t), uo(t» ,
найдем приращение функционала (5.4); где xo(t) и HO(t )- оптимальные

траектория и управление :

т

J( и) - J(иo ) =-J [}] (i , ~(1.), у (t ),uo(t):V-'(i» - H(t ,х(t ) ~ у(t ), и( t ) ~ 'Ij;(t)Jrii:-
о

т

-j[~1(t)x(t )+H~x (t )tix(t)+Н~у (t)ду(t)J1t+м; (х(t»~х(Т)+~lдх l D,
о

где нои) =H(t ,xo(t), yo(t) ~ uo(t), 1/;(1.». Используя это равенство, заключа

ем , что необходимым условием локального минимума функциовала в точке

1.l0 (~) является существование нетривиальвой вектор-функпив ф(t)) удовле

гворяюшей системе уравяеяий

с гра:ПИЧRЫМ:И условиями

'Ф(Т) ~ -Рох(хо(Т)), ф (s ) == О, . в :» Т.

(5.9)

(5.10)

ВводЯ обозначения 'l!-'(t) = 1/Jo(t) + 'Фl (t) И полагая 'Фl (t) == О, t > Т - h(T),
Убеждаемся в эквивалевтноств условий (5.7) : (5.8) и (5.9), (5.10). Условие
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для определения олтимального управления в терминах функции Н имеет

вид

uo(t, х, у) =argmaxH(t, х, у, и, 'Ф).
uЕи

. Таким образом, если теорема 1.З справедлива для .линейной по х и у функ

ции Ф Е ,-, то необходимыеи достаточныеусловиялокальногоминимумав

задаче совпадают. Более того, найденное решение доставляетабсолютный

минимумфушщионалу(5.4). Если h(t) = h = Const, то r{t) = 1, r(t) = t+h
и условия (5.7)-(5.11) совпадают с привципом максимума Понтрягина для

систем с постоянным запаздыванием.

§6... Оптимальное управление системами

с эапаэдыванием в управлении

Получены необходимые и достаточные условия оптимальности для си

стем с запаздыванием в управлении. Решена линейная квадратичная зада

ча.

1. Формула для приращения функцвонала

Рассмотрим задачу оптимального управления системой с запаздыванием

в управлении . Такие задачи возникают в теории автоматического регули

рования, а также при построении оптимального фильтра.

Абсолютно непрерывная функция состояния x(t) : Г --t JRn И измеримая

функция управления u(t) : Г -+ jRTудовлетворяют ограничениям

i(t) = f(t)x(t),u(t),u(t - ·h)), t Е [О,Т] = Г, (6 .1)

х(О) = Хо, и(е) = <р(е) 1 е Е [-h, О], х(Р) Е Хт, (6.2)
x(t) Е X(t) С jRn, u(t) Е U(t, x(t» С jRT. (6.З)

Требуется найти допустимый процесс "", доставляющий глобальвый или

локальный минимум функпвовалу

т

J(u) = JF1 (t, x(t), u(t) ,u(t - h»dt + Ро(х(Т»).
о

(6.4)

Предположим, что функпив f(t, х , и, V), f:z;(t, х, и , v), F1(t,х, и, v) измеримы
по t, непрерывны по и, v, х, функция Ро(х)- непрерывно дифференцируема.

Если правая часть системы (6.1) и функция Р1 не зависят явно от u(t) , то
задача (6.1)-(6.4) сводится к задаче без запаздывания введением функции

v(t) = u(t - h).
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ПУСТЬ, да.лее, ""0- оптимальный процесс. Тогда для любого допустимо

го процесса"" и любой абсолютно непрерывной функции Ф(t) справедливо
равенство .

J(u) - J(uo) =
т

=jfH(t, xo(t), uo(t),vo(t),Ф(t»-Н(t, x(t), u(t), v(t), Ф(t»-
о

-Ф'(t)дх(t]dt+Fо(х(Т)) - Ро(хо(Т» +Ф'(Т)дх(Т), (6.5)

Н(t,х,u,v,Ф) =-F1(t,х,u,v)+ф/f(t,х,u,v),

дх =x(t) - xo(t).

Положим

Ф(t) = -H;r(t, xo(t), uo(t), t]o(t), Ф(t», Ф(Т) = -Fо;r(х(Т)). (6.6)

С учетом (6.6) формула (6.5) имеет вид

т

J(и) - J(uo)=j [lI(t, XO(t), UO(t), VO(t), Ф(t» - H(t, X(t),U(t), V(t), Ф(t)]dt+
о

т

+J6(IIдх(t)ll)dt +6(lдх(Т)I),
· 0

где 6(/!дх(t)1/) e~ь величина, стремящаяся к нулю при Ilдх(t)11 -+ о. Ис

пользуя формулу (6.5), можно доказать принцип максимума. для задачи

(6.1)-(6.3).
Пусть функция Ф(t,х)- непрерывна и почти всюду непрерывно диффе

ренцируема по совокупности аргументов. Положим

R(t, х, и, v) = -F1(t ,х, и, v) + Фt(t, х) + \IJ~(t, x)f(t, х, и, v),
М(х) = Ро(х) + 'ф(Т,х) - Ф(О,х(О». . ..

Тогда

т

J(u) - J(uo).= ![R(t, xo(t), uo(t), vo(t),Ф(t» - H(t, x(t), u(t), v(t), Ф(t»)dt+
о

+ М(х(Т» - М(хо(Т».

Из последнего равенства вытекает справедливость следующей теоремы.
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Теорема 6.1. Пусть сутестуюхнепрерывная, почтивсюдунепрерывно

дифференцируемая функипя Чiи, х) и процесс WO; такие, что .

т

1. JR(t , x(t),u.(t),v(t))dt ~ О , VlJJ Е ~Y,
о

2. R(t ,xo(t), uc.(i) , vo (t )) = О, п. вл Е Г,

З . A1(:r:o(T)) = inf А1(х).
хЕХт

Тогда процесс '-:Jo- оптима.льныЙ и J (uo) = Л1(хо(Т)).

Теорема 6.1 не дает КОНСТРУКТЬ""ЕНОГО метода построения оптимального

процесса, С ее помощью можно проверять, является ли данный процесс

оптимальным или нет. Сформулируем достаточные УСЛОВИЯ оптимальности

для разЛИЧБЫХ т.иnо~ задач .

2 . Достато чные условия оптимальности для л:инеf!н~ задач

. Рассмотрим линейную по фазовым координатам управляемую систему,

" В которой запаздывание присутствуег как в фазовой переменной , так и в

управлении :

т

J (-u) = /[a~ (t)x (t) + go (t , (t)) ]dt +Ь'х(Т) -+.im,
"о

:i:(t) = .4.o(t )x(t ) +А1 (t)x(t - h) + Bo(t,u(t)) + B1 (t, u(t .- h1 )),

х(8) = ср(0), е. Е [-h, О), и,(е 1 ) = ~o(81 ), е1 Е [--h1 ! О] ,

u(t) Е U С ~r, п.в.г Е r = [О, Т) .

(6.7)

. (6.8)

(6.9)

(6.10)

Здесь x(t ) . Г --? R'\ ии) : г -+ JRI, go(t,u) : г х И .~ JR, Ao(t), .111(t)-n х n
матрицы, Bo(t,и), В1 (t, v) ,ao(t), Ь в-мерные измеримые по t и непрерывные

по и и v функции )0(0 ) Е JRn, !ро(е) Е E(r- заданные непрерывные функции.

Пусть

w(t ,x) = a(t) +p'(t)X, (6.11)

где а(t)- непрерывна~, р(t )- абсолютно непрерывная функция,

Аналогично §1, используя представление (6.11), построим двойственную

задачу. Для любого допустимого процесса "-' и функции Ф(t , х), определяе-
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мой согласно (6.11), справедливо равенство

T-h

J(u) = J[x'(t)(ao(t) +p(t) + A~(t)p(t) + A~ (! + h)p(t + h))Jdt+
о

t т

+j(ao(i) +p(t) + A~(t)P(t)'x(t)dt+J[P'(t)Bo (t : u(t» +go(t,u(t)Jdt+
T-h о

T-h 1 . О

+ J[P'(t +hl)B1 (t +hl ,u(t)]dt +J(A~ (t +h)p(t + h))' 1'(t)dt+
- hl - h

+Ь'х(Т) +р' (Т)х(Т) - р' (О)х(О). (6.12)

Положим p(t) = О для t < О, а при t ~ О определим функцию p(t) как

решение системы уравнений
;

- p(t) = A~(t)p(t) + A~ (t +h)p(t + h) + ao (t ), t Е Г , (6.13)

р(Т) = -Ь, p(s) = О , s > Т. (6.14)

При сделанных предположениях существует абсолютно непрерывное реше

ние этой системы .

Если <.<.70- оптимальный процесс, то дj 2: О. С учетом (6.13), (6.14)
выражение для ~J представимо Б виде

т

д] = J(u) - J(uo) = Jfpr(t)(Bo(t,~o(t» - Bo(t, u(t»))+
о

+ 90 (t, uo(t» - 9o(t, u(t» +р' (t + hl)(B~ (t +h1 , uo(t»-

- .В1 (t.:+ h1 , u(t»]dt. (6.15)

Из равенства (6.15) следует соотношение принципа максимума. Если u(t)
на отрезке [-h1 ,О] не задано, то для t Е [- h1 , Т]. . ~

uo(t ) = argmax(p'(i)Bo(i , и) +p'(t +h1 )B 1(t + h1 , и) +90(t , и)]. (6.16)
u€и

Приведем теперь для системы (6.8) соотношения принципа максимума при
СJIедующих предположениях:

u(0 1 ) =1'0(01), 01 Е (-h 1 , 0]- заданная измеримая функция,
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90(t, и) = ~ 'U/Nl (t)u, и = Rr, Bo(t, и) = Bo(t)u,
В1 (t, v) = B1(t)v, ХТ = Rn. .
Здесь N1(t)- непрерывная симметричная положительно определенная

т х т-матрица,Bi(t)- n х т-матрица с измеримыми ограниченными элемен

тами. Тогда оптимальный процесс (uo(t),xo(t» определяется следующими

УСЛОВИЯ),-!И :

uo(t) = Nll(t)B~(t)p(t) + Nt-
1B~ (t +h1)p(t+ h1 ) , t Е Г,

x(t) =Ao(t)xo(t )+A 1 (t)xo(t - h)+Bo(t)Nl-l(t)[В~ (t+h1)p(t+h1)+

+ B~(t)p(t)+B~ (t)Nl-l(t-hl)[ВЬ(t-hl)р(t-hl)+В~ (t)p(t»). (6.17)

в этой задаче сначала интегрируется система (6.13), (6.14) для p(t), на

чиная от конечного момента Т до начального t = О, потом, согласно (6.16),
определяется программвое оптимальное управление И() (t), а затем интегри

руетея система (6.17) с начальным условием (6.9) и находится оптимальная

траектория хо (t).

3. Линейная система с квадратичным критерием качества

Аналогичным способом можно построить синтез оптимального управле

ния для кввдратичного функлионала

т

J(u) = ~ j[U'N1(t)u+ x'N2(t)x]dt.

о

(6.18)

Здесь N 1(t), N2(t )- непрерывные, симметричные соответственно r х Т- и

n х п-матрвцы, N1 (t )- положительно 'определена, N2 (t )- неотрвцатель

'но определена. Кроме того, вьшолневы ограничения, задаваемые услови

ями (6.8)-(6.10) в предположении (А). В этой задаче Функция p(t) : r Е

Rn,p(s) = О, s < О удовлетворяет почти всюду уравнениям

-p(t) = A~(t)p(t) + A~ (t + h)p(t +h) +N2(t)xo(t), t Е Г,

с граничными условиями:

р(В) = О, s ~ Т.

(6.19)

(6.20)

Оптимальное управление .uo(t ) определяется выражением (6.16).
Пусть далее для простоты вычислений матрвцы N 1 , N2, A i , Bi- посто

янные.
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ДЛя решения системы (6.19): (6.20) имеет место представление [274, 275]

т

p(t) = г«, Т, Т)3:(Т) + JP(t, 8 +h,T)A1x(s)ds+
r-h

т

+ JP(t,s+h1,T)B1u(8)ds.

r~hl

(6.21)

Здесь матричная функция P(t , 5, Т) непрерывна по (t, 5, Т) Е Г, непрерывно

дифференцируема почти всюду, за исключением точек t = 8, t = Т - h')
s =Т - h, и удовлетворяет системе уравнений

8P(t, 5, Т) =P(t, Т, т)НоР(т, 5,T)+P(t,i + h1,T)Ho1P(T+h1 , 8 ,т)+
8т .

+ P(t, Т +h1,т)Н1Р(т+ h1,5, Т); (6.22)

8P(~,;, Т) =-P(t, Т, ~Ao - P(t,T+h,T)A1+P(t, т, т)НоР(т,т,Т)+

+ P(t,T+hl,T)HloP(t,T,T)+P(t,T+hl,T)HlP(T+hl' 8 ,т); (6.23)

8Р(т,т, Т) = -A~P(T,T,T)-P(T,T, т)Ао -А~Р(1'+h,т,т)-
81' '

-Р(1",т+h,7JА~ -N2 +Р(т,т, т)НоР(т,т,Т)+

+ P(r,T+h1 ,Т)Н1оР(т,т,т) + P(T,r,~HoIP(T+hl ,7,т)+

+ P(T,T+h1,T)H1P(r+h1,Т,Т). (6.24)

Граничные условия имеют вид

P(t, 5, Т) = О, е,в ?, .Т,

(6.25)

Р(Т, Т, Т) = О,

Где

Но =BoN1-
1B~, .НО1 = BoN1-

1B~,

Н1О =B1N1-
1B~, Н1 = B1N1-

1B~.
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Оптимальное управление , минимизирующее целевой функционал, суше

ствует, является единственным и равняется

r

Uo (t ) = -NI-IВ~ [Р(t , Т, Т)Х(Т) +jP(t , s + h, r )A1x(s)ds+
r -h

r

+ JP (t , в +h, Т)В1 U(S)ds] - i(t)Л;l- l B~ [P( t + h1, Т, Т)Х(Т)+
r - h l

r r

+JP(t+h1, S+h ,T)A1x(s)ds + J P(t+h1 , s+h1,T)B1u(!.)ds], (6.26)
r-h T-h 1

где

{
1,

,(t) =
О.

t Е [т, Т - h1) ,

t Е (Т - ~l , T].

Синтез управления (или управления с обратной связью) получается ,

если в выражении (6.26) положить Т = t.
Решение системы уравнений относительно функции Р(!; з , Т) может быть

получено с помощью дискретной аппроксимации. Эту систему можно ' рас

сматривать как систему обыкновенных дифференциальных уравнений по

Т с фиксированными параметрами t и s. Заметим, что , согласно (6.26),
оптимальное управление в момент времени t зависит не только от состоя

ний системы на интервале запаздывания [t - h, t), HOИ от предшествующего
управления на интервале [t - h1 , t].

§7. Необходимые и достаточные

условия оптимальности для дискретных

управляемых пропессов с эапаздыванием

В этом параграфе получены необходимые и достаточные условия опти

мальности для дискретных управляемых пропессов с запаздыванием по фа

зовому вектору и вектору управления. Рассмотрен приближенный метод

построения решения и сформулирован дискретный привпвп максимума и

квазимаксимума. Управление дискретными системами рассматривалось в

работе [11J, в которой приводится подробная библиография по данному во

просу.
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1. Постановка дискретной задачи: Эквивалентное

представление минимивируемого функционала

Задачи дискретного оптимального управления возникают в 'экономике,

исследовании операций, в организации и технологии производства, а также

при построении численных методов решения задач оптимального управле

НИЯ непрерывными системами.

Рассмотрим дискретную задачу с запаздыванием по фазовым перемен

НЫМ и управлению, в которой переход из k в (k +1) - е состояние опреде

ляется соотношениями

Xk+l = Л(Хk-v, .. . , Xk , Uk-Jl" " ,Иk), k = О, . . . , N - 1. (7.1) .

Фазовый вектор Х k И вектор управления Uk на k - м шаге удовлетворяют

ограничениям

Xk Е Xk С IR
n

,

Uk 'E о, С IR.r,
k = О, , N, Х/с = (ха, . . . , X n k ) ,

k=O, . к -л , u,,;= (U1k"" ,UT k)'

(7.2)

(7.3)

Начальное состояние системы задается набором векторов

Х - i = сч, i = О, ,У,

U - j = <pJ, j = 1, , J..l .

(7.4)

(7.5)

Допустимый процесс w = (хо, ... , XN, Ио, ... ,UN- l) определен, если -за

даны начальные условия (7.4), (7.5) и выбраны управления uk Е Uk,
k = О, ... ,N - 1 так, что

Задача состоит в мипимизации на множестве всех ДОПУСТИМЫХ пропессов

функционала . .

N-l

I(u) = I: f2(Xk -II' ... ,XJc ,U/C-Jl"" ,щ;) + b(XN)' (7.6)
k=O

Введем обозначения Zj = (Xj-V, •.. , X j), vj = (щ-Jl, . . .. , щ) , j = О, ... ,N -1.
Предположим, что функции 12,1k, Ь, k = О, ... ,N - 1 ограничены снизу в

области определения. Заметим, что если .ввчальвые условия в задаче (7.1)
( 7 . б) фиксированы, множестваUk , k = О , ... ,N - 1 ограничены и замкнуты,

~V =1= 0, а функции 12, fk' ь, k = О, . .. ,N - 1- непрерывныпо совокупности
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в силу формул (7.1) ни один из векторов Xi, i = О, ... ,Н - i не зависит о

х,у. Поэтому

. dl(x , и) дЬ(ХN)

РN = dx N = 8хN •

Учитывая соотношения (7.1), (7.6), .вычислим Pi, i =N - 1, ... , о

Pi = 81 +f 8Xj+l -!!:!-
BXi " 8Xi dXJ'+l

)=1

или

д i+ v д
1 ~ ХЗ+l

Pi = - + l..J --Pj+l·
BXi j=i BXi

, Используя определение функций Нч, формулы (7.14) можно представить В

виде

PN =, bx(XN), Р; = О, j > N,

НII

Pi =LНjх.(Zj,Щ ,Рi+1) , i = 1'1 -1, ... , О .
j=i

Предположим, что функции 10, f k непрерывно дифферевпируемы по 'щ ,
i = О, ." , N - 1. Для того чтобы решать задачу минимизацаи сложной

функции I(x(u), и), зависящей от НТ переменных на множестве IRr х ... x!Rr,
необходимо знать ее производные по Щ, которые обозначим через -J/i, i =
О, .. . ,N-1

, _ дl(х(и), и) _ l' IЛI-l(I(- -) - 1( »
y~ - 8 · - lIn. L.J. Х, U Х, U •

ui I~I-O .

Здесь процесс (Х, й) строится следующим образом:

uf. =Ul, l. = О, ,Н ~ 1, l =1= i, Ui = Ui +6.,

Xl = Xl, l = О, ,N -1.

Векторы Xt, f. = i + 1, ... ,N вычисляютсясогласно (7.1), (7.4).
Используя формулы (7.8), (7.11) ДЛЯ приращения D,i с учетом выбран

дога процесса (Х, и), получим'

i+J.Io

Yi = LHju,(Zj, Vj,Pj+l), i = О, ... ,N - 1.
j =i

(7.16)



Легко видеть, что если в дискретной задаче отсутствуют ограни

чения (7.2), (7.3), то формулы (7.10), (7 .15) ,совпадают, а условия Yi = О,

'i == О, . . . ,N - 1 являются необходимыми условиями минимума в задаче

(7.1), (7.4)- (7.6).
Если в задаче присутствуют ограничения (7.3), причем Uk, k =

о.... ,N - 1- компактные выпуклые подмножества jRr , то оптимальное

уЩJавление [и] должно удовлетворять следующим неравенетвам:

i+1J

L Hju;(Zj,щ,Рj+l)(Uj - из) ~ О, "i/ui Е Ui, i = О, ... ,N - 1.
j =i

Замечание 7.1. Если в исходной задаче присутствуют смешанные огра

ничения вида hl.(x, и) ~ О , е = 1, ... ,5, где he(x, и)- непрерывнодифферен

цируемые по Х п u функции, то для ее решения представим эти ограничения

в дискретном виде :

he(Xj,Uj) ~ О, 1.= 1, ... ,5, j =1, ... ,q.

Далее для численной реализации метода и определения набора векторов

[р] , [у] определим новую функцию

s q

Iн[х(и), u] = ~[x(u), и] +.2:I: >'~hl(Xj, щ).
Е= 1 ;=1

(7.17)

Задача минимизации функции (7.17) на множестве, задаваемом ограниче

ниями (7.1)- (7.5) , является специальной задачей веливейного программи

рования , в которой, согласно теореме Куна-Танкера, необходимые условия

~ПТимальности имеют вид

dIH --
. .~Ui [х(и),u] = О, i = О, ... ,q - 1,

>'~he(xj,Uj)=O, >.i~o, - hl (Хj , Uj ) ~ О , i=O, ... ,q,j=l,.~.,q.

Замечание 7.2. Если все функции в задаче (7..1)-(7.6) дважды непре

РЫВно дифференцируемы по Х и и, то можно найти вторые производвые

СJIОЖ:НОЙ функции R[x(u), и] по u и использовать для построения решения

Зсщачи (7.1), (7.6) быстро сходящиеся методы, аналогичные методу Нью

ТОна. ~ля получения более высокой точности интегрирования исходной

Задачи (7.1)-(7.6) можно использоватьсхему Рунге-Куттадля вычисления

IIРОИЗБОДНОЙ и более точные квадратурные формулы ДJIЯ вычисления ин-
тегрмов . .
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3. Дискретный принцип максимума

Пусть w· = (ио"", иЛг_l' Ха,· .. ,хлг)- оптимальный процесс, а w
допустимый процесс, соответствующий начальным условиям' (7.4), (7.5)
и набору векторов управления [и] = (ио,,,, ,ui-l,щ,ui+l'''' 'UN-l)' т.е,
Uk = Uk; k =1= i, k = О, .'.. ,N - 1. '

Найдем в этом случае приращение функпионала 6.1, используя сопря

женные векторы Pk, k = О, ... ,N (7.10) и формулу (7.11):

i+f.l

6.1 =2: [Hk(Zk,Vk,Pk+l) - Hk(Zk, Vk,Pk+l)]+
k=i

N

+2: a(zk)I~Zkl·
k=i

Минимизируемую функцию I(u) при фиксированных начальных уело

. виях (7.4), (7.5) можно рассматривать как функцию набора векторов [и] =
(ио ,..., uN -1) Е ]RrN. .Мвнвмиаапия этой функциина множествеИОХ. . .хИN-1

; является достаточно сложной задачей вследствие большой размерности [uJ.
I Используя специальные свойства дискретной задачи оптямального упра

'.вления (7.1), (7.6), сформулируем условия, аналогичные принцвпу макси

мума Понтрягинв для непрерывных систем.

Пусть многошаговый процесс описывается соотношениями (7.1)-(7.5) и

.задача состоит в отыскании i - й составляющей Щ набора векторов [и),

которая составляет минимум функциовала

(7.19)

ПО всевозможным значениям и, Е Ui , когда все остальные компоненты фик

сированы, индекс i- произвольвый,меньшийN - 1.
Обозначим через Ui* множество решений сформулированной задачи и

III?едположtш, что

Функция !k, Ь непрерывны ПО совокупности аргументов и вепрерывно диф

ференцируемы по Xk, k = О, ... ,N. Тогда для каждого вектора Щ Е Ui
находится последовательность Xi+l, ... , xN. Функциюb(XN) МОЖRО рассма

тривать как сложную функцию аргументов Хi+l(Щ):=: ai, .. · ,:I;i+f.l+1(Ui):=:
ai+p' Обозначимее через B(ai" ~. ,анр), При этом
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Множество Ui* можно представить в виде

(7.20)

Вместо минимизапии функции В(Й j(Ui~ .. . ,анр (щ» по вектору управления

'И; Е И; ~10ЖНО рассмотреть задачу о минимизации функции В(а;, . . . , йнр )

по фазовым векторам й; Е ai(Uj) = Oj, . . . ,aj+p Е ai+J1.(Ui ) = Пi+J"

Пусть u; Е Ui*, функция В(Йj , ,ai+s.&) выпукла на выпуклых множе-

ствах Пi , . .. ,ПНр , аТ = ai(ui), , ai+J1. = Йi+J'(иi). В этом случае для

любых а ; Е Пi, ... ,йнр Е Пi+J1. справедливо веравеяство

(7.21)

Неравенство (7.21) с учетом ТОГ.о, что

дВ- = -Рз'+ l, J" = 1'1 - 1, . .. ,О,
да.]

где векторы -Рз' , j = О , . . . , 1'1 удовлетворяют системе линейных алгебра- \
ических уравнений (7.10) .при Zi = z;, 'и ; = vi; i = О , ... , 1'1 - 1, можно '

переписать в виде

i+s.& i+p
LPJ+l!j(Zj ,'и;) ~ LPJ+l!j(Z.i ,щ), 'VUi Е о; i = О , . . . ,1'1 - 1.' (7.22)
з=; з=;

Поскольку vj = (щ_р, . .. ,Щ-l, щ), j = i, . . . , : + Jj, uj =uj, j =i, то это

условие в общем случае достаточно сложно использовать для определения

. 9nТИмciJrъного вектора. Однако если функции A(Zk,'Uk) можно представять

в виде

k

fk(Zk, Vk) = L ft(Zk, щ),
j = k - jl

То неравевство (7.22) эквивалентно следующему:

i+1l i+p
LPJ+lfj(zj ,и;) ~ LPj+lfJ(~j, Щ), Уи; Е и;
з=; j= i

83

(7.23)

(7.24)



то аналогично [11, 15] можно показать , что неравенство (7.24) для любо

вектора Щ Е Ui, i = О, . . . ,N - 1 будет иметь вид

(7.26)
i+ J..I i+ JJ

L9}(Zi' и;) +Pf+lfj(Zj, и;) ~ L g}(Zj, Щ) +pj+lfJ(Zj, u;).
j=i j= i

N-l k

I(w) = L L g~(Zk, Ui) +b(XN),
k=O i= k-J..I

Неравенство (7.24) представляет собой дискретный привцип максимума Д~

эадачи (7.1)-(7.6) с учетом аддитивногопредставленияправой части реку

рентных соотношений (7.1), определяемых равенствами (7.23). Если МНЮ[

мизируемую функцию можно записать в форме

4. Принцип квазимаксимума

В случае, если дискретная задача является аппроксимацией непрерыв

ной задачи оптимального управления с постоянным шагом интегрирования

h и велиЧШiОЙ N , пропорциональной /1-1 , правая часть в выражениях (7.1)
(7.6) равняется

J..I

!k (Zk' Vk ) = h~ 9kj (Zk'Uk- j ),
j = O

(7 .27)
JJ

f2(Zk, Vk) = h L9~j(Zk' Uk-j).
j=O

Для такой задачи, не используя свойств выпуклости, сформулируемдис

кретный принцип квазимаксимума,предполагаядополнительно,что функ

ции 1k ,12 непрерывно дифференцируемы по »ь, k = О, . . . ,N -1.
Используясоотношения(7.18), (7.27) , запишем приращение минимиэиру

емой функции

JJ N

~I(щ) = h L[Hi(u;) - Hi(Ui)]+ L:>l'j(xj)l~xjl,
j=O j=i

(7.28)

где

(7.29)
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ОпеНШvl величвну IДХk+ l / = IXk+l - Xk+11. Используя рекуррентяые соот
ношения (7.1), (7.27), получим

(7.30)',

в (7.30) через 'Dk обозначены некоторые постоянные. Учитывая (7.22), \
(7.24) и свойства функций aj(Xj), получим неравенство, которое справед-

ливо для любого Ui Е П, И для любого Е > О : .

(7.31)

Неравенство (7.32)выражает дискретный npинцип кваэимаксимума для за
дачи (7.1)-(7.6) с учетом представления (7.27) . Оно означает, что с точно

стью до сколь угодно малой величины Е > О оптимальное значение упра-

вления на i - м шаге может быть найдено из условия максимума функции

Hi(Ui), определяемой выражением (7.23) на множестве Ui;

Теорема 7.1 . Пусть Ui, i = О , .. . ,N - 1- хомивхлиые множества в

jRr: ФУНКЦИИ Ik , 12, k = О, . .. , N - 1, определяемые соотношениями (7.27),
непрерывно дифференцируемы по совокупности аргументов . Тогда. для лю

бого Е > О найдется ho, такое, что при любом h, удовлетворяющем условию

О < h < ho, оптима.льное управление Ui , i = О , . . . ,N - 1 существует н

удовлетворяет нерезеисту (7.31), в котором функпия H (Ui ) определяется

формулой (7.29), а набор векторов [р]- соотношениями (7.10).

5. Линейная задача и условия ее инвариантности

по отношению к выбору управления

Рассмотрим линейную по фазовым перемендым дискретную задачу, в

которой требуется найти минимум функции

N-l 11

I(u) = ' Z= IL x!c- i аi + b~(Uk)] + C~XN
k=:O i= O

при. условии, что процесс описывается рекурревтными равенствами

v

ХН1 = l:Aixk-i +Bk(Uk), . k = О , .. . ,N -1,
i = O

Х._; ::; а; , j = О, .. . ,l/,
Uk = (Uk- I:t , . .. ,Uk) , и_; = <p~, j = 1, ... ,.Р

'uk Е Uk, k = О, . . . ,N -1.
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(7.38)
N-l

6.I(xi) = I: [Pk+l(Bk(Uk) - Bk(Uk» + b2(tik) - b2(Uk)]'
k=O·

Подставляя (7.37) в (7.36), получим

В .этоЙ задаче отсутст:вуют фазовые ограничения, т.е. Xk=lRn, k=O~...• N,
Ak-n х л-матрицы, aic, Сl-n-мерные векторы i = О, .. . ,У, k = О, ... ,N -1.
Формула (7.18) для приращения минимиаируемой функции 6.I(щ) Ста

новится в этой задаче точной и имеет вид

v v

Hk(Zk, Щ,РНl) = Pk+l (2:: A1 xk- i +Bk(tik» - L Xk-iai +b2(tik) .
i=O i:O

где

i+Jl
t:..I(Xj) = I)Hk(Zk, tik,Pk+l) - Hk(Zk, Uk,Pk+l»), .

k=i

в частности, если набор [и) отличаетсяот [и*) только i - й компонентой, то

в формуле (7.38) суммирование осуществляется от k = i до k = i + и,

Система (7.10) для построения векторов Р; имеет вид

(7.39)
v

Р;. = I)(A~+l)'Pk+i+l - alJ, k = N - 1,; .. ,О .
i=O

Для того чтобы управление [и*] было оптимальным,необходимои доста

точно, чтобы оно удовлетворялопринпвпу максимума

. .

(7.40)

Использование формулы (7.40) для определения оптимального управления

и* приводит к необходимости решения задачи о макснмизации функции

1р(и), зависящей от Nr переменных,на множестве И'= ИО х '" х ИN-l, т.е.

эта задача представима Б Биде

N-l

<р(и) = L [Pk+l Bk('Uk) - b2(Uk)] -+ шах,UЕ И.
k=O

86



однако .решение существенно упрощается, если функция ь2 'п Bk аддитивны

по щ , j = k - и, . .. ,k и имеют вид

k

Вk(щ) = L B1(Ui),
i=k-~

(7.41)

в этом случае привцвп максимума позволяет последовательно построить

вектОРЫ управления щ, i = О ) . . . ,N - 1 из соотношения

(7.42)

-
Рассмотрим задачи (7.32) -(7.35) с функциямиBk , k = О , '" , N - 1, линей-

ными по щ, j = k - и, ... ,k , т,е, представимыми в виде

k

Bk(Uk)= I: Вkщ , k=O, . . . , N - l , -
i=k-~

(7.43)

ь~ == О.

в равен ствах (7.43) Bi-n х r - матрицы , Ь2i-n-мерные векторы .

С учетом (7.43) формула (7.38) запишется следующим образом :

i+~

дI(Ui) = :LPk+lBi(ui - Ui),
k=i

(7.44)

Из формулы (7.44) видно, что дI(Ui) = О, т,е, исходная линейная задача

инвариаатна по отношению к вы~руy управления uj Е Ui, если матрицы Bi
удовлетворяют равенствам

1+1-'

~(B~)'Pk+l = О , i = О, ... ,N - 1,
k=i

(7.45)

а набор векторов [р] определяется с помощью соотношений (7.39).

6. Достаточные условия оптимальности для дискретной задачи

Пусть I.fJk : Xk -+ IR. Построим функции Rk = Rk(Zk'Uk):

Rk = <Pk+ l (Jk(Zk, Uk )) - i,?k(Xk) - f2(zk ,Uk)'
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Справедливо равенство

N - l

1(w) = - 2.:,R/<:(z /<:, Uk) +T(X N) - lPo (xo),
/<:=0

где

T(XN) = ((J N(X N) + b(XN),
N - l

61 = I::[Rk(Zk ' Uk) - R/<: (z/<: ,Uk)] +T (XN) - Т(хN) + <р(Хо) -,. ~ (X(} ) .
k= O

Из последнего тождества вытекает теорема . о достаточных условиях опти

мальности допустимого пролесса.

Теорема. 7.2. Пусть существуют непрерывные функции. <Pk : Xk ~ 1R,
k = О, ... , N и допустимый процесс W, такие, . что выполнены условия:

N-l N -1

1. L Rk(Zk,Uk) = sup I: Rk(z/<:, Щ) := J.L ;
/<:';"0 Zk ,Vk ,1<: = 0 ,... ,N - 1 /<: =0

2. 1'(XN) ::r= inf Т(х) ;
Х ЕХН

3. ((Jo(xo) = вцр 'РО (Х) '
хЕХо

Тогда процесс rJ- глобально оптимальный.

Если найдены функции<pk(X) , удовлетворяющие теореме 7.2, то функции
tPk(X) = Qk + <pk(X) , k = О , . .. ,N , где Qk- произвольныепостоянные, так

же удовлетворяют этой теореме. Поэтому можно подобрать Qk так, чтобы

выполнялась равенства

J.Lk =maxRk(Zk,Uk), . .k = O, . .. ,N-l.
Zk,l1k

в этом случае I(w) = Т(хN) - <Ро (Хо ) и для любого допустимого процесса
справедливо двойственное неравенство

T(w) ~ T (X N) - 'Ро (Хо) .

Если теорема 7.2 справедлива для функций <Pk(X) .= ak + P~X, k = О , . .. ,N,
то для выполненвя условия 1 теоремы 7.2 необходимо, чтобы последова

тельность векторов Pk, k = О , .. . , N удовлетворяла системе (7.10). Проил

люстрируем теорему 7.2 npимерами.
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Пример 7.1. Требуется найти минимум- функции

N - l

I(w) = L (akxk + ~U~Uk] + Ь'хн
k=O 2

при ограничениях

Xk+l = AkXk +BkUk +CkUk-l, k = О, ... , N - 1,
_ о

Хо = й, и-l - u-l,

Ak , B k, C k- матрацы размерности n хn , п х г, nхт соответственно , Qk\ с , о

п-мерные векторы, U~l-r-мерный фиксированныйвектор. Положим <РА: =
CYk + Pk X ' k = О, . . , ,N и построим функции

RJ;(Xk, Uk, Uk-l) = Q'k+l - Q'k +PkH (AkXk + BkUk +CkUk-l)-

, , 1 ,
- PkXk - 'Qk Хk - "2UkUk, k = О, . . . ,1'1 -1 ,

Т(ХН) = ан + X'tv (]JN + Ь) .

Используя теорему 7.2, получим рекуррентные соотношения для построе

ния векторов (р]

Pk = A Ipk+l - Qk,

PN = -ь, Р; = О,

и оптимальное управление

k =N - 1, ... , О ,

j>N

Пркмер 7.2. Требуется найти минимум ФУНКЦИИ l(w) = -X~ при сле

дуЮЩИХ ограничениях:

xl+1 =xk +2Uk, Х%Н = _(х1)2 + (Xk_l)2 + (Uk?, k =0,1,

Х-l =(0,0)" 'Ха = (3,0) , IUk l $ 5, k = '0, 1.

ВЫберем следующие представленвые функции <Pi(X), i = 1,2:

<Рl(Х) = Ql +CIX
1 + С2х2 + 11(x1

) 2 ,

<Р2 (Х ) = й2 + а2х1 + fЗ2х2 , <Ро , (хо ) = Со,
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где а1, а2, С!, С2 : Со , а2, (32, 11- неизвестные числа.

Построим функции Ro(zo,vo), R1 ( Z l , Vl), Т(Х2):

Ro = (4/1 +С2)Uб + 2Сl ио + й1 - 9С2 - СО,

R1 = fЗ2(щ)2 + 2О'2и1 - (х 1)2({32 + / 1) - clxi - c2xi + й2 - й1 +30'2,

Т(Х2) = а2 +a2X~ + ({32 - l)x~.

Используя условие 1 теоремы 7.2, найдем оптимальное управление:

Используя условие 3 теоремы 7.2, получим, что 0'2 = О, fЗ2 = 1. Из условий

. максимума функций R1 (Zl , V1) ПО xf и х! следует, что .

Полагая / 1 = - 1, найдем ио = О, иl = ±5 .

§8. При.ближенные методы решения задач

оптимального управления с последействием

Изложенное ранее показывает, что задача оптималъного управления с

одним дискретным запаздыванием может быть сведена к задаче оптималь

ного управления системой обыкновенных дифференциальных уравнений за

счет увеличения размерности фазового вектора и вектора управления в
.~h = N раз, где h- величиназапаэдывания, При этом интервалинтегри-

рования системы дифференциальныхуравнений уменьшается также в N
раз. Для задачи, линейной по фазовым переменным, численный алгоритм

построения решения, так и в.слунае линейвой системы без запаздывания,

разделяется на два этапа: сначала решается система дифференциальных

уравнений для сопряженных фунrщиЙ, . а затем строится оптимальная тра

ектория.

Однако уже с появлением фазовых ограни-чений и квадратичного по фа

зовым переменным слагаемого в правой части системы дифференциаль

ных уравнений или в функциовале ситуация резко усложняется. А имен

но: исходная задача мввимваацви функционала на множестве допустимых

процессов сводится к решению краевой задачи для системы уравнений с

отклоняющимся аргументом, причем среди этих уравнений присутствуют
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диффереНIIИaJIЪные уравнения как с запаздывающим аргументом, так и с

опережающим, а граничные условия заданы на обоих концах интервала

интегрирования системы. Для решения такой краевой задачи нужны спе

wrальные методы. Здесь будут изложены два подхода для решения зада

чв оптимального управления с последействием, представляюшив собой мо

дификацию соответствующих методов для обыкновенных систем. Первый

основан на сведении исходной задачи оптимального управления к конечно

мерной задаче нелинейкого программирования.

Второй итервцяонный алгоритм построения решения основан на после

довательном улучшении управляемого процесса.

Отметим, что оба излагаемых алгоритма могут служить основой для чи

сленных процедур построения оптимального управления.

1. Сведение исходной задачи к дискретной

задаче оптимального управления

Рассмотрим задачу оптимального управления, в которую запаздывание

входит как в управление, так и в фазовые переменвые. Требуется найти

минимум функционала

т

J(u) =JР1 (t, x(t), x(t ., h1 ) , u(t), u(t - h2))dt + FЪ (х(Т» (8.1)
о

при ограничениях

x(t) = I(t, x(t), x(t - h1 ) , u(t), u(t - h2», t Е Г = [О, Т}, (8.2)

х(е) = <р(е), е Е (-h1, О], u(6) = <ро(8), 8 Е f-h2 , О], (8.3)

x(t) Е X(t) С JR
П

, t Е Г, х(Т) Е ХТ С IR
П

, (8.4)

u(t) Е U(t, x(t) С IRr
, п.в.т Е Г. (8.5)

Для построения првближенвых методов решения от непрерывной задачи

(8.1)- (8.5) перейдем к ее -дискретвой аппроксимации. Считается, ЧТО вы

IЮлнены все предпёложевия, отмеченные в §1, и решение задачи (8.1)-(8.5)
Существует. Систему (8.2) будем интегрировать по схеме Эйлера, считая

Управление кусочно постоянным на каждом шаге и непрерывным справа. .
Разобьем отрезок интегрироваввя Г точками О = то < ... < Tq =Т так,' что

L\r = Ti+l - Ti1 i::::: О, ... ,q -1, и положим .

~i = Х(Tj), Ui =u(Ti), h1= D..rv, h2 = D..тр,

Zj == (Ti,Xi-lI,Хj,Ui-J-I'Щ)' B(Zi) = D..TF1(Zi),

F(Zi) = Xj + D..r f(Zi),
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Тогда задача (8.1)-(8.6) заменяется следующей дискретной задачей опти.

мального управления:

q- l

I(х , и) = L B (Zi) + РО (Хч) ---+ inf,
{=о

Xi = F(Zi), i = О, . . . , q - 1,

Х- l = <Pi, i = О , ' .. , 1/, и- l = <t'Oi, i = 1, . . . , р,

xiEXj=X(Tj), i = O, .. "q,

ui Е Uj = U(Tj, Xj), i = О, . .. , q - 1.

в этой задаче процесс Ц) = [х , и] = (Хl , " . , Xq , ио,., . ,Uq-l) и функционал

(8.6) являются функциями q(n + r ) переменных , связанных ограничениями

(8.7)-(8.10). Ограничевия (8.9) , (8.10) можно записать в общем случае как

смешанные ограничения типа равенств и неравевств:

гij(Хj-v, Xi ,щ, 'Uj-/J' Ti ) = О, i = 1, ,q - 1, j = 1, ,f 1,

Г;j (Хj- v , Xj, 'Иj, 'Uj -/J ' TJ ~ О, i = 1, , q - 1, j =1, ,[ 2,

ХЧ = {Х Е IRn
: Гзj(х) = О , j = 1" . . ,lз, r4j(X) ~ О , j = 1, . . . ,f4}.

Задача дискретного оптимального управления с эапаэдыванием являет

ся пекоторой специальной задачей велннейвого программирования. Для ее

решения можно использовать известные методы веливейного программи

рования , основанные на вычислении первых проиэводных: метод внешних

штрафных функций, метод параметризации, модифицированной функции

Лагранжа, метод линеаризации и др . Эти методы решения задач опти

мального управления системой обыкновенных дифференциальных уравне

ний эффективно реализуются диалоговым комплексом программ дисо.
._ Для примененвя этого комплекса программ к решению задачи . (8.6)
(8.10) необходимо уметь вычислять первые провэводные функлионала (8.6)
по Xi ,Щ, Опишем способ вычисления этих производных, причем для про

стоты изложения при вычислении этих производвых не будут учитываться

ограничения (8.9), (8.10). .
Определим вектор Pi = ~~, называемый производной функции I (x,и] по

Xj в точке [Хl, ' . . , Х ч , ио, ' . . ,Uq-l ], с помощью соотношения

l
' I(x ,и) - I(x ,и) _ .
пп IЛ I . - РI1IAI-O ~ .
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в котором набор векторов [и] фиксирован, первые (i -1) компонентынабора

[х] совпадаютс первыми (i -1) компонентами[х], Xi = х; +д, а все последу

щие компоненты набора [х] строятся с помощью рекуррентных соотношений

(8.7) с учетом нового вектора Xi.
Введем функции Hi(Zi,Pi+l) = B(Zi) +p~+lF(Zi), i = Ь, ... ,q -1. Исполь

зуя равенство

q-l
I(х, и) -1(х, и) = L[Hi(Zi,Pi+l) - Hi(Zi,Pi+l) - Р~ДХiJ+

i=O

+ b(XN) - b(XN) - PNt::..XN +P~ДXo,

где t::..Xj = х;.. ., Х)· ;6 '0, j ~ i, получим'

p~ =Hi,,.(Zi,Pi+l) +ННIIХ , (Zi+v,Pi+II+1), i = 1, . . . ,q -1,

Pq =РОх , Pj = О, j > q.

Если известен процесс IJJ, то по этим формулам последовательно находятся

векторы pq,··· ,Ро.

О dI(:r;(u) и) .
иределим векторы У, = d1i/, ~ = О, . .. , q - 1 с помощью равенства

.. = lim 1(х(u), u)-1(х , и)
lIi Iдl--О 1t::..1 '

(8.11)

где U(ио , ... ,Ui-l,Ui + A,Ui+l,' " ,Uq-l), х = (Хо, ... , Xi, Xi+l , ' " ,Xq),
Xj~l = F(Zj'), j = i , . . . , q - 1. Используя равенство (8.11) и вычисляя
разность 1(х(u), и) - [(х(и), и), получим

У, =Hiu;(Zi,Pi+l) +Hi+J1ou; (Zi+JL ,Pi+JL+l), i = 1, ... ,q - 1,

Yj = О, j ~ q.

2. Итервпяонвый метод

Рассмотрим задачу оптимального управления (8.1)-(8.5) при условии,

Что h2 = О (т,е, случай запаздывания только по фазовым переменвым),

Функция R(t, х, у, и) и множество 1_ определены в §1.
Идея, изл~аемая ниже, основана на ятерадиовном способе улучшения

ПРоцесса и состоит из следующих этапов;

1. Возьмем произвольную функцию 1/;°(t, х, у) = ф~(t, х) + Ф~(t, у) Е 1_ и
I1айдем

uO(t, х, у) = argmaxRт/Jo (t, х, у, и),
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где RvJo означает , что при построении функции R была использована фунх

дня фО(t, х , у).

2. Интегрируя систему (8.2) с начальными условиями (8.3), замкнутую
управлением UO(t, x(t ), y(t)), построим функпию

UO(t) = UO(t, XO(t ), X°(t - h)), t Е Г ,

при этом wO = (xO(t), UO(t)) Е W.
З. Построим функцию 'ф( t, х, у) Е 'у_, которая обеспечиваетвъmолнение

следуюших условий;

в этих выражениях функции R,p и М,р вычисляются с помощью найденной

функции ф(t ,х , у). Далее для этой функции повторяются операции 1 и 2.
В результате находим процесс

w = (x(t) ,u(t) ) Е И/.

Теорема 8.1. Для процессов wO н w справедливо неравенство J (w) ~

J (wO).

Действительно, используя представление (1.8), получим

т

J(uO) - J(u) = jrR1/J(t, x(t),y(t), u(t)) - R,po (t ,xO(t),yO(t),uO(t))]dt+
О

+ М1/;О(ХО(Т), уО(Т)) - M1/J(x(T), у(Т)).

Из условия (8.15) следует неотрицателъность величины .-

M1/Jo(xO (Т) , уО(Т)) - МФ (х(Т), у(Т)).

Выбор нового управления согласно (8.8) обеспечивает веотряцвтельность
разности

тJ[Rф(t , x(t), y(t), u(t)) - R-.p(t, x (t), у(t), uO(t ))Jdt'~ О.
О
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ИЗ условия (8.14) следует неотрицательностъ величины

т

jrRф(t, x(t) , y(t), 'uO(t) - Rф (t, XO (t), yO(t), uO(t )Jdt.
О

Теорема 8.1 доказана О .

указанным методом может быть построена последовательность процес

сов f.l)i Е W ~ функций Фi , i = . 0,1,. . . , такая, что J(Wi+l) ~ J(t..Ji) ,
i = 0, 1, ... Для начала построенияулучшающей последовательностимож

но вместо функции фО(t , х , у) задать непосредственнодопустимое управле

ние UO(t ) и соответствующую ему функцию xO(t). Наибольшую трудность в

этом методе представляет собой выбор функцвв Ф(t, х, у) Е ;_, удовлетво

ряющей условиям (8.14), (8.15). В некоторых задачах эту функцию можно

искать в следующем виде:

'Фtt , х, у) =a(t) +ф~ (t)x +'Ф~(t - h)y+

-+ ~LlX' Ol (t )6X + ~LlyI02 (t - h)Lly.

Здесь 6х = х - xO(t), 6у = у - yO (t) ,Oj(t ), i = 1, 2,Фi, i = 1, 2- непрерывны

на Г и почти всюду непрерывно дифференцируемые n х n матрицы и вектор

функции соответственно , подлежащие определению .

Для того чтобы эта функция удовлетворяла теореме 8.1, в случае , если
в задаче нет фазовых ограничений и терминальное множество ХТ = IRn,
необходимо вьшолвение условий

Яw,. (t , х, у, u)lu=uO (t) ,x=xO(t) ,y=yO(t) = О,

Яw" (t, х, у, u)lu=uO(t),x=xO(t),y=yO( t) = О,

МФ:< (х, y)lx=xO(T),y=yO(T) = О,

Мф)х, у)lх=х~ (Т) ,;~уо(Т) = о.

Эти условия эквивалентны системе уравнений

где функция Н, определена как и в §1, HO(t) = H(t , xO(t) , yO(t), UO(t) , Ф(t»
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с граничными условиями

Ф2 (S) = О , s ~ Т - h, .

Фl (Т) = -рох(хО(Т)).

Для вьпюлнения достаточных условий следует найти неотрицательныь

Функции c:Ht), l = 1,2, i = 1, . .. ,n и отрицательные числа af, .е. := 1,2,
i = 1, ... ,n, такие, что

где

Эти условия приводят К задаче Коши с начальными условиями на правом

конце для компонент матриц Di(t), i = 1,2.
для организации предложенноговыше итерационного процесса требует

ся найти функцию ф(t, х, у), удовл~творяющую нелинейному уравнению в

частных производных (8.14) с граничным условием (8.15). Поставим задачу

о построении приближенного синтеза оптимального управления Uk(t, х, у),

k = 1,2 без решения уравн~ния (8.14).
Пусть имеется векоторая функцвя '!f;(t, Х, у), удовлетворяющая только

граничвому условию (8.15) .
. В силу условия (8.12) можно построить синтез u(t, х, у) и найти

P(t, х, у) =Rф(t, х , у, u(t, х, у)) = sup R..p(t, х, У, и).
uEU(t,~)

Затем, интегрируя систему (8.2)-(8.3), построим соответствующую этому

управлению траекторию x(t):t Е Г.
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Оценим величину I~JI = II(u) - I(u)l. Имеем

т .

IдJI ::; jj[Rф(t , x'(t), y(t), .u(t)) - Rф(t, x(t), y(t), U(t))Jdtl + 16.1\41/)/ ::;
о

т

::; JIsuрРф(t, х, у) - inf Fф(t, х, y)!dt+IДМф / = 6('Ф),
х,у х,у

О

где

l::J.Мф = 1\lф (х (Т) , у(Т)) - Мф(х(Т), у(т)).
_.

Из этого неравенства следует, что если построена последовательность

функций Фk(t : х, у), такая, что l::J.(Фk) -+ о, k -+ 00, то соответствующая

последовательность пропессов (Xk(t),Uk(t, Xk(t), Yk(t))), k = 1,2, . . . являет

ся мивимизирующей в задаче (8.1)-(8.4). Этот подход был применен в [18,
19) для решения задачи оптимального управления системой, описываемой

обыкновенными дифференциальными уравнениями.
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(1.2)

ГЛАВА 3

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССОМ

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЗАБОЛЕВАНИЯ

§1 . Модель процесса распространения заболевания

.Обозначям через x(t), y(t), z(t) число людей, подверженных заболева
НИЮ, инфицированных людей и выздоравливающих соответственно. Пусть

функция .f(x, у) характеризует число встреч людей, подверженных забо

леванию (класс 1), и инфицированных людей (класс 2). Свойства этой

функции будут описаны ниже, в работе [10] эта функция выбирается в виде

f(x, у) = fЗху, при этом предполагается, что заболевание передается только

при встрече инфицированного и здорового человека, а постоянный коэффи

циент {3 характеризует частоту встреч людей группы 1 и группы 2.
В работе [11} функцию Лх, у) выбирают f(x, у) ~ ~~'~, эдесь f3 есть ве

роятность того, что человек из группы 1 встречает человека группы 2, при
этом величина y(x+y)-l есть вероятностьтого, что встреченныйим человек

принадлежит ко второй группе.
.Динамика процесса распространения эnидемиии описывается следующей

системой дифференциальных уравнений:

Х =- f(x, у), iJ = f(x , у) - ,,/у , i = ,,/у, "/ > О, (1.1)

здесь "/ > О означает относительную скорость выздоровления, х(О), У(О),

z(O)- известные значения в начальный момент времени. Слагаемое rY в

формулах выражает число людей, которые имеют иммунитет или выэдо-'

равливают в результате какого-либо иного процесса, нелачвна ,,/~1 может I

изменяться от 10 дней (ангина, простуда) до нескольких недель (холера, :
малярия) или даже месяцев и лет (до 8 лет AIDS) . .
В общем случае функция f(x, У) обладает следующимисвойствами:

J(x, у) = О, х =Оилиу = О,

/(х, у) > О, х> о,у > О,

/:::r , 11/1/:$0, х>О,у>О;

fx, fl/' fxy > о, х > О, у> о.
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Заметим. что х + у + z = Const . Если людям,' подверженным заболеванию,
вводится вакцина, то первое уравнение ДОЛЖНО быть заменено уравнениям

Вследствие ограниченных технических и финансовых средств скорость

введения вакцины ограничена, т. е. функция управления удовлетворяет

неравенству :

где иО характеризует максимальное число людей, которым может быть вве

дена вакцина в единицу времеви.

Цена заболевания складывается из цены ухода за инфицированными

людьми и затратами на вакцину и ее введение.

Принимая стоимость ухода за больными равной единице , запишем общую

стоимость эпидемии за фиксированное время Т:

(1.4)о ~ u(t) ~ ио,

х = -Лх, у) - u.

т

I(u) = J(y(t) + cu(t» dt.
о

(1.5)

Обычно относительная стоимость вакцинации достаточно мала, с ~ 1. За

дача оптимального управления процессом распространения эпидемии со

стоит в построении измеримого оптимального управления u(t) , t Е [О , Т],

которое минимизирует функционал (1.5) при ограничениях (1.1)-(1 .3).
Покажем, что оптимальное управление u(t) = UoX[O,t.j, t* . Е:: [О, Т], эдесь

X(t)- характеристическаяфункция множества.

Введем функцию Понтрягива

н = -ло(у + си) - Л1 (J + и) + Л2(f - "(у), где ЛО ~ О. (1.6)

(1.7)
~l = (Л 1 - Л2)11:,

),2 ::; ЛО + (Л1 - Л2)1у - Л2"(.

Запишем систему дифференциальных уравнений для сопряженных функ

ЦИЙ: . . .

Задача (1.1)-(1 .5) является задачей оптимального управления со свобод

ным правым концом, поэтому

Al(Т) = Л2(Т) ::; О, если х(Т) > О, у(Т) > О. (1.8)

Если ЛО = О , то все множители равны нулю одновременно, поэтому в этой

задаче верегулярных решений нет.
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Положим Ао = 1. Тогда из привципа максвмума оптим~ьн?е управле-

нне

·U(t ) = arg ma.x[(-c - Лl)U] '
О$u:$ ио

(1.9)

Введем функцию переключения ip(t) = -с - ).1, С ПОМОЩЬЮ которой опти

?vfa.JIbHo e управление представимо в виде .

U(t ) = { ий ,
. О,

если <p(t) > О

если <р(t )" <:О
. (1.10)

Если на векотором интервале. времени <p(t) = О, то оптимальное управление

не определено и может принимать любое значение из отрезка [О, ий].

Поставленная задача является автономной , поэтому H (t) = -у(Т),

"it Е [О , Т), так как А1(Т) = А2(Т) = О, ЩТ) = О .

Введем функцию ~ = А1 - А2 И вычислим ее производную, учитывая

дифференциальные уравнения для сопряженных функций

w' =, W(f:z: - fy +,) - ,А1 - 1, W(T) = О, (1.11)

откуда следует, что W' (Т) = -1. Это означает, что в векоторой окрестности

т имеет место неравенство Ф(t) > О. Пусть эТО неравевство нарушается в

точке t1 < Т, так что Ф (t 1 ) = О И Ф' (t l ) ~ О . Из условия Ф'(t 1 ) ~ О следует,

что

-,А1 (tl) - 1 ~ О ,

н, вычисляя функцию Понтрягина в точке ч, получим

то условие несовместимо с условием

H(t) =-у(Т) < О.

Уравнение для функции A1(t) запишем в виде ~ l = ~fx ' Из положитель
Ности производной следует, что функция А1 (t), а следовательно , и функция

!p(t ) строго мовотонны.Шоэтому может сущест:вовать только одна точка t.,
в которой <p(t '") = О и поэтому U(t) = UoX(O ,t ~J'

Замечание 1. До сих пор мы предполагали, что x(t) > О , y(t) > О,

t Е [о, TJ, хотя В исходной постановке задачи не было фазОВЫХ ограничений

x(t ) ~ О, y(t) 2:: О. с учетом этих ограничевнй уравнения для сопряжен

I-IЫХ функций, согласно теореме о необходимых условиях оптимальности в

Задачах с фазовыми ограничениями главы 1, будут иметь вид

~1 = (А1 - A2)fx - vl , l/l(t)X(t) = О , Vl( t) ~ О,

Л2 = -Ай + (Л 1 - А2 )!у + Л2 '''( - 1/2, . 1/2(t) y(t) = О, l/2(t ) ~ О.
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в точках т возможного разрыва сопряженных функций при контакте с фа

зовыми ограничениями вьmолнены неравенства

Замечание 2. Рассмотренная модель может быть расширена с учетом

предположения, что цена вакцинации зависит от х и при этом с'(х) ::; О, а

также можно дополнительно предположить, что f(x, у) = !I (X)f2(y).
Замечание З . Усилия по проведению вакцинации могут изменяться со

временем, и исходная система дифференциальных уравнений может быть

заменена следующей:

х = - Лх, у) - ug(x), g(x) > О, g'(x) > о,

у = Лх, у) - 'Уу,

(1.12)

(1.13)

Замечание 4. В некоторых ситуациях только часть инфицироваввых

людей ответственна за перенос болезни [12J, в этом случае во втором уравне

нии вместо функции f следует поставить рf, где параметр р удовлетворяет

неравенствам О < р < 1. В этом случае задача оптимального управления

имеет вид

а целевой функционал в этом случае имеет вид

т

I (u(·») = J(y(t) +du(t) + cg(x)y(t)) dt.
о

(1.14)

y=pf-'YY, О<р<l, x=-f-u,
т

[(и(.) = J(y(t) +cu(t» dt~
о

(1.15)

(1.16)

\ Мы уже отметили, что обычно цена вакцинации с достаточно мала и кри-

'. терием малости является вьшолнение веравеяства 'Ус < 1. В этом случае

,время процесса Т считается длительным, 'если

у(Т) < y(O)(l - 'УС) и, если Лх(Т) ,у(Т» ::; ,у(Т) .
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(1.17).

Управление процессом распространения

заболевания с помощью введения карантина

При некоторых тяжелых заболеваниях контроль за процессом распро

странения заболевания осуществляется с помощью изоляции инфицирован

ных людей. Обычно в этом случае число инфицированных людей много

меньше общего числа населения, т. е. у« х, fx ~ fy и f(x, У) > 'УУ, до тех

пор, пока х не сравнимо с у. Предположим, что карантин не используется

для изоляции людей с неизвестным состоянием, а только в случае, если

человек заболел. Модель динамики заболевания может быть представлена
следующей системой дифференциальных уравнений:

x=-f(x,y),

iJ = f(x, у) -"'/У - ug(y,x),

где ФУНКЦИЯ р(у, х) обладает следующими свойствами:

9 > О, gx ~ О, gy ~ О, Вхх ~ О,

О (1.18) \,
Вху ~ О, -Вуу ~ О, х, У ~ .

,-1- среднее время заболевания. Цена заболевания выражается интегра

лом

т

I(u(·)) = jry(t) +cu(t)g(x, у)] dt. (1.19)
о

Цена ухода за инфицированным, находяшимся на карантине, больше,

чем за инфицированвым человеком, и в этом случае 1 ~ с",/.

Если х ~ у, то задача (1.17)-(1.19) может быть сведена к задаче

т

I(u(·») =J(y + си) dt,
о

iJ = -"'/У - и, у(О) =Уо, О ~ и ~иo·

Используя уравнение для сопряженной функции

~ = 1+"'/А, А(Т) = О,

легко видеть, что в этом случае точка переключения является единствен

ной; t* = О, если с, ~ 1, t* = Т + ,-lln(l - ст), y(t) > О.

Пусть в исходной задаче (1.17)-(1.19) функции f и 9 удовлетворяют пред

Положениям (2), (1.18), с, ~ 1. Тогда, аналогично тому, как это сделано

выше, легко доказать, 'Что оптимальное управление в задаче представимо в

ВИДе

и =UOX[O,t.l, где О ~ ~. < Т.
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(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

т

I(u(·)) = j(Y+C'U)dt-+inf,

а

х = -w(u)f(x, У), х(О) = Ха,

iJ =w(u)f(x, у) - тУ, у{О) = Ус,

'0 ~ и ~ Uo,

x(t) ~ о , y(t) ~ О, t Е [О, Т].

Управление процессом распространения

эпидемии с помощью программы "Здоровье"

Одним из методов контроля за эпидемией является проведение Про

граммы "Здоровье", которая состоит в организации теле- и радиопередач

лекций и т.д. В этом случае функция f(x, у, и) будет также зависеть o~
управляющей функции u(t), т.е. программа "Здоровье" влияет на частоту

встреч здоровых и инфицированных людей. Для простоты часто полага

ют Лх,у,и) = w(u)J(x, у), О < w(u) ~ 1, w(O) .= 1, w'(tt) < о, w"(u) ~ О,

w/l/(u) ~ о.

Задача оптимального управления в этом случае имеет вид

§2. Моделирование управляемого процесса

распространения заболевания с ПОМОШ,ЬЮ

вакцинации, карантина и программы "Эдоровье"

1. Постановка задачи. В этом параграфе исследуется процесс рас

пространения эпидемии в однородном сообществе с учетом времени скры

того периода заболевания. Пусть хl (t) И Х2 (t)- количество здоровых лю

дей, подверженных. эаболеванию, и инфицированныхсоответственнов мо

мент времени t; хз(t)- функция, характеризующая социальную програм

му "Здоровье" , заботу общества об инфицированных людях с помощью ре

кламы, передач по радио и телевидению, лекций и т. Д.; uз(t)- функ

ция управления претраммой "Здоровье", удовлетворяющая ограничению

О ~ UЗ (t) ~ Аз. В заданных обозначениях поведеняе- системы описывается

дифференциальными уравнениями: с запаздыванием

Xl = -(1 - Хз)f(Хl, Х2),

Х2 = (1- Хз)J(Хl(t- h),X2(t - h)) - 'УХ2,

Хз = из - ЬХЗ,

(2.1)

где h > 0- время скрытого протекания заболевания. Запаздывание h в

аргументе функций Xi(t), i = 1,2 характеризует период, в течение кото

рого инфицированныйчеловек еще не является передающим заболевание,
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это время, в течение которого бактерии размножаются внутри тела. Здесь
и далее в формулах опускается аргумент функции t, если функции вычи

сляются в момент t. В прОТИВНОМ случае указывается момент времени, в

который вычисляется та или иная функция.

Функция f(Xl,X2) характеризует частоту встреч здоровых, но подвержен

ных инфекции Xl(t) (группа 1), и инфицированных людей X2(t) (группа 2).
В работах [11], [12] рассматривают однородное общество, в котором люди

свободно передвигаются и встречаются друг с другом. Функцию f задают ,

Б виде f(Xl' Х2) = /ЗХI Х2'

Как было отмечено .ранее в §1 гл. 3, для борьбы с эпидемией исполь

зуется вакцинация и введение карантина, которые будем характеризовать ';
положителънымв функциями и1 (t) и и2 (t). В, соответствии с финансовыми I
и техвическимв ограничениями эти функции не могут быть сколь угодно ~

велики, т. е.

о ~ щ(t) ~ Ai, i = 1, 2, t Е (О, Т], (2.2)

где Ai- заданные положительныечисла. Если Ai = О, ТО это означает,

что соответствующее управление отсутствует. С учетом вышеизложенного

динамика управляемого процесса распространения эпидемии описывается

системой дифференциальных уравнений с постоянным запаздыванием

Хl = -(1 - хз)f(Хl' Х2) - ИI,

Х2 = (1- хз)f(Хl(t - h),X2(t - h)) - 'УХ2 - и2Х2, (2.3)

хз = uз - ЬХз,

и ввчальвыми условиями

Xi(O) = Xio ,

Xi(t) = 'f'i(t),

i =1, 2, 3, Xj(t) ~ О,

t Е [-h, О], i =1, 2,

t Е [О,Т], (2.4)

(2.5)

"- - где Фi(t), i =1,2- известные непрерывныефувкцвв.

Целью управления является минимизацияцены эпидемии, которая вы

ражается следующим интегралом:

т

[(и(·)) = j(X2 +CIUl +С2и2Х2 + СзUз) dt .
о ·

(2.6)

Проведем анализ системы (2.3). Легко видеть, что если из(t) == О,

хз(о) = О, то хэ.(t) == О, t Е [О, Т]. Предположим; что запаздывание от

СУтствует, т. е. h = о, !(Xl,X2) =/ЗХIХ2, Xl ~ Х2·
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в этом случае система (2.3) упрощается:

Xl = -{ЗаlХ2 - Ul,

Х2 = ({Заl - 'У)Х2 - Х2и2'

как это следовало из предыдущего рассмотрения (см. §1), оптимальве
управление Ui(t) "принимает два значения Ai и О, i = 1,2.

Ивтегрируя систему (2.7) при условиях Ui(t) = Ai, i = 1, 2, получим

{Заlй2
Xl(t) = f3 А (1 - еХР[({Зйl - 'у - A2 )tJ)+Ql - A1t,

Ql - / - 2 . (2.8)
X2(t) = а2 ехр[({Заl -,- А2Н] ·

Из выражений (2.8) следует, что число инфвцвроваввых не возрастает,

если параметры задачи связаны веравеяством

(2.9)

в противном случае число инфицированных людей растет экспоненци

ально. ПРИ постоянном управлении uз(t) = Аз функция хз(t) имеет вид

(2.10)

По своему смыслу эта функция характериэует эффективность програм

мы . "Здоровье" и удовлетворяет веравенству

0=5 хз(t) =5 1, (2.11)

которое является дополнительным фазовым ограничением и существенно

осложняет решение. Однако далее будем предполагать, что параметры за

дачв удовлетворяют веравеяству

(2.12)

которое гарантирует вьшолвевие строгих веравеяств (2.11).
В общей системе (2.3) при отсутствии управлевая эпидемиянарастает,

если (1 - хз)f(Хl(t - h),X2(t - h)) > ,Х2 , И затухает, если знак верввев

ства эамевяется на противоположный. При отсутствии управлевая данная

модель может быть использована для прогноэвроваввя процесса роста за-

болевания. .
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Функция Понтрягина задача (2.2)-(2.6) представляется выраженаем

Н = -ЛО(Х2 + С1 u1 + С2 и2Х2 + СзUз) - Лl (1 - Хз)1(Х1, Х2) - Л1Ul+
+Л2(1-- Хз)f(V1, У2) - Л2("У +и2)Х2 +лз(uз - ЬХз), (2.13)

эдесь Yi = Xi(t - h), i = 1, 2.
Введем функции переключекия Фi(t), i =1, 2, 3:

Фl(t) =-ЛОС1 - ЛI, .

Ф2(t) = (-ЛоС2 - Л2)Х2,

. Фз(t) = -лосз +ЛЗ . . .

Используя принцип максимума, найдем оптимальное управление

(2.14)

Фi(t) > О,

Фi(t) < О, i = 1, 2, 3 ,
(2.15)

оптимальное управление не определено, если Фi(t) = О, i = 1, 2, 3 на не

котором интервале времени и принимает любое значение отрезка [О, Ai],
i = 1,2,3.

Интересной пробламой является определение количества переключевий

функций Ui(t), i '= 1,2,3 па отрезке [О,Т], которое связано с 'числом пере

мены знака функций Фi(t) или Лi(t), i = 1, 2, 3.
Уравнения для сопряженвых функций:

. ан ан
лi =-- - -/t+h, i =1, 2,3,

aXi aYi

или с учетом определения функции Повтрягвна:

;\1 = [Лl(l .- Хз) - .Л2(t +h)(I - хз(t + h»] ад/ (3:1' Х2),. _
Х1

. . а1 .
Л2 = [Л1(1- Хз) - Л2(t + h)(l- хз(t+h)]-a(Х1,Х2)+ (2.16.)

. 3:2

+ Л2(i +и2) + ло + С2 и2,

;\з = Л2f(Хl (t - h),X2(t - h» - Лlf(Хl, Х2) +лз ь.

.Условия травсверсальности на. правом конце

(2.17)
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Считаем, что в этой задаче параметры подобраны таким образом, что

выполняются условия Xj(t) > О, i = 1, 2, 3, t Е [О , Т]. В противном случае

задачу (2.2)-{2.6) нужно решать С учетом фазовых ограничений, при этом

изменятся уравнения для сопряженной функции и условия трвнсверсалъ,

ности.

Проблема. Формулировка теорем 2.1, 2.2, 2.3 главы 1 с учетом эапаз,

дывания представляет интересную проблему для научного исследования.

В настоящее время эта задача решена численным методом [1] проекциа

градиента.

Далее будут рассмотрены некоторые частные случаи решения этой зада

чи. Здесь же мы сформулируем краевую задачу првнципа максимума при

условиях наличия фазовых ограничений Xi(t) 2: О, i = 1, 2, О ~ ХЗ ~ 1 без

учета запаздывания, полагая h = О.

Функция Понтрягина в этом случае будет определяться выражением

(2.13), в котором следует положить Yi = Xi, i = 1, 2, функции переключекия

и оптимальное управление выражаются условиями (2.14), (2.15). Изменя

ются уравнения, определяющие сопряженные функции и условия трансвер

сальности . Согласно' теореме 2.1 главы 1, .сопряженные функции являются
решением следующей системы интегральных уравнений:

(2.18)

(2.19)

т т

Л1 = J;~ dt +Jd~l,
t t

Т Т

Л2 =J;~ dt +Jd~2,
t t

Т Т Т

ЛЗ =J;~ dt +JdJ-tз - JdP4,
t t t

dJ-tl Х 1 (t) =О, dJ-t2Х2 (t) =.9,
dрзхз(t) = О, dJ.L4(хз(t) -1) = О,

dj.lj ~ О, i = I:4.
Сформулируем необходимые условия оптимальности и поставим крае

вую задачу правпапа максимума для управляемого процесса распростра

нения эпидемии с учетом трех возможных управлений , осуществляемых

введением карантина, вакцинации и программы "Здоровье" , которая. с точ

ки зрения математической теории оптимального управлен:ия представляет

собой задачу оптимального управления с фазовыми ограничениями. Для
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(2.21)

(2.20)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

ее решения используем теорему 2.3 главы 1. Требуется' найти мвнимом

функционала

т .

I(u(·») =!(Х2 + С1иl + С2и2Х2 + сзиз)dt - inf,
о

при следующих условиях:

{

Хl = -(1 - Хз)f(Хl , Х2) - иl ,

Х2 =.(1- хз)f(Хl' Х2) - ?,Х2 - Х2и2 ,

Х3 =из - ЬХЗ,

Xi(O) = ai, i = 1, 2, 3,

О i; щ(t) :5 Aj , i =1, 2, 3,

Xj(t) ~ О, i =1, 2, 3, хз(t):5 1, t Е [О, Т].

Функция Понтрягинв этой автономной задачи Является постоянной

вдоль оптимального процесса и определяется выражением

H(t ,х , и,).) = -).О(Х2 +Cl u1 + С2 и2 Х2 +Сзuз) - ). 1 (1 - хз)f(Хl , Х2) ~ ).1 u1+
+ ).2(1 - Хз )f(Х1 ,Х2 ) - ).2'Х2 - Л2и2Х2 + ). з (из - ьхз) ,

здесь х = (Х 1, Х2 , хз), U = (иl , 'Ц2, из ) , ). = (>..0, ).1, ),2 , ),3) .

Функция Лагранжа задачи (2.20)-(2.24) представима в виде

з

L(t, х , и , )" и; 1/) = H(t, Х , и,),) + f..ll U - J.12(UO ~ и) +L ЩХj + 1/4(1 - ХЗ).
. ~l

Уравнения для сопряженных функций в предположевви, что оптималь

ное управление является кусочно-непрерывной функцией на отрезке [О, Т),

согласнотеореме 2.3 главы 1, имеют вид

~l = (Лl - л;) (l - Хз)fХl (Хl, Х2) - 111 , f X l = 88f ,
Хl

~2 =().1 - ).2)(1- Х;)88! (;1' Х2) + ЛО + С2и2 '+ Л2(, + 'Ц2) - V2,
Х2 '

~з::: (Л2 - Лl)f(Х l ,Х2) -+ ),з Ь - 1/з + 114 , (2.25)

. щ (t)Хi (t) =о , i = 1., 2, 3,

114(t)(1 ...:. хз(t» = о.

Как уже отмечалось в §1 данной главы.параметры задачи можно подо- \
брать Таким образом , в часткости Аз, Ь, чтобы функция хз(t) удовлетво

ряла бы строгим веравеяствам О < хз (t) < 1. В этом случае множители

IIз{t) = lI4 (t ) = О.
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(2.26)

Множитель 1Il(t) может быть строго больше нуля, если число зДоровЬD(

людей равно нулю, т,е. в такой области, где модель не является адекватаОI

действительности, например если Xl(t) достаточно мало, близко к иуJIIo,
то число встреч с представвтелями группы 2 будет описываться ДРYI'ИМII

фувхциями. Модель (2.20)-(2 .24) справедлива, если Xl(t) > О, поэтому в

краевой задаче 111 (t) можно положить равным нулю.

Что касается множителя V2(t), то оп может быть отличвым от нуля, если

функция Х2 (t) = О. Но из вида двфференцвальвого уравнения для функции

X2(t) следует, 'ЧТо если Х2(Т) = О, то для всех t ~ т X2(t) == О.

Оптимальное управление принимает значения А; и О согласно Формуле

(2.15) в зависимости от знака функций переключенвя, определяемых усло

виями (2.14)~ в которых функпии .\;(Т), i = 1, 2, 3 являются решениями .
системы (2.25), удовлетворяют условиям скачка при контакте в точке t =т

с фазовыми ограничениями:

.\i(T-) = .\i(T+)+ти, r/iXi(T) = О, '7; ~ О, i =1,2,

.\З(Т-) = ),3(1+) + 'ГJ3 -114, 'ГJзХз (Т) = О,

'ГJ4(1- хз(т» = О, 'ГJз ~ О , 'ГJ4 ~ О,

и условиям трансверсальности на правом конце:

(2.27)

'Yix i(T) = О, i = 1, 2,

Iзхз(т) =О, 14(1 - хз(т» = О,

>'i(T-) = 'У; ~ О,

.\з(т-) = 'Уз - "У4,

13 ~ О, "У4 ~ О.

Краевая задача (2.21)-(2.27) может быть решена с помощью численных ме- ,

тодов, например метода многократной пристрелки, описанного в моногра

фии [6J , или с помощью сведения этой задачи к дискретной задаче опти

мальяого управления [1] .

.§3. Моделирование процесса распространения

ааболеванвя в неоднородной среде,

состоящей из n социальных групп

1. Процесс распространения заболевания в n социальвых группах опв

"сывается системой 2n дифференциальных уравнений с постоянным эапаа

;дыванием:

Xi(t) = -Xi(t) ЕЗ=1 y;(a~;;~t) - Vi, i = 1, n, t Е [О, Т],

.() ( )"N Qijy·(t-h) · ( ) () ()Yi t = Х; t - h i..Jj=l y;(t-hf+%;(t-h) - 'YiYi t - У; t 1Li t ,

i = l,n, t Е [O,TJ,

(з.1)
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с начальными условиями, заданными непрерывными функциямв Qi(t),
8i(t), i = ~, на начальном интервале запаздывания [-h, О]:

Xi(t) =Q'i(t), Yi(t) = !3i(t), i = 1,n, t Е [-h, О], (3.2)

где Xi(t)- численность населения, восприимчивого к заболеванию в i-й

социальной группе" Yi(t)- число ипфицированныxлюдей в i-й социаль

ной группе, Yi o, Xi o- 'ЧИсленность инфицированного населения и васеле

НИЯ, восприимчивого к заболеванию в начале распространения заболева

ния, lli(t)- скорость роста числа инфицированныхлюдей, n- число со

ци~ьныхгрупп, 1iYi(t)- количестволюдей, восстановившихсвое "Здоро

вье" без воздействиявнешнихсредств карантина,вакдивыи Т. д. В момент

времени t в i-й социальной группе, 1i1
- коэффициент, харвктеризующий

время естественного выздоровления; 1-1 может изменятьсяот 10 дней (ан

гина, простуда) до нескольких недель (холера) и др., h- ивкубацвовный

период заболевания,щ(t)Уi(t)-количестволюдей, находящихсяна каран
тине в моментвремени t, щ(t)- функция, характеризующая интенсивность

введения карантина в i-й социальной. группе.

Модель предполагает, что заболевание передается в случае, когда. встре

чаются инфицированный. чело~ек и здоровый человек, коэффициент Qij ха

рактеризуетчастоту встреч здоровых людей группы i с инфицированными

людьми из группы j.
А = {aij}i,j=r;n- матрица, состоящаяиз положительных(неотрвцатель

вых) элементови характеризующаячастотувстречлюдей, принадлежащих

к различным социальным группам. В предложенноймодели процесс рас

пространениязаболеванияуправляетсяс помощью введения карантина и

вакцинации.

. Затраты на проведение карантина и введение вакданы ограничены. Это

требование выражается условиями

О ~ 1Li(t) ~ з; i =1,n,

О ~ Vi(t) ~ Ai) i = 1,n,
(3.3)

Где Bi- величина, характеризующая часть инфицированных людей, от

правленных на карантин, по своему физическому смыслу эта величина

Не превосходит единицы; Aj- максимальнаяскорость введеввя вакцины

в единицу времени.

Целью управленияявляетсяминвмваацияколичестваинфицированных

Людей, людей, ваходяшвхсяна карантине, ~aтpaT на карантин и введение

J3акцины во всех социальныхгруппах.
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Итак, требуется найти мини!'!ум функпвовала

т n .J~(Yi(t) +Ui(t)Yi(t) + Сi щ(t) +djV;)dt - inf,
о .=1

здесь Т- фиксированноевремя процесса, Cj- стоимость изоляции ОдВоI'(j

человека в i-й группе, dj- стоимость вакцинациив i-й группе.

Функции состояния Xi(t), y;(t)- абсолютно-непрерывнына [О, Т]; фYn

цви управления щ(t)- кусочно-непрерывны.- Отметим, что в paccм~

триваемой задаче ' оптимального управления левый конец фиксирован, 8i

правый - свободен. Параметры задачи подбираются так , что Yi, Х; > О- ,
i =1,n.

\ Для нахождения оптимального управления воспользуемся привцвпом

максимума Повтрягина для систем с эапаадывающям аргументом (теорема

З.1 главы 1). ,
Введем функцию Понтрягина Н : 1 х jRn Х jRn Х 1Rn х 1R х jRn -+ 1R для

,задачи (3.1)-(3.4): "

n

H (t,х , у, и , v,Po ,p) = -Ро I )c;u; + у;и; +У; +d;Vi]+
;=1

" n
'"'"' '\' а "у '+ L..[Pli(-Х; L.- ,~ ~ , - щ)+
;=1 ; = 1 У, J

~ aijYj(t'- h) ,
+P2i Xi(t - h)~ Yj(t _ h) + Х;(! _ h) - 'YiYi(t) - УiЩ)]' .

(3.5)

Согласно правляпу максимума оптимальное управление максимизирует

функцию Понтрягипа для п. в. t Е [О , Т]:

H(t, x(t), y(t) ,U(t), v(t) ,po;p(t» =
, = шах H(i;i (i), y(t),p(t),и, v,po),

uEU(t ) , v EV ( t ) .

где

U(t) = {и Е 1R" : о::; щ $ 8 ;, i =I:1i'},
V(t) = {v Е !Rn: о::; vj ::; А;, i =I:1i'}.

Оптимальное управление определяется из условия максимума функции

!р(и, v) на множестве , определяемом условиями (3.3)

Н2

.,'" '-



n

t,?(u, v) =2::(-РоС, - РОУ; - P2iY;)Ui+
,= 1

n

+2)-pod; - P1i)V;.
;= 1

(3.7)

(3.8)

Фi(t) <' О
Фi (t ) > О

Фi (t) = О ,

Wi (t) < О

Wi(t ) > О

Wi(t)=O ,

{
О,

Ui (t) = Bj,

[O ,Bi],

{
О,

V,(t) = A j,

[O,Ai],

ЛеГКО видеть , что оптимальное управление определяется следующим обра

зоМ :

где 1Iti(t ) = -Pli - Pod j , фj(t) = -Cj - y;(t) - P2;(t)Yi(t), 1, n,- функции

переключения,

Таким образом, оптимальное управление зависит от знака функций

Wj(t), ф j (t ) , которые называются функциями переключения,

Важной проблемой является изучение возможности существования осо

бога режима в задаче (3.1)-(3.4), когда одна или несколько функций пере

ключения равны нулю, т.е, Ф,(t) = О ИЛИ 1It;(t) = О, i = 1, n. Читателю

предлагается в главе 4 исследовать этот случай.

Запишем систему дифференциальных уравнений для сопряж~нныx

функций :

(3.9)

(3.10)
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Условия трансверсальности на правом конце имеют вид

Р1Ic(Т) =О , P2k(T) = О, k = 1, n, Pi1<: (t) = О , t > Т, i = 1, 2. (3.11)

, n ' k - v
~+ 1 _ , k + b.t[ ' !с - у ""'" a;jYj k k k

у, - Yi Х; ~ k - v k - v - 'У,. у,. - Yj Uj ],
j=1 Yj + Xj

i = г,n, k = O, lV,

(3.14)

Краевая задача принципа максимума включает в себя систему диФФе~

ренцвальных уравнений (3,1) с граничнь!Ми условиями (3.2), в которой

функции управления определяются условиями (3.8),
о ~ vf ~ A i, О ~ и7 ~ В; , i = г,n, k = О , q- 1, .

Составим функцию Лагранжа этой задачи:

при ограничениях типа равенств, задаваемых рекуррептными соотношени-

ями n k k
/<:+1 k ['"' XjYja,.j]

х,. = х,. - ~ k k b.t - b.tVj, (3.13)
j=l Yj + Xj

...; ,{t) - :...- ,(t) ~ aijYj (t) - ,( )
Х, - Х, !-- у , (t)+з: '(t) - V, t ,

;=1 J J

.: (t) - - '(t h) ~ a;;Yj(t-h) - (t) - ( )- ( )
У.. - Х, - LJ y .( t h)H'j (t- h) - 'YiYi - -у,. t uj t ,

;=1 J

Xi(t ) = a i(t ), t Е [- h,О] ,

y,. (t) = fЗi(t), t Е [-h, О] ,

и систему дифференциальных уравнений для сопряженных функций (3.9),
(3.10) с граничными условиями (3.11),

Заметим, что краевая задача принципа максимума представляет собой

систему дифференциальных уравнений с аапаэдывающим и опережающим

аргументами.

Для решения задачи (3.1)-(3.4) может быть использован метод аппрокси-

мации непрерывной задачи дискретной задачей оптимального управления,

: которая решается с помощью метода проакции градиента.

I 2. Дискретная аппроксимация. Построим дискретную ашгроксима
.цвю исходной непрерывной задачи (3.1)"-(3.4). Для простоты изложения

воспользуемся схемой Эйлера для вычисления провзводных и формулой

левых прямоугольников для вычисления интеграла.

Разобьем отрезок [О, Т] на N равных частей и/<:+ 1 , tk) точками

О = to < t1 < ... < tn = Т, положим 6t = tk+1 ...,; tk И введем следую

щие обозначения: х7 = Xj(t k), Yi(ik) = yf, Ui(tk ) =uf, Vj(tk) = vf ·
Задача ' (10)-(13) аппроксимируется дискретной задачей, в которой ми-

нимизируется функция ..,

Используя формулы (3.16), (3.17), получим рекуррентные соотношениядля

(З .15)

k k k)]
У,. ~tj - У,. И; .

BL =рl _ pl+l + b.t (pI+1 _ pl+V+1)~ amjY} +
8хI 1т 1т 1т 2тп ~ 1, + 1,

m j=1 У; Х;

Ь. 1 n
· tYm ' '"'" г~l+ v+1 1+1] 1 О

+ (уl + хl )2~ ajmtY2j - Р1; Xj = ,
m т ;=1

~~--:"
l =1, N - 1, т = l ,n; (3.16)

о: (1) ( 1 ) 1+1-81 = Pob.t ит +1 +6t 'Ут +ит Р2т +
ут

1 1+1 b.tx~ ~ 1[pl+1 I+V+ 1] О
+ Р2т ~ Р2т + (х l + 1 )2~ ajmXj 1; - P2 j , = ,

m Ут ~1 .

l=1.N-1 , m=l,n. (3.17) '

8L ( 1 ) 1+ ] 1-81 = Pob.t Ст + Ут +Р2т Ym6 t,
ит

8L (р 1<:+1)-8I = b.t odm +Р1т .
Vm

N -1 n

L(po, Х , у , и,р) = L Pob.t L (e;u7+yfu f +'d;v f +yf)+
k=O j = 1

N - ]' n n k lc

+ ""'" ""'" pk:+-1 [x~H _ X~ + 6 t ""'" a"jXjУ; - V~]+
~ ~ 1. , , ~ Y~ + X k •
k=O ; =1 j=1 J ;

N -1 n n k- v

+""'" """'p k :t 1[y~+1_y~ .,6t(x~-V '"' aijYj
~~ ,2, . ' , ' ~k-v k-v
k=O; = 1 j=1 Yj +Xj

Запишем условия стационарности:

(3.12)
н-а 2

I[u,V,Х, у] = b.t L L [CiUf +yfuf +yf +d;vf ] -+ inf
k=O j=1
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вычисления сопряженных векторов:

n 1

РI =pl+l _ .6t(pl+II+1 _ pl+l )~ amjY j ,
1m 1m 2т 1т ~ . I + 1 ""

. j=l У; Х;

I 1 n
+ aimYmX j ~(pl-l:l _ pl -l; II+l )

(yl + хl ) 2~ 1] 2з '
т т з =1

1= -=-1-,N..----;-"l, т = 1, n;

P~т =p~~l - .6t(po(u~ +1) + (~/m + u~)p~;;;]-

.6 tх :п ~ I г~l+l /-j'V+1]
- (уl + хl )2 ~ ajm Xj tf'lj - Р2; ,

m m з = 1

Pk _ рН _ О pk _ рН - О
1m - 1т - ,2т - 2т - ,

V'k> N, 1= 1, N - 1, т = r;n.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Заметим , что, если поделить условия (3.18), (3.19) на .6.t и устремить

.6 t ---; О , получим уравнения, совпадающие с уравнениями для сопряжен

ных функций в краевой задаче принципа максимума (3.9)-(3.11). Векторы
Р;т последовательно вычисляются , начиная с последнего номера согласно

выражениям (3.18)-(3.20).
Оптимальное управление в дискретной задаче определяется условиями

Фf < о

Фf > о

Фf = о ,
(3.21)

\Iff < о

\Iff > о

\Iff = о ,

(3.22)

Ф
k _ k k+l ь
i - С; + У; - Р2 ; Yi,

Wf = -pti - Pod; ,

k = О, N - 1, i = г,n.

в качестве самостоятельного упражнения решить задачу (3.1)- (3.4), ко-
п

гда условие (3.3) заменено L: и; :S; н., u; ~ О, i = г,n.
. ~1

. где

\
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Поставим краевую задачу принципа максимума для модели, состоящей

ИЗ ДВУХ социальных групп , в 'которой управление эпидемией осуществляет

ся с помощью введевня вакцины:

Х1 = -Л(Х1,У1) - аХ1У2 - и1,

Х2 = -!2(Х2,У2) -fЗХ2 УI - U2 ,

У1 = Л(Х1, У1) +аХ 1 У2 -,Уl ,

У2 = !2(Х2, У2) +(3Х2У1 -,У2;

(3.23)

(3.24)

а) о::; Ui::; Ai, i = 1,2;

б) и1 + ·и2 ::; А, и; ~ О, i = 1,2;

х;(О) = ai, Vi(O) = bi, i = 1,2,

здесь коэффициенты а, (3 > о характеризуют обмен инфекцией между дву-.

мя классами .

Следует таким образом управлять пропессом распространения заболева

ния , чтобы мвнимвзяровать функцяовал затрат:

т

1(и) = j[(Y1 + ~2) + С(Щ + и2)] dt.
о

Запишем функцию Понтрягина этой задачи:

(3.25)

или

Н(х, у,>., и) = -АО(У1 + У2) -Аос(иl + и2)-

- А1 (Л (Х1, Уl)'+ аХ1 У2 + и1) - А2и2(Х2, vz) +(3Х2Уl +и2)+

+ АЗ(Л(Х1, Уl) +аХ1У2 -,Yl) +А4 и2 (Х2, У2) + !ЗХ2Vl -,У2)

Н(х, у, >.., и) == -У1 (АО + Аз'У) - У2(Ао + ),41') - и1 <1'1 и)

- U2<1'2(t) + (),3 - Л1)[Л(Х1, У1) +аХ1У2]+

+ (>'4 - Л2)[f2(Х2, У2) + (3X2Vl]'

где <Pi(t) = -),ос - Л;, i =1,2 функции переключевая.

Из ПрИНЦШ1а максимума следует, что оптимальное управление u;(t),
i = 1,2, определяется знаком функций переключевая <pi(t), i = 1,2.

Случай а). .

{
А; ,

Ui(t) =
О,

J17

Фi(t) > О,

Фi(t) < О.
(3.26)



(3.27)

Случай б) .

Если I,' i(t) < О, i = 1,2 , то Ui(t) = о , i = 1,2 .

Если 'P1(t) < .0, 'P2(t) > О, то U1(t) = О , U2(t) =А .

Если <t'1(t) > О, 'Р2т < о , тО U1(t) = А, U2(t}= О.

Если 0< <t'1(t) < 92(t), то U1(t) = О, U2 (t ) = А.

Если 0< 'P2(t) < <P1(t), то U1(t) = А, U2 (t ) =О .

Если 0< 'P1(t) = 'P2(t), то U1 (t )+U2(t) = А.

Уравнения для сопряженных функций:

),1 = -(.Аз - .А1)[88/1 + О!У2]'
Xl

),2 = -(>' 4 - .А2)[8812 + .вУ1]'
Х2

. (' ) 8Л (Х1, У1) ( )
>'з = >'0 + Аз, - .Аз - /1 1 8 - },4 - },2 .вХ2,

. У1

>-4= (>-0 + >'4') - ( ,\з - Л1)О!Х 1 - (>'4 - >'2 )aaf~ .
У2

Условия трансверсальности Б случае , если у; (Т) , х,(Т) > О , имеют вид

.A i(T ) = О, i =1,4 . (3.28)

Функция Понтрягина этой автономной задачи является постоянной ве

личиной вдоль оптимальной траектории и совпадает со. своим значением в

точке t = Т

Значение оптимальных управлений в точке t =Т определяется знаком

функций переключекия 'P;(t), i ~ 1,2. Легко видеть, что 'Р;(Т) = ->.ос <
О, <{;;(Т) = А;(Т) = О , i = 1,2. Поэтому Е;(Т) == -О , i = 1,2, а значение

функцаонала Понтрягина ВДОЛЬ оптимального процесса, согласно (3.29),
определяется выражением

(3.30)

Далее будет приведен список Литературы, используемой для составле

ния рассмотренных выше моделей. На основании этого материала можно

построить собственную модель и найти оптимальное управление, базируя

свои исследования на результатах глав 1,2.
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§4'. Задача оптимального управления

процессом распространения заболевания в

неоднородном сообществе с помощью вакцинации

Пусть сообщество, которое подвержено эпидемии , разделено на n различ

ных групп и пропесс распространения эпидемии в каждой из групп протека

ет в зависимости от частоты встреч между здоровыми и инфицированными

людьми . Число инфицированных людей в момент времени t в каждой груп

пе обозначим через Yi(t) , i = 1, n . Далее будем считать, что число людей,

подверженных заболеванию, в каждой из групп много больше, чем число

инфицированных людей, так что мы пренебрегаем в этой модели изменени

ем числа людей, подверженных заболеванию.

Количество инфицированных людей увеличивается в единицу времени

вследствие их контактов со здоровыми ЛЮДЬМИ, число которых характери

зуется функцией / i(Y):

(4.1 )

Условие f ;Yj ~ О означает, что контакт инфицированного человека ~з

класса j со здоровым в классе i приводит с неотрицательной вероятностью

к заболеванию в классе i . Далее предположим, что функции /i(Y) , i = 1, n ,
дважды непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют условиям

/(0) =0, . / (0,... ,Yi, . . . , О) ~ -ky;, k > О ,

д/;
-а IYi=O > О.
У;

в частности , в работе [2] приводится следующий вид системы дифферен

циальных уравнений , описывающих динамику распространения заболева

ния:
n

У; = 'L/JijXiYj - 'YYj , Х; = Canst , !Зij > О,
j=l

где Xi- число людей , подверженных заболеванию в классе i .
Инфицированные люди могут быть вылечены с помощью ряда средств:

помещены в госпиталь на карантин, с помощью лекарств, с помощью вве

дения вакцины или вакцинации.

Пусть щ- количество выздоравливающих людей в . классе i в единицу

времени в результате использования вакцинации. Тогда система уравнений

(4.1) перепишется в виде

У; = f j(Y) - r jU;, r j > О , щ(t) ~ О , i = 1, n,
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где r ;- фактор, характеризующийэффективностьиспользованиясредств

лечения заболевания. ' .
Вследствие ограниченности этих средств на функции управления Ui(t),

i = 1, n, могут быть наложены следующие ограничения :

а) О ~ щ ~ В, i = 1,n; (4.2)
n

б) I:щ ~ В, u; ~ О , i = l,n. (4.3)
;= 1

Здесь В; , В- заданные положительные величины.

Ограничение а) означает, что каждая группа имеет свои средства; огра

ничение б) связано с тем, что.всеми средствами распоряжается центр, и

суммарно они ограничены величиной В.

Управление процессом распространения апидемвв осуществляется так ,

чтобы минимизировать функционал , выражающий цену заболевания (см.§l,

§2):
. т n

. l (u(-» = JL.,(c;y; +Ui d;)dt.
. о .= 1

(4.4)

(4.5)

n
Далее будет рассмотрен случай , когда функции fi (Y) = I: aijYj , i = l,n,

j =1
т. е . линейны по своему аргументу.

Итак, задача оптимального управления процессом распространения за

болевания состоит в минимизации функлионала (4.4) на множестве всех

допустимых процессов (;J = (y(t), u(t» , t Е [О , Т] , в предположении , что y(t) :
[О , Т] -+ JRn- абсолютно непрерывная вектор-функция, u(t) : [О , Т] -1 IRn
кусочво-непрерывная функция.

Вектор-функции y(t) ,u(t) удовлетворяют системе дифференциальных

уравнений , которая описывает динамику процесса распространения эпиде

мии ;
n

y;(t) =2: aijYj (t) - u;(t) , i = 1, n.
j =1

Здесь aij , i ,j = г,n- заданные неотрицательные величины. В векторной

форме система (4.5) запишется следующим образом:

iJ = Ау - и,

где у = (У1 , . . . , уп )- вектор-функция состояния, А = {Й;j }-n Х n-матрица,

и = (и1 " .. , ип )-n-мерная вектор-функцияуправления, на которую могут

быть наложены два типа ограничениятипа (4.2), (4.3).
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Функпив Yi(t), i =~, удовлетворяют следующим начальным УС.710ВИЯМ:

Yi(O) = bi, (4.6)

где Ь; > О , i = 1, п,- заданные веотрицательные величины, и фазовым

ограничения.>,.{

Yi(t) ~ О, i = l , n , t Е [О, Т). (4.7)

в рассматриваемой модели время процесса Т > О фиксировано.

Для решения задачи оптимального управления (4.4)- (4.7) используем

привцап максимума и теорему 2.1 главы 1. Введем в рассмотрение констан

ту >. 2: О , сопряженн ую вектор-фувкцию p(t ) = (P1(t), ... ,pn(t» , соответ

ствующую ограничениям типа равенств (4.3), и векторную положительную

меру p(t) = (Jl l( t), . . . ,pn(t», соответствующую фазовым ограничениямти
па неравевств Yi(t ) 2: О, i = 1, п. Составим функцию Повтрягина задачи
(4.4)- (4.5):

H (t ,y ,u,},o;p(t» =
п п п

=-},О (~)СiУi +' Uidi» + L P;(t)(I: aijYj - и; ) ==
; =1 i=l j = l
пп п n

= L и; ( ->'od; - Pi(t») - },о L Ci Yi +L LP;(t)aijYj . (4.8)
;=1 ;=1 i=l j = 1

Рассмотрим первый тип ограничений на управление - случай а).

Пусть },О = О , тогда функция Поптрятина примет вид

n n

H (t , У, u,p(t» =LPi(t)(L: GijYj - щ) .
i= l j=l

Для нахожденияоптимальногоуправлениянадо решить задачу

(4.9) \

n

- '"Р 'и' -1 шах илиг: II uЕи'
.=1

n

L PiUi -; min,
i=1 uЕи

i = 1,п, (4.10)

где U = {и Е JRn ;O ~ и;. ~ Bi,i = 1 ,п}. В силу аддитивности минимизи

руемой функции и независимости ограничений на управление эта задача

разбивается на n задач :

р;U; -; min, О ~ u; ~ Bi, . i = l,'n.
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(4.11)

Используя П.РИНЦИП максимума Понтрягина, найдем оптимальное упра.вJJе..

ние, которое зависит от знака фуН1ЩИЙ Pi(t), i::;: 1, n: .

{
О , pi(t) > О,

ui(t) ::;: В" Pi(t) < О,

[О, В,), p,(t)::;: О.

Применяя теорему 2.1, запишем систему интегральных уравнений для на

хождения сопряженных функций;

'i n т

p,(t) = !(?:,pjaji)dr +! dP. i, 1, n . :
t }=1 t

Предположим, что меры /l-i имеют веотрицате льную плотность Pi, i =I;n

dj.J.; = p,dt,

тогда предыдущее равенство с учетом (4.12) имеет вид

l ' Т

pi(t ) = jC{:,p;a;i)dr + j Pidt, i = 1, n.
~ t }=1 t

Дифференцируя по t равенства (4.13), получим

n

pi(t) =- I>;aji ., Pi, i =1,n.
;=1

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Неотрицательные меры сосредоточены на множествах Т, = {t Е [О, Т);

Yi(t) = О}. Это означает, что y,(t)dP.i = О , i =г,n.

Используя обозначение (4.12), получим YiPidt = О , или т.к. величина
dt > О, то YiPi = О, i ::;: г,n. Условия травсверсальноств имеют следующий

вид:

Рассмотрим регулярный случай, когда >'0 ::;: 1. В этом случае функция

. Понтрягина примет вид

H(t,y,u,p(t)) ::::;
ппп ·n

= - :2)с,у; + u,d,) + :L LPi(t)aijllj - ЕIJ,;(t)щ .
,=1 ,=1 з= 1 ,::;:1
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11з принциnа максимума следует, что для определения оптимального упра

вленИЯ НУ'ЖНО ре11ШТЬ следующую конечномерную задачу мивимизации:

n .

. 2:)di +Pi)U; -+ пllп,
i=1 и Еи

где И = {и Е ]Rn;O::; u; $ Bi,i = 1,n}.
В силу аддитивности мвнимизвруемой функции и независимости огра

ничений на управление в каждой из групп для определения оптимального

управления следует решить следующие n задач:

(di+Pi)Ui-+ .шш , i = 1,n.
0:Su;$B;

Используя правцвп максимума, найдем оптимальное управление

{
О, (di +Pi) > о ,

ui.(t ) = B i , (di +Pi) < о , i =1, n

[О, Bi), (di +Pi) = о .

(4.15)

Согласно теореме 2.1, сопряженные функции удовлетворяют системе инте

гральных уравнений :

т ' Т

pi(t) =J(-Ci + tPjaji)d7 +Jdl1i , i = 1, n .
t .1=1 t

(4.16)

Используя, что dl1i = {;idt и, дифференцируя по t равенства (4.10), получим:

n

pi(t) = Ci - Lpjaj i - Pi, Pi(t)Yi(t) = О, pi(t) ~ О, i = 1, N.

j =l

Условия трансверсальностив регулярном случае имеют вид

Pi(T) = J.! i[T}, i::;: r:n.

(4.17)

(4.18)

Рассмотрим второй тип ограничений на управлевие, а именно случай б).

Функция Понтрягина, как в в случае а), определяется выражением (4.8).
Из прmщиnа максимума следует, что для определения оптвмального упра

вления нужно решить следующую задачу:

( 4.19)
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n

где и = {и Е ]Rn; L U; :::: в, щ(t) :::; О , i = Г,7i".
i = 1

Краевая задача принцила максимума включает в себя исходную систе.-

му (4.5), в которой оптимальное управление u*(t) является решением зада

чи (4.15) , систему уравнений для сопряженных функций (4.17) и УС.;товRя

трансверсальности (4.18).
Для решения этой задачи можно использовать численные методы, осло

ванные на сведении исходной непрерывной задачи оптимального управле

ния к дискретной задаче [1J.
В случае n =2, используя теорему 2.3 главы 1, можно найти аналвтвча,

ское решение задачи (4.2)-(4.7), в которой а21 = О , al2 = с , с, = 1, di = d. В
этом случае задача оптимального управления состоит в определении мак-

симума функцяовала .

т

J(u) = - J [d(UJ +~2 ) +Уl +v2Jdt
о

при динамических ограничениях

'фазовых ограничениях

Yi(t) :::: о , i = 1,2,

- ограаичевиях на функцию управления

2

И = {и Е JR2 j L Щ :::; В, ui ~ О, i = 1, 2}.
i = 1

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

Для построения оптимального решения задачи (4.20)-(4.23) применим тео

рему 2.3 главы 1. ' ..
Построим функцию Понтрягива:

Функция Лагранжа задачи (4.20)-(4.23) имеет вид

2 2

. L(t ,у , и, ),0 , /), р) = H(t, у, ы.р, ),0) + /)1УI +/)2У2 +2: щи; + Р'2(В - 2: щ).
. ~1 . ~ l
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используя принцип максимума, найдем оптимальное управление:

(4.24)

Введем обозначения :

с учетом которых задача (4.24) эквивалентна з~аче определения максиму

ма выражения

(4.25)

В силу теоремы Вейерштрасса непрерывная функция на компактном мно

жестве достигает своего максимального и минимального значения на его

границе , это означает, что в зависимости ОТ функций .\i(t ), i = 1,2 , опти

мальное управление будет принимать значения, лежащие на границе обла

сти U.
Анализ линейного -выражения (4.25) позволяет найти оптимальное упра

вление (u~(t), u2(t) ) в зависимости от знака функций .\i(t), i = 1,2:

u~ (t) =

О , 1) .\1 < О ,

2) О < '\1 < '\2 ;

В,1)А1 > 0,.\2 < о, U2(t) =

2)0< .\2 < .\1;

[О ,В) , ),1=0,

О , 1) О < ),2 < '\1,

2).\2 < О;

В , 1)0 <),1 < ),2 ' · (4.26)

2) О < '\2, ).1< О;

[О , В] , ),2 = О .

в особом случае, если ).1 = ),2 = )" или, с учетом их определения , если

Р1 = Р2, то оптимальное управление uHt) = О, если ),; < О :

ui(t )+ U2(t) =В, ,\ > О,

uHt)+ U2 (t) Е [О, В] , ), = О.

Используя теорему 2.3 главы 1, запишем уравнения для сопряженных

функций:

(4.27)
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Условия дополняющей нежесткости:

1I;(t)y;(/) = О; 11;(/) ~ О, i = 1,2.

Условия скачка для сопряженныхфункций имеют вид

(4.28)

(4.29)

откуда следует, что в точке разрыва должны выполняться неравенства
I

Задача (4.20)-(4.23) является автономной, поэтому функция Понтряги

на постоянна вдоль.оптвмальвого процесса Н'(/- ) = Н*(/+ ) = H *(t) =
Const.
В начальный момент времени у;(О) = YiO > О , i = 1, 2, поэтому в силу

непрерывности функций Yi(t ) существует отрезок [0 , 7), на котором y;(t) > О,

и поэтому 111 (t) = 112(t) = О .

Согласно принципу максимума на этом отрезке оптимальное управление

может быть двух типов: либо 'U ·(t) = (О, В) , либо 'U*(t) = (В, 0),
Пусть u·(t) = (О , В), t Е [О , т] , тогда, решая исходную систему диффе

ренциальных уравнений, получим

(4.30)

Учитывая начальные условия, найдем коэффициенты А , С:

, в

А=УО2 --,
а22

(4.31)

сВ сА
С=УО1 +-- - ---

ана22 а22 - ан
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Уравнения для сопряженных функций на этом участке имеют вид

(4.32)

Найдем общее решение этой системыг которое ·зависит от двух проиэволь

ных ПОСТОЯННЫХ Е, D:

(4.33)

Согласно принципу максимума, для того чтобы на отрезке t Е [О, -т) опти

мальное управление было равно (О, В) , 'с необходимостью должно выпол

няться одно из следующих условий :

. а) Л 1 < О , ),2 > О;

б) О < Л1 < ),2 '

Оно означает, что постоянные Е, D следует подобрать, так чтобы въшолня

лось либо условие а), либо условие б).

Рассмотрим случай а) Л1(t) < о , Л2(t) > О, t Е [О, -т]. ИСПОЛЬЗУЯ опреде

ления Цt) , i = 1,2 , получим следующие неравенства:

Р1 (t) > -лос,

p2(t) < -),ос;

или с учетом решения сопряженной системы

Ee- a l1 t +~ > -лос,
all

Е

t Е [О, т] ;
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Отсюда следует, что провзвольные постоянные Е, D ДОЛЖНЫ удовлетворять
неравенствам

Е> -ло(е + ~)еЙ l1 t , t Е [0,.7);
ан

D < -ло (е + аll - t )ей 1 2! + E t e'(a 22-GI1 ) t ,
а22 - ан а22 - all

Праваячасть неравевства(4.34а) принимает свое максимальноезначеНие

при t = О , так как все параметры задачи положительны, значит константа

Е должна удовлетворять неравенству Е > -ло (с + a1/ ).
Например, если Е =.О , то второе слагаемое в правой части неравенствя

(4:346) 6удет равно нулю. В этом случае правая часть данного нерввен

ства будет минимальна при t = 7 , И константа D должна удовлетворять

следующему неравенству:

D < -ло (е+ all- ~ )~Й11t.
а22 - а ll

Заметим, что подобранные выше константы Е и D в дальнейшем могут не

удовлетворять условию скачка в точке 7 . Читателю предлагается само

стоятельно найти все решения неравенств (4 .34а), (4.346) в зависимости от

параметров задачи (4.20)- (4.23). .
Если О < Л l (t ) < Az(t), то это означает, что выполняются неравенства

или

Pl(t ) < -.лос, p2 (t) < Pl(t), 't Е [0,7).

~ учетом решения сопряженной системы (4.33) данные неравенсгва экви

: валентны следующим:

I

t Е [0, 7],

t Е [0,7).

Отсюда получаем соотношения, которым должны удовлетворять постоян

ные E,D:

t Е [0,7J ,
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За..>1етим, что при t = 7' правая часть неравенства (4.35) принимает наи

:vrеньшее значение', так как все параметры задачи положительны. Тогда

константа Е должна удовлетворять неравенству

(4.36а)

Используя (4.356) и (4.36а), получим, что постоянная D в случае б) должна

удовлетворять условию

(4.366)

Функция Понтрягина H(t) вдоль траектории, соответствующей управлению

u* (t) = (О,В), t Е [О,7'],ЯВJIЯется постоянной и задается выражением

Легко убедиться , что ее полная лроизводная равна нулю:

dH \ (' ' ) . ( В) о • "_. = -ло У! + У2 + Р2 а22 У2 - -т Р2 а22У2,
dt

+ Р! (all Yl + еУ2 ) +Р: (a ll Yl + еУ2 ) =
= ->'О (аllУl + еУ2 + а22 У2 - В) + (ло - Р2а22 - CPl )(a22Y2 - В)+

+Р2 а22(а22У2 - В) + ( ло - Plall)(allYl +СУ2)+

+Pl (allal1Y1 + allCY2 +о:а22У2 - Ее) = о.

На данном отрезке времени функция У! (t) является монотонно воэрастаю

щей, так как Yl(t) > О, а функция Y2(t) монотонно убывает, если параметры
задачи удовлетворяют веравеяству

В
УО2 - - < О.

а22

в точке t = 7' функция Y2(t) пересекает ось У2 = О, при этом момент т

определяется уравнением

или
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Рассмотрим свойства оптимального пролесса на отрезке [т, Т] , на KOTOPO!vt

оптимальное управлениеu*(t) = (В , О). Если и2И = о, для t > Т , '1'0

Y2(t) == О и для монотонвого убывания Yl(t) необходимо выбрать, СоглаC1iо

теореме 2.3, управление ui (t) = В. Учитывая, что Y2(t) == О , t > Т, ИМее~

следующее уравнение для функции Y1(t):

Функция Yl(t) непрерывна, поэтому, решая это уравнение с начальным

условием

(4.37)

найдем

Y1(t) = (У1(Т) - ~)еа1З(t-Т") +~, t> Т.
ан ан

Если Yl (Т ) - a~1 < О, то Vl(t) монотонно убывает.

На участке "t Е [т';т] Y1(t) > О, поэтому 1I1(t) = О; функция Y2( t ) == О, а

следовательно, 112(t) ~ о.

Уравнения для сопряженных функций имеют вид

(4.38)

в силу прввципа максимума на интервале (т, Т) должно вьшолвяться одно

из следующих условий :

а) ).2(t) < О, >'l(t) > О;

б) О < >'2 < >'1

или , учитывая определение функций >.;(г) , i == 1,2, имеем

(4.39)

i = 1,2.

в точке Т возможен скачок сопряженных функций так , что должны ВЫПаЛ

нятьсянеравенства
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Если мы предположим, что на отрезке [7,Т] сопряженная функция по

стоянна, т. е , Р2 и)' = С2 , ' то должны выполняться неравенства

(4.40а)

(4 .40б)

Неравенства (4.39) накладывают ограничения на выбор произвольных по

стоянных С;, i = 1,2 .
Условия скачка в точке Т приводятся к следующей системе неравенств:

(4.41)

где 7 = а:;/ ln[B(B ":' Y02a22)- 1] . Для того чтобы доказать , что найденный
процесс удовлетворяет необходимым условиям оптимальности, требуется

подобрать постоянные D ,Е, Cj , С2 таким образом , чтобы они удовлетворяли

неравенствам (4.36), (4.40), (4.41).
В качестве самостоятельной работы читателю предлагается аналогич

ным образом рассмотреть процесс, в котором осуществляется переключение

с управления и' (t) = (В , О) , t Е [О, Т ) на управление u*(t) = (О , В ) , t Е [7,Т].

ДЛЯ найденных процессов следует вычислить максвмизируемый функпво

вал (4.20) и в зависимости от параметров задачи выбрать тот процесс, на

котором функционал (4.20) принимает максимальное значение.

Дискретная задача оптимального управления

Приведем задачу (4.2)- (4.7) к дискретному виду или осуществим редук

цию непрерывной задачи в .двскретную задачу оптимального управления,

используя схему Эйлера для вычисления провзводных и правило прямо

угольника для вычислениявнтегралв. В теоретическом плане вопрос об

эквивалентности непрерьrnной 'и дискретной задач требует дополнитель

ных исследований. Используя обозначения x;(t/ ) = Х/, u;(t/) = щ, i = О , n;
[= О , q -1, придем к следующей дискретной задаче оптимального управле

ния.

Требуется найти минимум функции

q-1 n

[([х], [и]) =:L 2:)с;х! +u!d;)~t
/=0 ;= 1
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\ при ограничениях, задаваемых рекуррентными соотношениями

(4.43)i =1,n; 1= О, q - 1 •
n

х;+! = x~ + 6t[L a;jx} - и~],
j=1

-Далее будем рассматриватьдва различныхдопустимыхмножествадля век;

торов управления:

(4.44б)

(4.44а)а) O~и~~B;, i=l,n; l=O,q-l ,

где з-: константа,

q-1 n

б) :L:I>~~B, O~и~ , i = l ,rL, I=O,q-l,
1=0 ;= 1

где В- заданная константа.

Фазовые ограничения и начальные УСЛОВИЯ в дискретной задаче имеют

вид

x~~O , i ="1,1i, l=O,q-l;

х?=Ь;, i = г,n.

(4.45)

(4.46)

В . л [р] - ( О q-1 ) 1+ 1 _ ( 1+ 1 1+1)
ведем множители г.гранжа - р , ... , Р , где Р - Р1 , . . . ,Рn ,

i = О , q - 1, соответствующие ограничениям типа равенств (4.43), и наборы

векторов рl = (pi , .. . , p~), ).,1 = ().,i , . .. , ).,~ ), 1= О , q - 1, соответствующих
ограничениям типа веравеяств (4 .44а) . Составим Функцию Лагранжа.

q-l n

.с(х,u,р,Ло,Л,р) = -Ло(LL(С;Х~ +u~d;)6t)+
1=0 ;=1 •

q-l n n

+L L>I+l(x;+l - x~ - D.t[2~>ijX; - и}J)+
1=0 .; = 1 j=1

q-l n q-1 n q-l n

+L L Л;(и; - B i ) .- ЬL J.t1x; - L L vfu;.
~O~l ~O~1 ~1~1

Согласно теореме о необходимых УСЛОВИЯХ минимума, для того чтобы допу

ствмый процесс [х ,'и] был локально оптимальным , с необходимостью долж

ны выполняться условия

д.с(х, и, ло,р , р) _ о . - 1
-~':"""'~l:;';":'~":" - , t =l,n, =O,q -1,

дх;

д.с(х, и , ло,р, р) _ О - 1
-....:--~l--'--"-..:..- , i=l,n, =O,q-l .

ди;

(4.47)

(4.48)
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'Учитывая определение функпии Лагранжа l.(x, и , >"о ,р , 1-1), эапишем усло

вИЯ стационарности :

al.(x, u,р, >"0 , >"1-1) = >.. c'D.t +pZ_p~+ l _ b..t ~p~+l _ 1":" о
. дх( о , . , ' L...J' J1., - ,

t j=1 .

al.(x, и, р, >"0 , >"/1-) =>"o6.t~ d,' _С. 6.tp~+l +>..( _ v ! - О
a l L...J'" ,-.u ·, ;=1

(4.49)

(4.50)

При этом не все множители равны нулю и удовлетворяют условиям допол

няющей нежесткости

I 1 - О
У;и; - ,

(4.51)

>.~(u~-B;)=O, i=г,n, 1=O,q-1.

С учетом того, что >'0 равно либо нулю, либо единице, число уравнений

совпадает с числом неизвествых функций Лагранжа , равным 6nq. Соотно

шение (4.49) можно разрешить относительно Р} :

n

1 1+1 Лt"'\' 1+ 1 1 \ Лt
Р; = р; + U L...JPj aj; + f.l;- ЛОU С;,

j=1

i =г,n, l = О , q - 1. (4.52)

(4.53)

Переходя к предел)' в формуле (4.52) при 6.t -+ О , мы получим уравнение

для сопряженных функций пранцяпа максимума:

n

p;(t) =- L pj(t)a;j + С; -,';(t),
j=1

которое совпадаетс сопряженнойсистемой, полученнойпри использовании

теоремы 2.3.
В случае, если множество допустимых управлений удовлетворяет усло

виям (4.446), функция .}1агранжа 6удет иметь вид

ч-1 n

Цх, u,р , >"0 , \ и) = ->'0(2.: 2)с;х1 +u~d;)D.t)+
1=0 ;=1 .

ч-1 n n

+L I:p;+1(x;+1 - x~ - D.t[I: a;jX;- uш+
1=0 ;= 1 j=1 '

ч-1 n ч-1 n ч-1 n

+ Л(2:LU; -' В) - LLf.l;X~- LLvfu~ .
1=0 ;= 1 1=0 ;= 1 1=0 ;=1
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Согласно теореме о необходимых условиях минимума в конечномерной экс

тремальной задаче, для того чтобы допустимый процесс (х, и] был локалЫrо

оптимальным, должны выполняться следующие условия:.

II!X! = о" ,

8С.(х, u,р, ),0, ),/1-) = >. с .Дt +р! _ р!+l _ дt ~ а "pl+1 _ 1/1 = О
8 1 О, " ~ З ' , 1", ,
х ·

t j=l

8L(x, и ,р, ),0 , ),р) = .>. дt~ d.+ дt !+1 + >.! _ ! - О
8

1 О ~, р, ,11, - ,
и ·, i=l

q-1 n

),(I:: 2:: и~ - В) = О, /1-~X~ = О,
1=0 i=l

'>'0 ~ о, Р: ~ О, II! ~ о, i = l,n, 1= О, q - 1,
n

X~+l - x~ - дt(L aijX} - u~J = о, i = l,n,l = О , q - 1.
j=l

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Полученные выше соотношения могут быть использованы для реализа

ции программы построения оптимального управления.

Замечание. В рассматриваемой модели возможно учесть два фактора:

первый - эффективность используемых средств лечения , предполагая, что

функции ri(Vi) зависят от числа инфицированных людей в i-й группе, при

чем ri(O) = О, ri(Vi) > О, ri/(Yi) $ О, и второй - воспитательная программа,

которая может влиять на число встреч здоровых и инфицированных людей.

В этом случае задача оптимального управления будет иметь следующий

вид:

т n

J(u(-)) = J?=(У; + CiU; + diVi)dt --+ inf,
о ,=1

У; = (;Ji(щ)fi(V) - ri(V)U;, Yi(t) ~ О, i = 1, n,

Yi(O) = ш», О $ u; $ ь.. о $ Vi $ ai , i = 1, n,

где функция (;Ji(Vi), характеризующая воспитательную программу здоровья,

обладает следующвми свойствами:

Выпишем функции Понтрягива и Лагранжа поставленной выше задачи и
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применам теорему 2.3 главы 1 о необходимых условиях оптимальности.

Ппп

Н =- L ('\OCi + Лiri )U i +L(,\;f;Шi(V;) - лоd;v; ) -'\0 LY;'
;= 1 ;=1 ;=1
ппп

с- =Н+L }Ji(bi - 'и ; ) +L 'У; 'Щ +L V;Yi·
;=1 i = l ;=1

Оптимальное управление согласно привпипу максимума определяется из

следующих условий:

Ui (t) =arg шах (-лос; + >'O ri)U;,
О:S;щ:SЬ;

v;(i) = arg шах ('\i f;w;(v; ) - лоd;v;),
O::;v;:Sa;

где сопряженные функции являются решением разрывной системы диффе

ренциальных уравнений

). .= "'о - ~л ·(t )w·(v ·)Gfj (Y) +~ crj (Y)u· - и.
I г.: » )) 8 ~8) "

j =l У; j =1 У;

V;(t)Yi(t ) =О , v;(t) 2:: о , i =l,1i",
л;(Т-) = 'У; 2: О, 'У; У; (Т) = О , i = l,1i",
л;(r-) = "';(т+) + }J;(r), }J;(r)y;(r) = О, }J; (r) 2:: О, i = 1, n.

Поставленная краевая задача в общем виде не решается аналитическя.

Приближенное решение может быть найдено методом функций штрафа и

редукцией к дискретной задаче оптимального управления или методом мно

гократной пристрелки .

§5. Алгоритмы построения оптимального управления

Ниже представлены два алгоритма построения оптимального 'решения

на примере задачи (4.42)-(4.46)(случatt а) . Первый использует принцап

максимума, второй - метод функций штрафа.

1. Организуем процедуру печати графиков функций x~ ,p~ , u~; i = 1, n,
l = О , q - 1.

2. Вводим параметры задачи:

- 'Коэффициенты С;, d;;
- начальные значщmя х?;
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- поэле:нентно матрицу А.;

- ограничения на управление Ui.

3. Формируем массив u~ , где часть (проиэвольно ) и~ = В , остальныIe
равны О . .

4. Формируем цикл по l и i по для нахождения X~. Расчет ПрОИЗВОдиТся

по следующей рекуррентной формуле:

n
1+1 1 л [~ 1 1]

Х; = Х; + L:>.t L.J aij Xj - и; .

j =1

(5.1)

5. Организуем цикл по k для нахождения и сравнения функлионала на

двух последних итерациях .

q-1 n

) " +1 = b.tLI)ciX~ + u;di).
/= 0 i=1

(5.2)

Если IJHl - Jk I < € И J H 1 < з- , то переходим к пункту 7.
6. Задаем конечное значение Р{ = о и формируем цикл по l и по i для

нахождения значений p~ с шагом по [, равным -1. Вычисления выполняются

по следующей рекуррентной формуле:

n
I 1+ 1 .л ""' 1+1 Л t

Р; = Р; + L:>. t L.J Pj a j i - L:>. Ci·
j = 1

(5.3)

В этом же цикле находим функцию переключевая для управления и~ :
Р/ = -di - р; .Проверяем следующие условия Р/ > о, X~ > О,если они од

новременно выполняются, то управлению и~ присваавается значение, рав

ное Вг, иначе и; ' := О. После 'того как сформирован набор управлений и;,

i = r,n, l = О , q - 1, возвращаемся к пункту 4.
7. Распечатываем значение ' фувкцвоаала последней итерации J~k+1) и

номер этой итерации k -+- 1. Переходим к пункту 1.

Метод штрафных функций .
Используя для решения задачи оптимального управления метод штраф

ных функций, получим следующую дискретную задачу.

Требуется найти минимум функции .

n q

I{[х], [uJ) =6t L I)CiX;+diU; + А/с(тах{-х; ; 0} 2] (5.4)
i=1/= 0
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при следующих условиях:

n
1+ 1 1 л .["" l 1]

Х; = Х; +ut L..- a i jXj - U; ,
j = 1

где оптимальное управление определяется условием (5.6)

{
О, di +p~ > О ;

и~ = Вс ; di + p~ < О;

. [O,Bi], d; +p~ = О, i =r;n,l =O,q - 1.

Значение p~ находим по формуле

(5.5)

(5.6)

~. ,"-- '

n

p~ =p~+1 +b.t LP;+la j i - Ao6.t[C;+2Ak ша.х{ -x~, О}] . (5.7)
1= 1

Коэффициенты Ak ...... 00 , k = 1, 2, ... - параметры метода штрафных функ

ЦИЙ.

Алгоритм (метод штрафныа: фу'н:кv,иl1).

1. Задаем проиэвольвое значение Ат • Организуем цикл по т = 1,2, ....
2. ' Задаем допустимый набор управлений [и]( О) , который состоит из эле

ментов и~, i = г,n, 1= О , q - 1.
3. Используя соотношение (5.5), вычислим набор векторов состояний

[х](0), который состоит из элементов X~ , i = г,n, l =О , q - 1.
4. Вычвслим по формуле (5.4) МИRимизируемую Функцию [(О) , завися

щую от процесса ([и] (О), [х](О») .

. 5. Для найденного процесса ([и]<О), [х](о») вычислим сопряженные векто

ры с компонентами p~ , i = r;n,l = О , q - 1 по формуле (5.7).
б . Согласно принцвпу максимума (5.3) , вычислим набор управлений

(и](1 ) .
7. Вычислим набор векторов состояний [х](l ) , соответствующий управле

ниям [u}(1), и функцию [(1).
8. Составляем разность 6.1(1)= 1(1)_1(0 ) и провернем условие 6.[(1) ::; О .

9. Если выполнено условие 6.1(1) ::; О, то ' переходим к пунхту 2, ис

пользуя набор управлений) найденных на следующей итерации. Процесс
повторяется до тех пор , пока модуль разности двух последующих прибли

жений минимизируемой функции 16.1(1.:) 1станет меньше заданной точности

с , т.е. 16.1(k)1 ::; с.
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; 10. Если на k-й итерации t:::.I( k ) > О , то уменьшаем шаг интегрирования

~t и воэвращаемся к пункту 2. .
'. 11. Получившийся результат запоминаем в массиве 11 возвращаемся к

пункт)" 1, задавая новое значение Ат .

В предложенном алгоритме важно исследовать зависимость оптимально

го решения от величины весового коэффициента Ат , т = 1, 2' .... Следует
так подобрать коэффициент Ат , чтобы дальнейшее его увеличение слабо

влияло на величину оптимального управления .
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ГЛАВА 4

МОДЕЛЬ СОРЕВНОВАНИЙ ПО БЕГУ

§1. Постановка задачи

На соревнованиях по бегу, плаванию, беговым конькам, велосипедвым

гонкам и др. результаты спортсменов определяются их возможностям~

развивать .максималъное усилие, запасами энергии , правильным дыхани

ем. Целью спортсмена является преодоление эаданвойдвстанцав за ми

нимальное время. Для этого спортсмен должен оптимально использовать

свою силу и энерг~ во время движения.

В работе [4] Келлер Дж. рассматривае т задачу о выборе оптимально го

ускорения движения и энергии на соревнова ниях по бегу как вариационн ую .

Эта задача как задача оптимальвого управления была поставлена в работах

Венке Х. [1 ,2]. .
В этом параграфе будут приведены основные положения, лежащие в

основе опвсания процесса оптимального выбора усилия и расхода энергии в

зависимости от физиологических факторов без учета психологических фак

торов , моделирование которых с математической точки зрения достаточно

сложно.

Подробно математическая модель этого процесса описана в работах [1,2] .
Здесь будут приведены ЛИIIIЪ основные идеи. Заметим, что аналогичная мо

дель может быть получена для соревнований по плаванию, беговым конь

кам, велосипедным гонкам и т.д. .
Пусть М - масса спортсмена, F - сила, развиваемая спортсменом,

R - сила сопротивлеввя воздуха. Можно считать, что эти силы пропор- . .
циовальны массе спортсмена, поэтому уравнение движения Ньютона имеет

вид

М» = F - R(x,v), (1.1)

или , поделив уравнение (1.1) на массу М, получим следующее дифферен

циальное уравнение:

v::f-r(x,v), (1.2)

где f- сила, развиваемая1 кг веса тела, Т- сопротивление движенвю на

1 кг веса, v(t)- скорость центра масс.
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Далее в модели все величины будут отнесены к 1 кг весу бегуна.

Мы будем описывать динамику как одномерное движение, где x(t) и v(t)
обозначают положение центра масс и скорость центра масс спортсмена со

ответственно. При этом закон Ньютона имеет вид

:i:=v,

v=f- r(x,v) - cv2
,

(1 .з)

здесь f- сила бегуна, приходящаясяна единицу его массы, усредненнаяза

время одного шага, функция т (Х , v) характеризует диссипацию внутренней

энергии спортсмена при движениии, cv2- сопротивление воздуха. Извест

но, что величина т(х, v) при средних значениях скорости является прак

тически постоянной величиной, а- При более высоких скоростях функция

т(х, v) растет линейно. Можно считать , что эта функция является адди

тивной, т.е,

Т(Х, v) +.cv2 = ТО(Х) + т! (v).

В работе [4] приводится значение коэффициента с ;:! 0.О037м-1 .

Если дистанция имеет наклон {(Х) или холмы с углом наклона {(Х), то

функция сопротивленияТо (Х ) определяется выражением

То (Х) = а +gSШ r(Х) ,

здесь g- ускорение свободного падения.

Если угол наклона {(Х) меньше 120, т.е. Ir(x)1 < 120, то, согласно [2], [5],
функция то(х) обладает следующими свойствами: .

1.8 ~ ТО(;С) ~ 5, Ir~(x)1 ~ 0.13, IT~(x)1 ~ 0.0033.

Далее будем использовать следующие определения функций rl(v) и То(Х):

{
·0, оозъ>, V ~ бм/с, { 2,

rl(v)= 0,б(v-:6)+0,ОО37v2, v ~ бм/с, ,то(х)= 2+9,8sin;(~),
r ~ О,

r ~ о.

Заметим, что если рассматривается движение на длинной дистанции, то

начальную фазу можно не учитывать , полагая v(O) = бм/с.

При беге и другом типе физической активности энергия черпается из

следующих четырех источников: .
1) АТФ и криатин фосфат - анаэробный энергетический источник;

2) глюколиз - анаэробный распад глюкозы на молочную и пировино

градную кислоты;

З) окисление глюкозы и гликогена - аэробный энергетический источник;
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4) окисление жиров - аэробный энергетический источник.

Анаэробный запас энергии в мускулах в момент t обозначим через E(t),
G(t).запас энергии в мускулах' и крови вследствие аэробного окисления глю

козы и жиров. Подчеркнем, что далее энергию E(t) мы будем в дальнейшем

называть анаэробная энергия, а G(t)- аэробная энергия. Хотя, конечно,

это разделение и название условно.

Уравнениедля анаэробнойэнергииE(t) является следствиемзакона со
хранения энергии и имеет вид

. fv .
Е = -- +a(t) + d1 (Е) ,

ТJ
(1.4)

здесь fVTJ-l расход энергии вследствие механической работы; множитель

ТJ-l (v) характеризует эффективность перехода химической энергии в меха

ническую и в общем случае зависит от скорости спортсмена.

Функция d1(Е) описывает увеличение энергии вследствие удаления кро

вью молочной кислоты и перевод ее к другим мышцам, где она окисляется,

при этом d1(E) = Опри больших энергиях Е> Еаа , для энергии Е ~ Еаа
d1 (Е) определяется выражением

Еоа = О.65Ео . (1.5)

Вследствие того, что мускулы не могут иметь неограниченный запас

энергии, анаэробная и аэробная энергии E(t) , G(t) соответственно ограни

чены и удовлетворяют веравеяствам \

о ~ E(t) ~ Ео, О ~ G(t) :5 Gi:J. (1.6)

в начальный момент времени, когда бегун находится в покое, его энергия. . .
известна, т.е.

Е(О) = Ео, G(O).=:.Go• (1.7)
-

Уравнение (1.4) вемоделирует вэмевевве энергии, если E(t) = Ео и пра-

вая часть этого уравнения положительна. В этом случае уравнение должно

быть заменено - на E1(t ) = О, потому что мышцы не могут сохранить боль

ше анаэробной энергии , чем Ео . Как мы увидим ' ниже, это ограничение не

является активным в данной задаче. .
Функция а(t) характеризует скорость роста энергии за счет дыхания, Т.е.

использования кислорода:

. . t t

a(t) = ао(Е, С)е-;- (1 - e-3D).
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Первый множитель в этом выражении указывает на зависимость ФУRК

[щи (7(t) от имеющегося в наличии гликогена и состояния мышц, причем

(7Е = О , если Е ~ Еоо , второй множитель характеризует усталость мышц,

работающих достаточно долгое время . В большинстве случаев этим факто

ром можно пренебречь, также можно иренебречь при t > 120 с в последнем

множителе вторым слагаемым, который описывает начальное, стартовое

увеличение значения функции a(t) . Функция (70 (Е, С) линейна по G

с
(70 (Е, С) = (700(Е) СО • (1.9)

Функция (700(Е) = 26, если Е ~ О, 6Ео , и линейно возрастает от 18 до 26
на отрезке Е Е [О; О, БЕоJ .

- Изменение аэробной энергии во времени определяется процессами, про

исходящими в печени и мышцах в результате окисления жиров и глюкозы:

Первое слагаемое характеризует окисление глюкозы в мышцах в процессе
дыхания. Второе слагаемое указывает на то, какая часть глюкозы уча

ствует в глюколиэе. Параметр а ~ 19, если Е ~ Еоо ; а = О , если глюколиэ

не происходит при Е > Еоо . На отрезке Е Е [О, 5Ео; О, 7Ео] этот параметр

изменяется линейно от 19 до нуля.

Функция d2(E) описывает выделение энергии при окислении жиров в

печени И,согласно [2J, [5],может быть представлена в виде

d
2(E)

= { 1'2(СОО - С), G ~ СО , • (1.11)
' О , G> Соо ,

где 1':;1 = 3000 с, Goo = О.9Со .

Механическая энергия в мышцах образуется анаэробно из АТФ, фосфат

криатвна и ГЛЮЖОЗЫ, а аэробно - из глюкозы и жиров.

Условие (1.10) справедливо только в том случае, если J;f > (7. Если

D!. < (7, его следует заменить уравнением о = -а, одвакоэтот случай не
'1
реализуется в задаче соревнования по бегу.

Скорость спортсмена уменьшается с уменьшением энергии E(t), точнее,

мощность спортсмена определяется концентрацией АТФ.

Вследствие того, что при E(t) :::;; Еоо величина E(t) является и мерой

концентрации АТФ,согласно [l],можно записать следующее неравевство,

ограничивающеемеханическую мощность:

. fv
G = -(7 - а( - - (7) +d2(E).

'ГJ

fv
-:::;; Р(Е)+ а.

'ГJ '

14?-
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Функция Р(Е) , согласно [1],представима в следующем виде:

Р(Е) = шiп(Ро, Ep-l), Р ~ 22. (1.13)

Ограничение (1.13) существенно в ДВУХ случаях . На первой фазе движе

ния при t ~ 120 с мы используем предельное значение

На длинных дистанциях t > 120 с , величина Р много меньше своего пре

дельного значения вследствие эффекта Пастора.

Мы будем предnолагать,согласно [1], что Ро ~ 100W/Kr. Соотношение

(1.12), таким . образом является математической формализацией эффекта

Пастора.

Мышцы и сухожилия не могут выносить бесконечную нагрузку, поэтому

величина мышечног~ усилия ограничена величиной Р, т.е ,

O~f~F. (1.14)

Цель спортсмена состоит в прохождении заданной дистанции D за мини

мальное время Т. Здесь для ПРОСТОТЫ сначала исследуем задачу с фик

сированным временем процесса Т. При этом за данное время пробега Т

спортсмен должен так распределить свои усилия, энергию , чтобы пройти

максимальное расстояние х(Т).

Поставленная выше задача является задачей оптимального управления с

фазовыми и смешанными ограничениями, в которой управляющей функци

ей является усилие f, развиваемое спортсменом. Далее обозначим f = U(t),
а функциями состояния будут расстояние x(t), скорость v(t), анаэробная

энергия E(t), аэробная энергия G(t), t Е [О; TJ .
Решение будем искать в классе кусочно-вепрерыввых управлений и

абсолютно-непрерывных функций состоявия, с фиксированным временем

процесса Т . Задача со свободным временем и фиксированной дистанцией .

D = х(Т), т.е. задача быстродействия, представляет собой теоретический и

практический интерес и будет рассмотрена отдельно.

Приведем средние значения параметров задачи [5]:

Муж'Ч,u'/{,'Ы .

Жениппсы
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Если рассматривается бег на короткие дистанции t ~ 120 с , то измене

нием функции G(t ) можно пренебречь, в этом случае модель существенно

упрощается.

В качестве начального значения v(O) можно выбрать значение от 4 до

бы]«, т.к, набор этой скорости происходит за 1 - 2 с и в пределах точноста

исходных данных , используемых при расчетах, величина v(O) не влияет на

решение задачи.

Далее для построения оптимального решения задачи использована те

орема 2.3 главы 1 о необходимых условиях оптимальности в задачах со

смешанными и фазовыми ограничениями.

.§2.Математическая модель управляемого

процесса и необходимые условия . оптимальности

Итак, задача об оптимальном распределении усилий спортсмена, уча

ствующего в соревнованиях по бегу, может быть сформулирована следую

щим образом.

Требуется найти максимум функционала

J(u) = х(Т) -t шах

при следующих динамических ограничениях:

:1;= V ,

v =u - r(x,v) ,
. uv
Е = - - + <7 +d1 (Е),

ТJ
. uv

G = -О" - а( - - 0") +d2(G),
ТJ

ограниченияхна функцию управления

Iсмешанных ограничениях

uv
- ~ Р(Е) + 0",
ТJ .

.фазовых ограничениях

v ~ О, О ~ Е ~ Ео , О ~ G ~ Go,
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заданных начальных условиях

х(О) =О, v(O) =vo, С(О) =СО , Е(О) =Ео. - (2.6)

(2.10)

Участвующие в формулировке задачи функции (1, d1 , d2 , Р(Е) И необ

ходимые для ах определения постоянные параметры приведены в §1 этой

главы .

Задача (2.1)-(2.6) относится к задаче оптимального управления с фазо

выми и смешанными ограничениями.

Првменим теорему о необходимых условиях оптимальности (теорема 2.3
главы 1) в задаче оптимальвого управления со смешанными ограничения

ми .

Функция Понтрягина ЭТОЙ задачи -

Функция Лагравжв - -

uv
L(t,х, v,Е, С , и, >. , J..L .IJ) = H(t, х, 1J,Е, С , и , >') + 111(Р + о - - )+

17 (2.8)
+ 1121.1 + J..Lз (F - и) + IJ1E +v2(Eo - Е) + IJзG + IJ4 (GO - С) + IJ5 V,

где функциональные множители 11 = (11 1, 11 2, -11З, 114), -/) = ( /)1 ' /)2, IJз , /)4, /)5)'

>'0 _ ~ О удовлетворяю т условиям

111(t)(P(E) +(1- ~) = О,
17 (2.9)

J.l2(t)U = О, I1з(t)(F - и) = О, J..Li(t) ~ О, i = 1,4;

1I1(t)E = О, IJ2(t)(Eo - Е) = О, /)з(t)G = О,

114 (t)(GO- С) ;" О, /)5 (t)V = О, /);(t) ~ О, i = 1,4

и при любом t Е [О; т] не равны нулю одновременно.

Принцип максимума для задачи (2.1)-(2.6) позволяет определить опти

мальное управление u(t) :

- '>'з v
u(t) = arg шах [('>'2 - -v - 0:'>'4 - )uJ, (2.11)

uЕЩt .V(t» 17 '7
1.IV

где n( t ;y(t )) = {1.I : - - :Е; Р(Е) + (1 , О:Е; 1.1 :Е; р},
'7 _
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здесь y(t) = (x(t) ,v(t),E(t),G(t))- вектор-функция СОСТОЯНИЯ зада'ЧR

(2.1)-(2.6).
Отсюдаследует, что оптимальноеуправдениев зависимостиот функции

переключения

(2.12)

может принимать

{

Р,

uet) = О, '

;(Р{Е) + 0"),

значения :

если Ф(t) > О,

если Ф(t) < О;

если Ф(t) > О,

~и ~ Р(Е) + 0";

~и > Р+О". ·

(2.13)

Оптимальное управление не определяется с помощью прввпипа макси

мума, если Ф(t) ;:: О, и может принимать любое ' значение из отрезка [О; FJ.
Система Д!,!фференпиальв:ых уравнений ДЛЯ сопряженной функции в за

даче (2.1)-(2.6) имеет вид

(2.14)

Здесь , как и ранее, L означает, что функция Лагравжа. вычисляется

вдоль оптимального процесса.

Задача (2.1)-(2.6) является автономной, поэтому функция Повтрягина

.остается постоянной вдоль траектории и не имеет скачков, в то время как

у сопряженных функций возможны скачки. Выпашем условия скачка в

точках возможного разрыва функций >.,(t ), i =I;4:

>'2('-') =).2('+) + ~~(,), 712(Т) ~ О, l1Z(')V(,) = О,

>'з('-) .= >'з(,+) + 7]З (,) - 7]4 (,), 7]З('), 774 (Т) ~ О,

7]з(r)Е(т) = О, 7]4(1')(Ео - Е(т)) = О, (2.15)

>'4('-) ;:: >'4('+) + 7]5 (Т) - 7]6(1'), 7]5(7), 1]6(') ~ о,

1]S(7)G(7) = О, 716(7)(СО -G) =.0.
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Условия трансверсальности для сопряженных функции:

А1(Т-) = -Ао;

А2(Т-) = (1'1, СУ1 ~ О, . Cl'l v(T ) = О;

лз(т-) = СУ2 - Cl'з, СУ2, (1'з ~ О, (1'2Е(Т) = О,

А4(Т-) = СУ4 - СУ5, СУ4, СУ5 ~ О , СУ4С(Т) = О,

о:з(Ео - Е(Т» = О; (2.16)

O:5(GO - G(T» = О.

Задача (2.2),(2.6),(2.9)-(2.16) представляет собой краевую задачу прин

ципа максимума и предполагает использовавве численных методов.J!.ЛЯ по

иска оптимального управления. Разработка численного метода и решения .
такой задачи может явиться предметом научных исследований для соис

кателей и аспирантов. В этом разделе будут приведевы некоторые част

ные случаи решения задачи в предположении, что функция сопротивления "
r не зависит явно от Х, что является справедливым для бега по ровной

местности. При небольших дистанциях и времеНИ,меньше 100 с.функция

·G(t) ~ Go, и поэтому мы можем считать ее постоянной вдоль траектории.

Соревнования на средней дистанции

в этом разделе мы будем считать, что сопротивление движению r = r(v)
эввисит только от скорости, G(t) =Go, а также иренебрежем влиянием сла

гаемого d1 (Е) . Заметим, что функция Е(t) является вевоэрастаюшей в на

шей задаче, т.к, ее производная, равная (J'- IJ.ryv < -Р(Е) < О, является отри

цательной вследствие ограничения (2.4) на мощность спортсмена, поэтому

ограничение E(t) ~ Ео является веактиввым и соответствующие множите

ли в формулах (2.15), (2.16) равны нулю Zl1и) = Zl2(t) = О, 1Jз(t) = 1J4(t).
Множители Zlз(t) = 114(t) = О, так как функция G(t) = Go. Множитель

ZJs(t) = О, так как скорость движения v(t) > О. Скорость v(t) = О означала

бы, что спортсмен отдыхает на: дистанцаи. С учетом сделанных предпо

ложений исходную задачу можно упростить. Сформулируем следующую

задачу оптимизации. В этой постановке время Т изменяется от 10 до 100 с.

Необходимо найти максимум фymщионала

т

J(ч(-) =Jv(t)dt
о
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или минимум J(u(·)) = -х(Т) при следующих ограничениях:

v=u-r(v),
. uv
Е =-- + а(Е),

ТJ
uv
- ~ Р(Е) + а(Е) , E(t) ~ О,
ТJ

O~и~P,

v(O) = б, Е(О) == Ео - 40.

Для ее решения будем использовать теорему 2.3 главы 1.
функцию Понтрягина этой задачи

uv
Н(t,v,Е,и,л) = ЛОV+Л1(и-r) +Л2 (а- -).

ТJ

Функция Лагранжа Имеет вид

L(t , v,Е, и , Л, jJ, 11) = лоv + ), 1 (и - r) + Л2 (а _ uv )+
ТJ

uv+jJ(Р +а - -) + jJ1 и + jJ2(Р - и) +vE.
ТJ

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Построим

(2.22)

(2.23)

Согласно принципу максимума оптимальное управление определяется

выражением (2.13), в котором функция переключения Ф(t) имеет вид

(2.24)

и принимает значения, равные Р, О , (Р + a)TJv-1 , если Ф(t) =j; О. Особым
случаем является случай вырождения принципа максимума, когда Ф(t) = О .
на отрезке венулевой длины.

Запишем уравнение для сопряженных функций и условия трансверсаль

ности:

(2.25)
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Условия скачка для сопряженных функвиа-

.\2(Т-) = .\2(Т+) + 17(Т),

'17(т)Е(т) = О, 7] (Т) ~ О,

(2.26) ,

\

откуда следует, что в точке входа или схода с границы Е = О выполнены

следующие условия:

'\'2(Т-) ~ '\'2(Т+ )'

.\0 ~ О, '\'1 (Т) = О ,

(2.27)

.\2 (Т- ) == 012, 0I2Е(Т) = О, 012 ~ О. ' (2.28)

Из физического смысла задачи и авализа необходимых условий оптималь

ности можно предположить, что оптимальная траектория устроена следу

ющим образом. Вначале спортсмен движется с максимальным ускорени- :

ем u(t) = Р, t Е [О ; T1J , затем некоторое время t Е [Т1 ' Т2] он движется

с почти нулевым ускорением. Здесь движевие характеризуется тем, что

функция Ф(t) = о.. Скорость спортсмена, достигнув максимально воз

можного значения , далее изменяется незначительно . Завершает свой про

бег спортсмен t Е [Т2, Т] С максимальной допустимой мощностью, так что

u(t) = (p + (J) ryV- 1 .

При этом на первом участке оп максимально расходует энергию E(t), на
втором участке E(t ) ~ и(Е) > О спортсмен накапливает энергию E(t ) и на

третьем участке снова расходует ее. '

Пусть t Е [О, T1J, й(t) = Р, тогда уравнения движения и энергии имеют

вид

{

V = F - r (V),

Е = _ F~(t) +и(Е). (2.29)

На этом участке E(t) > О, поэтому v = О, jJ. = О, Т.К. (Fv) ry- l < и(Е)+Р(Е),

дифферевциальные уравнения для сопряженных функций имеют вид

(2.30)

Функция Понтрягина остается постоявной вдоль всей траектории в силу

теоремы 2.3 главы 1:
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Функция v(t) является решением уравнения (2.29) с начальным усло

вием v(O) = t'o. После того как найдена функция " v(t), можно ПРОПнте_

грироватъ дифференциальное уравнение для функции E(t) с начальным

условием (2.30) Е(О) =Ео - 40.
С учетом определения функций r(v), (J"(E)

r(v) = { 2 +0.0037v
2

,

2+ 0.0037v2 + О.б(v - 6),
(J"(E) = (J"oo(E),

v ~ 6м/с,

v > бм/с,

и, используя начальные условия и оптимальное управление , можно найти

функции v(t) и E(t) как решение задачи Коши для системы обыкновенных

дифференциальных уравнений (2.18).
Если t Е [7'2, Т), то u(t) = (Р + (J")1Jv-1 , при этом р ~ О и для построения

оптимального процесса следует решить систему

{
~ = (P ~ (J") 1J -r(v),

Е = -Р(Е).

(2.31)

Функция Р(Е) либо постоянная, либо линейная, поэтому второе уравне

ние легко интегрируется с известным начальным условием Е(7'2) , в резуль

тате чего легко определяется функция E(t) , затем с заданным начальным

условием V(72) ивтегрвруется первое уравнение и строится функция v(t) :
в точках 71 , 7'2 функции x(t), v(t ), E(t) являются непрерывными, т.е, их

значения справа и слева равны. Данные рассуждения позволяют построить

достаточно хорошее начальное приближение оптимального процесса.

Требуется отметить, что величины 71 , 7'2 являются неизвестными и долж

ны определяться с использова.нием условия правпапа максимума с помо

щью о.пределения знака функции Ф(t) приt "Е [О, Т] и: условий скачка. со- .,
пряженных функций в точке входа на ограничения (2.19) .

Нахождение функции Ф(t)- " достаточно сложная задача, Т.К. в этом

примере нам не известны значения сопряженных функций на конце отрезка

в точке t =Т.

Однако вдоль каждой траектории с фиксированными значениями 71 . и 7'2

можно вычислить функпвовал J(u(') ' который будет являться функцией

двух переменных '1 и 7'2' Определив минимальныезначения функдионала

на множестве {71, 72} Е [О , Т] х [О , Т] с помощью численных методов, мы

найдем оптимальные значения Т1 , Т2.
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Задачу (2.17)-(2.21) можно решать методом функций штрафа, который

описан в §1 главы 1. Введем функцию штрафа Pk(U(-)

т .

Pk(U() =. АА, j [(max{-E(t),о})2 + (тах{ ~v - Р -- а, О} )2Jdt. (2.32)
О

Тогда исходная задача заменяется следующей задачей оптимального упра

вления без фазовых и смешанных ограничений 06 определении минимума

функционала:

т

Jk(U('» =Pk(U(') - j vdt -чппп
о

при ограничениях:

iJ = u - r(v), v(O) =vo I

. . UV
Е = - - + а, Е(О) =ЕО I

ТJ •

O~и~P .

Функция Понтрягина задачи (2.33)-(2.36) имеет вид

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

2 . UV ?
H (t ,v,Е, и ,).) = -ло [Аk[(mах{ -E(t),О}) + (тах{-Р -- а + - ,О})-JJ+

ТJ
uv

+ЛОV +Лl(и-r (V» +Л2(U- -) •
ТJ

Оптимальное управление ii(t) находится согласно принципу максимума

ii(t)=arg шах {-лоАk(mах{-Р-а+UV,О}?+Ф(t)u},
O~u~F 17 ' . .

v
где Ф(t ) = Л1 -- ).2- .

17

(2.37)

Если ~ < Р+и, Ф(t ) > О , то u(t) == Р; если Ф(t) < О , то u(t) = О .
'1

Если ~V > Рч-а, то для определения u(t ) следует найти максимум функ-

ции ф(и) на множестве [О; Р] : .

UV )2
феи) = -лоАk( - - р -- u +Ф (t)и ,

17
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Вычислим первую и вторую производвые фувкции ф(u):

Введем u/c(t) :

Uk(t ) = Ф(t) 7]2 + (Р+ CТ) ТJ = (Р + cт)ТJ + Ф(t)
2v2 )'oA/c v . v А/с )

- Ф(t) ТJ 2
где Ф (t ) = -2 2' , .4k -t 00, k == 1,2) . ...

, v Ао

Оптимальное управление u(t ) определяется выражением

' { ( Р+ с) '1 !Ш. 0./ ' (( ) F_ . ,, + Ak' если ~ ,и /с t ~ ,
u(t) = Р" если щ(t) > Р,

О , если u/c(t ) < О .

Уравнение для сопряженных ФУНКЦИЙ-

(2.39)

(2.40)

(2.41)

. дН дт U
).1 = -- = - '\0+ ).1 - + '>"2-+av av ТJ

u uv+ 2).оААо - mах{ - - Р - а, О},
ТJ ТJ

. ' дН a17 (2.42)
),2 = - дЕ = ), 2дЕ - 2),oAk тах{ -E(t) ,О}- '

uv д(Р + ст)
- 2 ),оА/с mах{ - - Р - ст, О} дЕ .

ТJ '

Условия трвасверсалъвоста-

(2.43)

Краевая задача прнвципа максимума (2.34), (2.35), (2.41)-(2.43) может быть
решена методом пристрелки [6] или градиентным методом [7].
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§3. Соревнования по бегу на холмистой местности

Рассмотрим следующую задачу, в которой сушественно то , что функция

сопротивления r зависит от х .

Требуется найти максимум терминального функционала

х(Т) - шах

на множестве процессов , удовлетворяющих следующим условиям :

x= v, v=f-r(x, v), (3.1)

Е = - f v + O"(t) +d1 (Е), (3.2)
ТJ

. fv
G = -О" - 0'(=-- - 0") +d2(G), (3.3)

ТJ

О ~ f ~ f , (3.4)

О ~ E(t} ~ Ео , О ~ G(t) ~ Go, (3.5)

fv ~ Р(Е) +O"(t ), (3 .б)
ТJ .
х(О ) = О, v(O) = 6, Ео - 40 = Е(О) , G(O ) = СО . (3.7)

Функция Понтрягина этой задачи-

Здесь снова предполагаем, что фазовые огранвчеяия (3.5) не являются ак

тинными . Множители Vi, i = 1,2,3, .Ai(T) , i = 1,2,3 удовлетворяютусло

виям

fv
Vl~O, V2~O, Vз~О, Vl(--P-O")=O, (3.9)

ТJ

.Aj(T) =О , i = 1,2 ,3; .Ао(Т) = 1 • (3.10)

Система дифференциальных уравнений для сопряженных функций имеет
вид'
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(3.11)

).1 =-ло + Тv Л1 + Л'!!. )' (>'2 +алз) - f( '!!.)'V1.
1] 1]

).2 = -(О'Е +d~ ) >'2 - (а -1)О"ЕЛ3 +аЕи '!!. - О" )>'з + (Р' +O'E)Vl ,
" 1]

лз = -О'GЛ2 - (O"G (a - 1) + d~ )лз + O'GVl.

Функция Понтрягива линейна по управлению f . Введем функцию пере

ключекия

(3.12)

или, полагая 'I/J = >'2+алз, имеем

(3.13)

Заметим , что множитель л о (т) =1 О , Иначе >' ; (Т) = О , i = D,4, а зто

невозможно, т.к . тогда все множители Лагранжа,согласно системе (3.11),
будут равны нулю .

; Оптимальное управление снова, как и в §2, определяется знаком функ

I ции переключения , и для определения решения необходимо исследовать

, свойства функции Ф(t), t Е [О ; Т].

. Заметим, что в системе (3.11) два последних уравнения относительно
функций >'2(t), >'з(t ) не зависят от функций ло (t ) , Л1(t ) .

На последнем этапе диставцив, так как >'О (Т) = 1, л; (Т) = О , i ~ 1,2 , З ,

то , как следует из (3.11), Л1(t) ~ T "-t для значений t , близких Т, а функции

Л2(t), >'з(t) = О(Т - t) в окрестности Т. Таким образом , в окрестности

точки Т знак функции переключения ф(t) определяется знаком >'1 (t ), И Т.к .

ф(Т) = О , то эта функция положительна в окрестности Т.

Можно доказать следующие леммы [2] : "

Лемма 2.1. Функции Л2 (t ), >,з ( t) положительны на. (0,1).

Доказательство основывается на описании сопряженных функций с по

мощью субдифференциалов минимизируемого функционала [2J. Интегри

руя сумму дифференциальных уравнений (3.11) с конца при Т = t, мы

можем получить тот же результат, т.к. Ф(t), >'2 (t ), >.з(t) > О для t из окрест

ности Т, если Т- достаточно большая величина.

Функции ).2(t), >.з(t) можно рассматривать как теневые цены процесса,
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(3.14)

.Для того чтобы провести более полный анализ оптимального процесса,

следует изучить свойства функции Ф и ее производных . Мы имеем

ф' ::: _ ЛО +Л 1rIJ + ФС~)' + ф( ~)a - ЛЗ ~Ь-
п ТJ ТJ

- Vl [f( ~Y - " ( ~ ) (p! + О"Е +a:O"G)J,
ТJ ТJ

где а = О"Е +d~ + О!О"а,

Ь = О"Е +a:d~ + О"аа: +O!Gd1• .

Так как величины а и Ь малы , то доминирующими слагаемыми в опре

делении ф' являются первые три слагаемых .

Лемма 2.2; Функция иврвхпючепяя ф(t) не имеет отрицательных дуг

[2}.

для доказательства этого утверждения необходимо проаналяэироваяъ

различные случаи , однако очевидно , что если бы такая отрицательная ду

га существовала, то па этом интервале времени оптимальное управление

было бы равно нулю и поэтому такая дуга не может покрывать большой

промежуток времени, Т.К. если й(t) = f = О , то через три-четыре секунды

скорость с максимального значения упадет до нуля.

Доказательство леммы 2.2 основано на вычислении и анализе второй

производной функции переключекия ф,

В случае , если время Т < 1')00 с функция C(t ) = со = Const , тогда в

системе уравнений для сопряженных функций (3.11) лз (t ) == О .

Приведем дискретную задачу и формулы необходимые для ее решения

методом функций штрафа и градиентным методом . Для постро ения чи

сленного алгоритма перейдем к дискретной задаче оптимального управле

ния, которая состоит в максимиэацив функции

I[x, JJ = xq

при ограничениях

xi+l = x i +6~vi , - f i ~. О, f i S Р,

Vi+ l = vi + 6t(fi - r(x\vi)) ,
fi i

Ei+l =Й +6t(-~ + O" (ti, E i
) +dl (Е)),

. ."

f ivi
ci+l = с

; - 6t(O"i +а:;(-:;;- - O"i) - d;), i = О, q - 1,

fivi _ P(Ei ) _ O"(t;, Ei ) ~ О, i = О, q - 1 •
ТJ
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Составляя функцию Лагранжа задачи (3.15)-(3.18) и вьшисывая усло

вия стационарности , получим рекуррентные соотношения для определения

сопряженных векторов : .

>.t=.>.i+l_\iндrlЛt ,q 1 f.=q-1 ,0·,
о о '1 дх! IJ., ЛО = ,

.>.i = >.f+l + >.~H t::..t _ >.f+l дт
!

t::..t _ .A~+ 1 fi !lt-
ovi ТJ

_ .A~+lc/fi t::..t _ Р5 jl ,
1/ 1/

>.j =О , f. =q - 1,0; (3.19)

.А!. =>.[+1 _ >.[+1 (да
!

+ Bdf )t::..t + .>.[+1 [ да
!

(1 _ ci)+
2 2 2 . дЕ! дЕ! З дЕ!

да! (Qfiv! _ [ )] l ( B(Pl + t/ ) )
+ дЕ! ТJ а + Рз дЕ! '

Ч =О , f. =q - 1,0 ;

е _ i+ 1 [+'1 ( да! ( е дa~ l да! l+ 1 да1

.Аз - >.з - >.з 7JEi 1 - о. ) - аС! )6 t + Jl- з дС! + >'2 дС! 6t ,

Ч = О, f. = q - 1, О;
fi v!

Jl-З(- - P(E i
) - a(t!., E i ) ) = О , f. = О , q - 1. (3.20)

7]

Условия стаиионарности по управлению :

Полученные соотношения могут быть использованы для построения чи

сленного решения итерадионным методом. Для примевенвя методапро

екции градиента уточнение управления на k + 1 ктерацив осуществляется

по формуле

если О ~ (Ji)C":+1) ~ F, в случае , если (Jl){k+1 ) > F, то строится проек

дня градиентного метода (Jl)(k+l ) = F, аналогично, если (Jl)(k -:1 ) < О , то

полагаем (fl)(k+1) = О.
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Наряду с задачей (3.1)-(3.7) можно рассмотреть аналогичную задачу, в

которой ограничение (3.6) учитывается в виде функции штрафа, и по.лу

чить для новой задачи уравнения для сопряженных векторов, аналогичные

(3.19)-(3.21). Сравнивая правые части выражений для ),1, легко построить
алгоритм для улучшения множителей J.l~ , f = О , q - 1.

Для построения решения можно использовать необходимые условия

оптимальноств в непрерывной задаче, которые указывают на характер

оптимального решения на отдельных интервалах времени, уточняя момен

ты переключения управления с помощью метода пристрелки. В данном

случае могут быть использованы алгоритмы, приведенаые в §5 главы 3.
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