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Метод Монте-Карло применен для исследования гистерезиса процесса плавления и 
кристаллизации нанокластеров золота с использованием многочастичного потенциала 
Гупта. На основе метода термодинамической теории возмущений получена размерная 
зависимость эффективной удельной полной поверхностной энергии нанокластеров 
золота.  

В последние годы достигнут значительный прогресс, как в теории, 
так и в развитии соответствующих численных алгоритмов в физике 
конденсированных сред. Одним из направлений компьютерного 
моделирования свойств металлов, в том числе исследования фазового 
перехода кристалл ↔ расплав, является применение метода Монте-Карло 
(МК) с полуэмпирическими потенциалами, параметры которых 
подбираются по экспериментальным данным, как правило, относящимся к 
массивной фазе.  

Практическая значимость исследования фазовых превращений в 
наночастицах, в частности фазового перехода кристалл ↔ расплав, связана 
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с необходимостью разработки теоретических основ получения 
нанокристаллов и возможного их практического применения в 
наноэлектронике. Исследование особенностей процесса плавления и 
кристаллизации нанокластеров позволяет прогнозировать интервал 
температур оптимальный для нанокристаллических рабочих элементов.  

При исследовании методами компьютерного моделирования систем, 
содержащих нейтральные атомы металлов и металлические наночастицы, в 
частности для определения термодинамических характеристик, 
необходимо использовать потенциал, адекватно описывающий их 
взаимодействие. К настоящему времени выполнено достаточно большое 
число работ посвященных решению задачи восстановления 
металлического потенциала [1-3]. Обычно для этого используются 
экспериментальные данные по энергии когезии атомов. В настоящее 
время, в расчетах свойств металлических нанокластеров наиболее часто 
используется потенциал Гупта [4-5]. Как и другие металлические 
потенциалы он является многочастичным и зависит от локальной 
плотности. 

Одним из важных свойств нанокристаллического состояния 
вещества является зависимость температуры плавления от размера частиц. 
В рамках термодинамического метода такую зависимость обычно 
связывают с условием максимума термодинамического потенциала 
системы, находящейся в метастабильном состоянии. Следствием этого, 
является известная формула Томсона, описывающая понижение 
температуры плавления наночастиц T∆  по сравнению с массивными 
образцами [6]: 

0

2
m m

s

T T T
H R

σ
ρ

∆ = − =
∆

,    (1) 

где 0mT  - температура плавления массивного образца, T  - температура 
плавления наночастицы радиуса R , H∆  - макроскопическая теплота 
плавления на единицу массы, sρ  - плотность твердой (кристаллической) 
фазы. Однако, применение к наночастицам базовых понятий 
макроскопической термодинамики, в частности, таких понятий как 
температура плавления, температура кристаллизации, фазовый переход в 
современной литературе не раз подвергалось сомнению и критике, 
поэтому требует дополнительного изучения и обоснования. 

Отметим также, что формула (1) лишь качественно описывает, 
имеющиеся экспериментальные данные о размерной зависимости 
температуры плавления [7,8] и не позволяет объяснить, экспериментально 
наблюдаемую нелинейность размерной зависимости ( )1T R− . Позднее в 

ряде работ [9-11] были получены соотношения для равновесной 
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температуры плавления ( )meltT R  твердых частиц и для частиц, покрытых 

слоем расплава толщиной δ  (скин-слой).  
Ранее нами был развит подход к исследованию размерной 

зависимости температуры плавления, основанный на применении 
энергетического варианта термодинамики необратимых процессов и 
позволяющий выявить некоторые дополнительные факторы, 
определяющий нелинейность размерной зависимости ( )1T R−  [12,13]. Если 

для размерной зависимости температуры плавления наночастиц 
существует достаточно большое количество аналитических выражений, 
что, безусловно, связано с наличием достаточно количества 
экспериментального материала, то для размерной зависимости 
температуры кристаллизации ( )cT R  нам известно лишь одно аналитическое 
приближение вида [14]:  

( ) ( ) 1 s l
c m

s

T R T R
H

σ σ
ρ δ

−
= −

∆
 
 
 

.     (2) 

При этом в формуле (2), необоснованно на наш взгляд, используются 
макроскопические значения , ,s l Hσ σ ∆ , а не соответствующие размерные 
зависимости поверхностного натяжения твердой и жидкой фаз ( ) ( ),s lR Rσ σ  

и  теплоты плавления на единицу массы ( )H R∆ . Отметим, что к 

настоящему времени практически отсутствуют работы по изучению 
размерной зависимости температуры кристаллизации наночастиц. По-
видимому, одно из первых экспериментальных исследований размерных 
зависимостей температуры плавления и кристаллизации для наночастиц 
свинца было описано в работе [15]. 

В данной работе для исследования гистерезиса процесса плавления и 
кристаллизации нанокластеров золота, взаимодействие в которых 
описывается многочастичным потенциалом Гупта [4], был применен метод 
Монте-Карло. На основе метода термодинамической теории возмущений 
[16] получена размерная зависимость эффективной удельной полной 
поверхностной энергии нанокластеров золота.  

Для построения атомистической модели наночастиц золота диаметра 
D  был использован следующий алгоритм:  

- сначала строится гранецентрированная кубическая решетка 
большого размера с длиной ребра элементарной ячейки 0.41 нм и углом 
между ребрами 90o;  

- далее выбираются координаты тех атомов, которые целиком 
принадлежат сфере диаметра D .  

Такой алгоритм неизбежно приводит к появлению огранки 
наночастиц. Отметим, что реально наблюдаемые наночастицы золота так 
же обладают огранкой [17]. Значение полной потенциальной энергии 
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наночастиц, содержащей A  атомов металла в случае использования 
потенциала Гупта дается выражением:  

1

2

1, 1,

,

exp( ( 1)) exp( 2 ( 1))
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A A
ij ij

i
j i j j i jAu Au
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где ijr  – расстояние между парой атомов с номерами i и j. Для атомов 

золота параметры потенциала , , , ,AuP D Qϑ ς  взяты из работ [4].  
В рамках данной работы проведено сравнительное исследование 

плавления и кристаллизации нанокластеров золота, содержащих от 43 до 
249 атомов. Для моделирования эволюции наночастиц при изменении их 
температуры и диаметра была использована расчетная схема, 
применявшаяся нами ранее [18], построенная на основе алгоритма 
Метрополиса [19].  

Изложим кратко основные детали построения случайных 
конфигураций наночастиц. В большом каноническом ансамбле случайное 
смещение, выбранного случайным образом i-го атома золота, из 
некоторого «старого» положения O в «новое» N определяется 
вероятностью перехода  

{ }( ) min 1,exp( / )BU k T→ = ∆O NP ,      (4) 
где U∆  – разность полных энергий (1), соответствующих двум 
положениям O и N. Периодические граничные условия к ячейке 
моделирования не применялись. Поскольку нас интересовало поведение 
только одной наночастицы, размер ребра ячейки моделирования L  
выбирался значительно большим по отношению к размеру изучаемой 
частицы ( 10D L = ). Для каждого выбранного набора параметров расчета 

было выполнено как минимум 510  МК – макрошагов расчетной схемы 
(отнесенных на каждый силовой центр) для плавления и 610  МК – 
макрошагов при кристаллизации после того как система переходила в 
равновесное состояние. Переход в равновесное состояние определялся по 
стабилизации полной энергии системы (2).   

Фазовый переход первого рода обнаруживается по скачку (излому) 
на калорической кривой, т.е. зависимости потенциальной части удельной 
(в расчете на один атом) внутренней энергии ( )U T  системы наночастица - 

пар. Кроме того, своеобразным аналогом определения температуры 
плавления и кристаллизации можно считать подход, в рамках которого 
вместо скачка (излома) потенциальной части удельной внутренней энергии 
исследуется пик на температурной зависимости удельной теплоемкости 

vc dU dT=  [20]. Возрастание теплоемкости происходит в очень узкой 
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температурной области вокруг точки фазового перехода, что позволяет с 
достаточной точностью определять температуру плавлении и 
кристаллизации кластера. 

Рассмотрим особенности поведения моделируемой системы вблизи 
фазового перехода твердое тело – жидкость. На рис. 1 представлены 
температурные зависимости потенциальной части удельной внутренней 
энергии нанокластеров различного размера, полученные при нагревании 
до температур существенно выше точки плавления с шагом ∆T~7K. Как 
видно из рис. 1 при определенной температуре, увеличивающейся с ростом 
числа частиц в кластере, происходит скачок (излом) внутренней энергии 
соответствующий фазовому переходу (твердое тело → жидкость). Чтобы 
излишне не загромождать рисунок интервалы ошибок для значений 
энергии не приводятся. По выполненным оценкам значение относительной 
ошибки составляют не более 1-2%. Полученные нами данные по 
температуре плавления наночастиц золота по порядку величины 
согласуются как с экспериментальными данными [21], так и данными, 
полученными на основе молекулярно-динамических расчетов [20] (см. 
Таблицу). Стоит заметить, что экспериментальные значения для 
нанокластеров золота в исследуемом диапазоне размеров ниже 
получаемых при моделировании. 
 
Таблица. Экспериментальные данные [21] и результатами молекулярно-динамических 
расчетов [20] температуры плавления нанокластеров золота в зависимости от их 
размера cR  (здесь под радиусом кластера понимается радиус инерции) 

N  ,cR нм  exp,mT K   ,MD
mT K   

55 0,61 - 538 
177 0,89 525 767 
249 1,01 619 - 

 
Одной из задач проведено исследования являлось определение 

области гистерезиса температур плавления и кристаллизации кластеров. 
Если для макроскопических систем фазовые переходы твердое тело → 
жидкость и жидкость → твердое тело происходят при строго определенной 
одинаковой температуре. Однако, в случае наночастиц переход из твердого 
состояния в жидкое и наоборот происходит в конечной температурной 
области ширины m cT T T∆ = − . На рис. 2 представлен гистерезис плавления 
– кристаллизации на примере нанокластера золота различного размера.  
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Рис. 1. Калорические зависимости потенциальной части удельной внутренней энергии 
нанокластеров золота содержащих 43, 55, 87, 177 и 249 атомов 
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Рис.2. Гистерезис плавления - кристаллизации нанокластера золота с 177N = . Верхняя 
кривая соответствует процессу кристаллизации, нижняя – плавлению. Для каждого 
значения внутренней энергии нами приведен интервал погрешности вычислений 
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Анализируя рис. 2 можно сделать вывод о том, что при охлаждении 
нанокластеров температура, при которой происходит скачок внутренней 
энергии, несколько ниже, чем соответствующая температура, полученная в 
процессе нагревания нанокластера. Этот результат также согласуется 
данными из работы [15,22].  

На рис. 3 представлены размерные зависимости температуры 
плавления и кристаллизации нанокластеров золота от величины 3 N , 
которая пропорциональна радиусу кластера cR . Видно, что размерная 
зависимость температуры кристаллизации гораздо менее выражена, чем 
соответствующая размерная зависимость для температуры плавления, что 
хорошо согласуется с результатами работы [8].  
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Рис. 3. Размерные зависимости температуры плавления (кривая 1) и кристаллизации 
(кривая 2) для нанокластеров золота. Сплошные кривые – аппроксимация расчетных 
значений, пунктиром обозначена макроскопическая температура плавления золота  

 
Необходимо также отметить, что соответствующие размерные 

зависимости имеют точку пересечения в области размеров порядка 0,7 нм, 
что по порядку величины согласуются как с нашими предыдущими 
оценками [23], так теоретическими [8] и экспериментальными данными 
[24]. С увеличением размера частиц ширина гистерезиса увеличивается, а в 
термодинамическом пределе должна сократиться скачком. 

Для исследования внутренней структуры кластера, а также для 
определения характера перехода нами были рассчитаны парные 
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корреляционные функции (ПКФ) до и после точки плавления кластеров. 
Анализ ПКФ дает возможность провести оценку первого 
координационного числа 1Z  и радиуса первой координационной сферы 
(см. рис. 4), что позволяет сделать выводы об особенностях фазового 
состояния системы.  

Как видно из рис. 4 до плавления система обладала высокой 
степенью упорядочения, что характеризуется серией узких, ярко 
выраженных пиков, положения которых отвечает характерным 
расстояниям гранецентрированной кристаллической решетки. На больших 

расстояниях 15Ar >
�

, ( )g r  плавно переходит в ноль, в силу ограниченных 
размеров кластера. Радиус первой координационной сферы равен 

примерно 3,8A
�

, что дает среднее число ближайших соседей в системе ~9,1 
(для сравнения первое координационное число для гранецентрированной 
решетки макроскопического кристалла равно 12). Учитывая, что у 
наночастиц имеется относительно большое число атомов расположенных 
на поверхности, полученное значение для 1Z  является вполне адекватным 
для случая гранецентрированной решетки. 

 

 
Рис. 4. Корреляционные радиальные функции для кластера золота, состоящего из 177 
атомов (до плавления 674T K=  – кривая 1, после плавления 1085T K=  – кривая 2, 
после кристаллизации 762T K=  – кривая 3). Приведены также мгновенные 
конфигурации кластеров соответствующие данным температурам 
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После плавления (кривая 2 на рис. 4), в корреляционной функции 
сохраняется положение только первого пика. Остальные пики при этом 
расплываются и ( )g r  демонстрирует поведение характерное для жидкого 
состояния, когда наблюдается серия быстро затухающих максимумов, что 
отвечает ближнему порядку. При этом радиус инерции кластера 
увеличивается, вследствие роста свободного объема, а первое 
координационное число уменьшается и составляет ~8,3. Переход системы 
в расплавленное состояние хорошо виден на мгновенном снимке 2 рис. 4.  

После кристаллизации, в системе восстанавливается дальний 
порядок, что видно по совпадению первых семи пиков кривых 1 и 3. Это 
так же следует из оценки 1Z , для которого получается значение ~9,3. 
Таким образом, можно заключить, что атомы снова упорядочиваются в 
узлах гранецентрированной решетки. При этом профиль ( )g r  
восстанавливается не полностью, т.к. после кристаллизации кластер 
приобретает иную форму, чем в исходном состоянии (см. мгновенные 
снимки системы 1 и 3 на рис. 4). 

В заключении еще раз отметим, что исследование гистерезиса 
плавления и кристаллизации металлических наночастиц актуально как с 
фундаментальной, так и с прикладной точек зрения. Это обусловлено 
широкими перспективами их применения в различных областях 
нанотехнологий от медицины до энергетики. Поскольку оптимальное 
функционирование наномасшабных устройств, в первую очередь, 
определяется температурной стабильностью образующих их 
наноразмерных функциональных элементов, является важным уметь 
прогнозировать влияние размерных эффектов на их термодинамические 
характеристики.  

Данная работа содержит количественные предсказания температур 
плавления и кристаллизации свободных наночастиц золота (т.е. частицах, 
не находящихся в той или иной конденсированной матрице), а так же 
макроскопическое значение для поверхностного натяжения. 
Моделирование структурных характеристик наночастиц было выполнено 
на основе метода Монте-Карло с использованием многочастичного 
потенциала Гупта.  

Мы полагаем, что в наночастицах, расположенных на твердых 
подложках, а так же входящих в состав наноматериалов, могут 
наблюдаться закономерности как аналогичные рассчитанным в данной 
работе, так и специфические особенности фазовых переходов. 
 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 07-03-00243-a). 
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Свойства малой сидячей капли, образующейся при нуклеации пересыщенного пара на 
частично смачиваемой твердой подложке, рассмотрены в рамках модели 
термодинамического потенциала системы как функционала профиля неравномерной по 
толщине жидкой пленки при локальном учете расклинивающего давления. Результаты 
сравниваются с выводами, полученными на основе рассмотрения обобщенного 
уравнения Юнга. Показано, что для согласования этих результатов необходимо 
учитывать не только линейное натяжение, но и его зависимость от размера капли, а 
также эффект адсорбции конденсата на поверхности подложки. 
 
Введение 
 

Конденсация пересыщенных паров на частично смачиваемых 
поверхностях широко встречается в природе и технических приложениях. 
«Запотевание» стекла вследствие образования конденсата является 
характерным примером, с которым мы сталкиваемся в быту. Твердые 
частицы, инициирующие образование атмосферных аэрозолей, также 
нередко лишь частично смачиваются водой. Конденсация пара на таких 
частицах происходит через зарождение и рост сидячих капель, 
образующих краевой угол с поверхностью частицы (см. рис. 1). 

 




