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Аннотация: С единых позиций на основе парного межатомного потенциала 

взаимодействия Ми–Леннард–Джонса и RP-модели нанокристалла рассчитаны как 

уравнение состояния, так и изменение теплофизических свойств нанокристалла Nb  

вдоль изотерм 300  K и 3000  K c ростом давления. Изучено изменение барических 

зависимостей теплофизических свойств и температуры плавления нанокристалла 

ниобия при уменьшении размера. 

Ключевые слова: ниобий, нанокристалл, размерные зависимости, уравнение состояния, 

температура плавления. 

 

1. Введение 

Ниобий широко используется в промышленности, технике, а также в 

атомной энергетике. Но в литературе очень мало данных о барических 

зависимостях его теплофизических свойств. По барическим зависимостям 

теплофизических свойств макрокристалла Nb  есть только одна 

теоретическая работа [1]. Барическая зависимость температуры плавления 

макрокристалла представлена только в одной работе [2]. Для 

нанокристалла ниобия барические зависимости теплофизических свойств и 

температуры плавления в литературе отсутствуют. По этим причинам в 

данной работе проведены расчеты барических зависимостей данных 

свойств, как для макро- так и для нано-кристалла ниобия.  

 

2. Метод расчета теплофизических свойств нанокристалла 

Для расчета теплофизических свойств нанокристалла простого 

однокомпонентного вещества необходимо определить, как потенциал 

взаимодействия пары его атомов, так и метод расчета, который основан на 

этом потенциале. Представим парное межатомное взаимодействие в 

кристалле однокомпонентного вещества в виде потенциала Ми-Леннард-

Джонса, который имеет следующий вид [3, гл. 3]: 

 0 0( )
( )

b a
r rD

r a b
b a r r


    

     
      

,  (1) 

где D  и 0r  – глубина и координата минимума потенциала,  1b a   – 

параметры.  

Тогда, используя приближение «взаимодействия только ближайших 
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соседей», температуру Дебая как функцию первого координационного 

числа и расстояния между центрами ближайших атомов можно определить 

из выражения [3, гл. 2; 4]: 

 

1/2
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8
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,  (2) 

где Bk  – постоянная Больцмана, функция wA  возникает из-за учета энергии 

«нулевых колебаний» атомов в кристалле, 
nk  – первое координационное 

число, которое в нанокристалле зависит как от его размера, так и от формы 

его поверхности [3, гл. 6], 1/3( ) 6 /pc k v   – расстояние между центрами 

ближайших атомов, /v V N  – удельный объем, V  и N  – объем и число 

атомов в нанокристалле: 
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m  – масса атома,  – постоянная Планка, 
pk  – коэффициент упаковки, 

( )nk  – первое координационное число в объеме нанокристалла. 

Используя для колебательного спектра нанокристалла модель 

Эйнштейна, для удельной (на атом) свободной энергии Гельмгольца 

нанокристалла можно принять выражение [3, 5]: 

( , )1
( , , ) ( ) 3 ( , ) ln 1 exp

2 2 ( , )

n E n
H n B E n

E n

k k cT
f k c T D U R k k c

k c T

          
             

        

, (4) 

где E  – температура Эйнштейна, которая связана с температурой Дебая 

соотношением [5]:   4 / 3 E  , 0 /R r c  – относительная линейная 

плотность кристалла, функция потенциальной энергии, в соответствии с 

(1), равна:   –) /( ( ) )–(b aU R aR bR b a . 

Положим, что зависимость функции nk  от размера и формы 

нанокристалла с поверхностью Гиббса не зависит от плотности и 

температуры, а определяется только числом атомов в нанокристалле N , 

параметром его формы f  и постоянными ( )nk   и 
pk . Тогда из (4) для 

уравнения состояния P  и модуля упругости TB  можно получить [6]: 
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Здесь введены следующие функции: 
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Из (2) легко найти выражения для первого  , второго q  и третьего z  

параметров Грюнайзена: 

 

2

(1 2 )ln 2 ln
, ,

ln 6(1 ) ln (1 )

1 3 (1 3 )ln ( 2)
(1 4 ) 2 ,

ln 1 6 (1 )

w w

T Tw w

w w
w

T w w

X Xb
q

v X v X

X Xq b
z X q

v X X


 

 

      
       

      

    
        

     

  (8) 

где функция: /w wX A   , определяет роль квантовых эффектов. 

Так как температура Дебая (2) не зависит от температуры при 

изохорическом нагреве, то изохорную и изобарную теплоемкости можно 

определить в виде [5]: 

 3 E
v B EC N k F

T

 
    

 
,   1 ( )p v pС С T  ,  (9) 

где коэффициент теплового расширения можно рассчитать по формуле [5]: 

 
3[ / (6 )]

v v o
P

T T o p

C C v

V B N B r k v

 




   
   

   
,   

3

0

6
o

p

r
v

k


 .  (10) 

Отметим, что если принять: N   , V   при /v V N const  , и 

,  ( ) ( )n nk N f k  , то формализм из (2)-(10) позволяет рассчитать как 

уравнение состояния, так и барические зависимости термодинамических 

свойств макрокристалла. Формализм из (2)-(10) был применен нами для 

расчета барических зависимостей макрокристалла ниобия в [7], где было 

получено хорошее согласие с экспериментальными данными. Этот метод 

был успешно применен при расчете свойств макрокристаллов железа, 

алмаза, кремния, германия [8] и молибдена [9]. В данной работе мы 

обобщим этот формализм применительно к нанокристаллу. Для этого 

необходимо определить функцию ,( )nk N f . 

 

3. RP-модель нанокристалла 

Для определения функции ,( )nk N f  используем RP-модель 

нанокристалла [3, 10], суть которой в следующем. Положим, что 

нанокристалл со свободной поверхностью Гиббса имеет вид 

прямоугольного параллелепипеда с квадратным основанием, ограненный 

гранями типа  100 . Величина /ps pof N N  – это параметр формы, который 

определяется отношением числа атомов на боковом ребре 
psN  к числу 

атомов на ребре основания 
poN . Для стержневидной формы 1f  , для куба 

1f  , для нанокристалла пластинчатой формы 1f  . Число атомов в 

нанокристалле, равное: 
3

po
N fN  , изменяется в пределах: 32 /  N   , 
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где ( )/ 6 pk   – параметр структуры.  

В рамках RP-модели зависимость нормированного среднего 

значения первого координационного числа от размера N  и формы f  

нанокристалла имеет вид [3, 10]: 

 
1/3
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n
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k N f
k Z f

k N

 
    

  
,  (11) 

Где ( ( ) )n nk k N    – координационное число для макрокристалла, 

 
2/3

1 2
( )

3
s

f
Z f

f


 .  (12) 

Функция формы ( )sZ f  достигает минимума равного единице при

 1f  , т.е. при форме куба. Для пластинчатых ( 1f  ) или стержневидных 

( 1f  ) форм значение ( )sZ f  больше единицы. Поэтому функция *( )nk f  из 

(11) при любом значении N  имеет максимум при  1f  , т.е. для наиболее 

энергетически оптимальной – кубической формы прямоугольного 

параллелепипеда. 

В рамках RP-модели для ( ),N f  – удельной (на единицу площади) 

поверхностной энергии грани  100  нанокристалла были получены 

выражения следующего вида [3, гл. 6; 10]: 
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.  (15) 

Таким образом, полученная в рамках RP-модели функция ,( )nk N f  

вместе с формализмом из (2)-(15) позволяют рассчитать зависимость всех 

решеточных и поверхностных свойств от размера и формы нанокристалла 

при данных значениях температуры и удельного объема. Для этого 

необходимо знать параметры межатомного потенциала (1). 

 

4. Параметры межатомного потенциала ниобия 

Кристалл ниобия (с массой атома ( ) 92,906m Nb   а.е.м.) имеет 

объемно центрированную кубическую (ОЦК) структуру. Для 

макрокристалла ниобия были использованы следующие значения  8nk  , 

 0,6802pk   и  0,76977  . Ниобий является одним из самых твердых и 

тугоплавких кристаллов, в связи с чем экспериментальное изучение его 

термодинамических свойств при высоких P T условиях очень 

затруднительно. Поэтому экспериментальных данных для барической 

зависимости теплоемкости, коэффициента теплового расширения и 
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температуры плавления в литературе нет. 

Параметры парного межатомного потенциала Ми-Леннард-Джонса 

(1) для Nb , определенные по методу, описанному в [3, гл. 3; 11], равны: 

 – 10

0  2,8648 10r    м,   /  21706,44BD k   К,   1,88,    5,81a b  .  (16) 

Заметим, что первоначально в [3, гл. 3; 11] все четыре параметра 

потенциала (1) однозначно определялись из замкнутой системы четырех 

уравнений, в которую входили четыре определенных из эксперимента при 

0T   K и 0P   величины: 0V  – молярный объем, 0L  – удельная энергия 

атомизации, 0 – температура Дебая и 0  – первый параметр Грюнайзена. 

Таким путем в [3, гл. 3; 11] был получен набор параметров (16). Но, как 

было указано в [8], величины 0  и 0  определяются из экспериментальных 

данных не вполне точно. Особенно это касается тугоплавких металлов. 

Поэтому в данной работе использовался другой метод определения 

параметров потенциала (1), который не связан со значениями 0  и 0 . Так 

как для ниобия 0 /  1Bk D  , то неопределенность величин 0  и 0  слабо 

скажется на вычисление параметра 0r , но существенно изменит величину 

D  и степени потенциала. Поэтому в данной работе величины D , b  и a  

были скорректированы как по изотерме 300T   K термического уравнения 

состояния 0/ , 3( )00KP V V , так и по величине ),(p P T  измеренной при 

нормальных условиях, т. е. при 0P   и 300T   K. Здесь 0/V V  – отношение 

молярных объемов кристалла при давлении P  и температуре T , и при 

0P   и 0T   K. Для ниобия величина 0, 3( K)00p  равна [12, стр. 173]: 
– 60,300K   21, 0) 3( 1p    K-1. Зависимость 0/ ,3( )00KP V V  была взята из работ 

[1, 13-15]. Она показана на рис. 1. Значения D , b  и a  были определены 

путем согласования рассчитанных по методу из (1)-(10) величины 

0, 3( K)00p  и зависимости 0/ , 3( )00KP V V  с указанными 

экспериментальными данными.   

Таким образом для параметров потенциала (1) ОЦК- Nb  получено: 

 – 10

0  2,8648 10r    м,   /  30200BD k   К,   2,3,    6,2a b  .  (17) 

Отметим, что здесь также как и в [16] не учитывается вклад в 

термодинамические параметры электронной подсистемы, ибо потенциал 

(1) описывает парное взаимодействие нейтральных атомов. Это 

обосновывается тем, что потенциал (1) описывает парное взаимодействие 

нейтральных атомов. Как было показано в [6, 17], погрешности, 

возникающие при расчете термодинамических свойств металла вследствие 

исключения из рассмотрения электронной подсистемы, очень малы.   

Параметры (17) были использованы нами при расчете барических 

зависимостей макрокристалла ниобия в [7], где было получено хорошее 

согласие с оценками других авторов. В данной работе мы изучим 
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эволюцию этих барических зависимостей при уменьшении размера 

нанокристалла ниобия вдоль различных изотерм. 

Рассчитанные на основе параметров потенциала (17) две 

изотермические зависимости давления от нормированного объема / o   для 

ниобия показаны на рис. 1. Две нижние линии – изотермы 300T   K, две 

верхние линии – изотермы 3000T   K. Сплошные линии – расчёты для 

макрокристалла, пунктирные – для нанокристалла из 
3

/  83poN fN    

атомов (
poN = 4 и f  = 1). Уменьшение роста давления при переходе от 

макро- к нано-кристаллу указывает на уменьшение модуля упругости с 

уменьшением N . 
 

0,96 1,00 1,04

0

20
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B

 Макрофаза 300 K (1)

 Макрофаза 3000 K (2)

 N=83, f=1, T=300 K (3)

 N=83, f=1, T=3000 K (4)

 

 

v/v
0

2

1

4

3

A

 
Рис. 1. Уравнение состояния для макро- (сплошные линии) и нано- (пунктир) 

кристаллов ниобия. 
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Рис. 2. Барические зависимости для удельной поверхностной энергии макро- и нано-

кристалла Nb . 
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На рис. 1 имеются точки пересечения изотерм уравнения состояния 

макро- и нано-кристаллов с координатами: 0,84AP   ГПа, 1 1/( ) ,00o A   , 

300T   K; BP = 9,25 ГПа, 1 1/( ) ,00Bo   , 3000T   K, в этих точках давление 

не зависит от размера для данной температуры. Отрицательная область 

давлений иллюстрирует ситуацию, когда кристалл однородно растянут 

внешним воздействием, т.е. 1,001/ o   . 

На рис. 2 представлены барические зависимости для   – удельной 

(на единицу площади) поверхностной энергии грани  100  для макро- и 

нано-кристалла Nb . Линии 1 и 2 – расчеты для макрокристалла вдоль 

изотерм 300  и 3000  K, линии 3 и 4 – расчеты для нанокристалла при 83N   

и 1f   вдоль изотерм 300  и 3000  K. На рис. 2 присутствуют характерные 

точки: 1,89AP   ГПа; ( ) 4,03AP   Дж/м2; 300T   K; 64,52BP   ГПа; 

( ) 4,44BP   Дж/м2; 300T   K, где значение ( )P  не зависит от N  при 

заданном значении T , для изотермы 3000T   K такие точки отсутствуют.  

На рис. 3 представлены барические зависимости ( )mT P  для макро и 

нанокристаллов с различным количеством атомов. Сплошная линия – 

расчеты для макрокристалла, линия с окружностями – нанокристалл c 

1300N   атомов ( 10poN   и 1f  ), штриховая линия 83N   атома ( 4poN   и 

1f  ). Видно, что с увеличением N  происходит возрастание ( )mT P . 

 

0 5 10
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2400

2800

3200

T
m
, К

 

 

P, ГПа

 N = 83, f  = 1

 N = 1300, f  = 1

 Макрофаза

 
Рис. 3. Барические зависимости ( )mT P  для макро- (сплошная линия) и нано-кристаллов 

с различным количеством атомов. 

 

Производные ( )mT P  по давлению для макро и нанокристаллов с 

различным количеством атомов показаны на рис. 4. Сплошная линия 

расчет для макрокристалла, линия с окружностями – нанокристалл с 

1300N   атомов ( 1f  ), штриховая линия 83N   атома ( 1f  ). Видно, что 

барические зависимости производной температуры плавления по 
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давлению  ( ( ) /)m mT P T P P     пересекаются в точке: 4,3xP   ГПа, 

( ) 61m xT P   K/ГПа. Очевидно, что при давлениях xP P  с ростом размера 

будет происходить уменьшение ( )mT P , а при xP P – увеличение ( )mT P , что 

показано на рис. 5. 
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Рис. 4. Производные ( )mT P  по давлению для макро- и нано-кристаллов с различным 

количеством атомов. 
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Рис. 5. Размерные зависимости ( )mT N  для двух изобар: 0P   и 10  ГПа. 

 

5. Выводы 

На основе параметров потенциала (17) и RP-модели нанокристалла 

впервые была изучена размерная зависимость как уравнения состояния 

ниобия, так и барических зависимостей удельной поверхностной энергии, 
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и температуры плавления. Также изучены производные этих функций по 

давлению. Показано, что при уменьшении размера значения mT  

уменьшаются вдоль изобары. Для   наблюдается более сложный ход 

зависимости, но при давлениях 50P   ГПа тенденция к уменьшению 

значения   с уменьшением размера сохраняется для изотермы 300  K. Для 

изотермы 3000  K значения   уменьшаются вдоль изобары. Впервые 

изучена размерная зависимость ( )mT P  вдоль двух изобар 0P   и 10  ГПа. 

Функции ( )mT P  для макро и нанокристаллов пересекаются в точке  

4,3xP   ГПа, ( ) 61m xT P   K/ГПа.  

В заключение отметим, что достоверность использованного здесь 

метода была продемонстрирована при расчетах размерных зависимостей 

температур плавления и кристаллизации золота в работе [18]. 
 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-29-11013_мк). 
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Abstract: From a general point of view, the equation of state and the change in thermophysical 

properties of Nb  nanocrystals along 300  K and 3000  K isotherms with increasing pressure were 

calculated on the basis of the Mie – Lennard – Jones pair interatomic interaction potential and the 

nanocrystal RP model. The change in the baric dependences of thermophysical properties and the 

melting temperature of niobium nanocrystal with decreasing its size was studied. 
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