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Аннотация. Рассматриваются алгоритмически неразрешимые
проблемы для уравнений в свободных группах с «достаточно про-
стыми» подгрупповыми ограничениями на решения, разрешенныхе
относительно неизвестных с простой правой частью. Исследуются
алгоритмически неразрешимые проблемы для уравнений в словах
и длинах в свободных полугруппах с одним дополнительным огра-
ничением на решение.
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Светлой памяти
Михаила Абрамовича Тайцлина

посвящается

Введение

Трудно отрицать, что на протяжении всей многовековой истории
«Алгебры» изучение уравнений играло достаточно важную роль.
Приведем цитату из монографии Ж.А.Серре «Курс высшей ал-
гебры» (Русский перевод, СПб: 1910): «Алгебра — это, по сути,
жонглирование уравнениями». Конечно, с начала 20-х годов про-
шлого века «Алгебра» — это наука об алгебраических операциях.
«Алгебра» изучает алгебраические структуры или даже алгебраиче-
ские системы.

Важную роль в истории «Алгебры» играет изучение уравнений и
их систем с различными ограничениями на решения. Эта традиция
прослеживается со времен Диофанта (предположительно III век
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н. э.), который начал изучать уравнения с рациональными (поло-
жительными) ограничениями на решения, то есть в современных
обозначениях системы вида

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝐺(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) &
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ Q+,

где 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 𝐺(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — многочлены с положительными
рациональными коэффициентами, то есть многочлены над множе-
ством положительных рациональных чисел Q+. Диофанта интере-
совал, прежде всего, вопрос о нахождении какого-нибудь рацио-
нального решения конкретного уравнения и нахождение (получение,
описание) всех его рациональных решений, отправляясь, как прави-
ло, от одного известного решения.

Вопрос, имеет ли рациональное решение рассматриваемое урав-
нение не обсуждался, в частности, из-за определенной простоты
рассматривавшихся уравнений — они имели, как правило, степень 2
и лишь две неизвестные и одно решение обычно легко находилось.

Важный вклад в изучение уравнений с ограничениями на ре-
шения внес П.Ферма, который во «Втором вызове математикам»
(британским) (1657 г.) рассматривает уравнение с ограничением на
решение

𝑎𝑥2 + 1 = 𝑦2 &𝑥, 𝑦 ∈ N

и предлагает доказать, что оно всегда имеет (натуральное) реше-
ние, если натуральное число 𝑎 не является полным квадратом и
найти какое-нибудь решение при нескольких указанных в «Вызове»
значениях 𝑎, в частности, при 𝑎 = 149109433.

Это уравнение теперь хорошо известно, с «легкой руки» Л.Эйле-
ра оно называется уравнением Пелля и обычно записывается в виде

𝑥2 − 𝑎𝑦2 = 1.

С тех пор изучение уравнений и их систем с различными ограниче-
ниями на решения — важная задача «Теории чисел», «Алгебры» и
«Теории алгоритмов».

Напомним, что 10-я проблема Д. Гильберта — это вопрос о суще-
ствовании общего метода (алгоритма), позволяющего по произволь-
ному уравнению с ограничениями на решения вида

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 &
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ Z,
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где 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — многочлен над кольцом целых чисел Z, опреде-
лить, имеет ли оно решение.

Хорошо известно, что эта проблема решена отрицательно в рабо-
тах М.Дэвиса, Дж.Робинсон, Х.Путнама и Ю.В.Матиясевича [20].
Отрицательно решается и равносильный предыдущему вопросу во-
прос о существовании алгоритма, позволяющего по произвольному
уравнению с ограничениями на решения вида

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 &
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ N,

где N — множество натуральных чисел, определить, имеет ли оно
решение.

Вопрос о наличии алгоритма, решающего проблему существова-
ния решения для уравнений с ограничениями на решения вида

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 &
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ Q,

где Q — поле рациональных чисел, в настоящее время открыт.
Вопрос о наличии алгоритма, решающего проблему существова-

ния решения для уравнений с ограничениями на решения вида

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 &
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ R,

где R — поле действительных чисел, достаточно давно положитель-
но решен А.Тарским, далеко обобщившим и расширившим метод
Штурма для уравнений с одной неизвестной. Более того А.Тарский
на этой основе разработал разрешающий алгоритм для элементарной
теории поля действительных чисел, то есть алгоритм, позволяющий
по произвольной замкнутой формуле Φ в сигнатуре ⟨0, 1,+, ·,6⟩ опре-
делить, истинна ли она на поле действительных чисел. В этой связи
необходимо указать на фундаментальный результат Ю.Л.Ершова,
Дж.Акса и С.Кочена, которые доказали разрешимость элементар-
ной теории любого поля Q𝑝 𝑝-адических чисел. Напомним, что по-
ле R действительных чисел и каждое поле Q𝑝 𝑝-адических чисел
являются пополнением поля Q рациональных чисел относительно
соответствующей нормы.

Напомним, что проблема разрешимости для уравнений с ограни-
чениями на решения вида

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 &
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ { 0, 1 }

является 𝑁𝑃 -полной.
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В заключение напомним, что Д. Гильберт доказал следующую
фундаментальную теорему:
Теорема 1. Для произвольных многочленов 𝐹𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 ∈ 𝐼, с
комплексными коэффициентами система

&
𝑖∈𝐼

𝐹𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0
𝑛

&
𝑖=1

𝑥𝑖 ∈ C

не имеет решения, если и только если многочлены 𝐹𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
𝑖 ∈ 𝐼, порождают в кольце C[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] единичный идеал, то есть
существуют такие многочлены 𝐺𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 ∈ 𝐼, с комплексными
коэффициентами, для которых выполняется равенств

Σ
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝐹𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 1.

1. Основные определения

Через 𝑀𝑚 мы будем, как обычно, обозначать свободный моноид,
то есть свободную полугруппу с пустым словом в качестве нейтраль-
ного элемента, ранга 𝑚 со свободными образующими 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, а
через 𝐹𝑚 — свободную группу с теми же свободными образующими.
Вместо 𝑎1 и 𝑎2 будем писать 𝑎 и 𝑏 соответственно.

Уточним некоторые определения, относящиеся к системам урав-
нений в свободных группах.
Определение 1 (Система уравнений в свободной группе). Си-
стемой уравнений с неизвестными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 в свободной группе 𝐹𝑚

называется выражение вида
𝑘

&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚), (1)

где 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) и 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) — слова в ал-
фавите {𝑥1, 𝑥−1

1 , . . . , 𝑥𝑛, 𝑥
−1
𝑛 , 𝑎1, 𝑎

−1
1 , . . . , 𝑎𝑚, 𝑎

−1
𝑚 }. Набор ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑛⟩

элементов группы 𝐹𝑚 называется р е ш е н и е м системы (1), если
при любом 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 в группе 𝐹𝑚 выполнено

𝑤𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑢𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚).

Две системы уравнений с одними и теми же неизвестными называ-
ются э к в и в а л е н т н ы м и, если множества их решений совпадают.
Используя, например, уравнение

[𝑥, 𝑎] = ([𝑥, 𝑏] 𝑦2)2,
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имеющее в свободной группе 𝐹𝑚 при любом𝑚 > 2 лишь тривиальное
решение 𝑥 = 1, 𝑦 = 1, любую систему уравнений (1) можно заменить
одним, ей равносильным, уравнением.
Определение 2 (Система уравнений в свободном моноиде, сво-
бодной полугруппе). С и с т е м о й у р а в н е н и й с неизвестными
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 в свободном моноиде (свободной полугруппе) 𝑀𝑚 назы-
вается выражение вида

𝑘

&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚), (2)

где 𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) и 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) — слова в ал-
фавите {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 }. Набор ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑛⟩ элементов
моноида 𝑀𝑚 называется р е ш е н и е м системы (2), если при любом
𝑖 = 1, . . . , 𝑘 в моноиде 𝑀𝑚 выполнено

𝑤𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑢𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚).

Две системы уравнений с одними и теми же неизвестными называ-
ются э к в и в а л е н т н ы м и, если множества их решений совпадают.
При 𝑚 > 2 система уравнений (2) равносильна одному уравнению

𝑤1𝑎1𝑤2𝑎1 . . . 𝑎1𝑤𝑘 𝑤1𝑎2𝑤2𝑎2 . . . 𝑎2𝑤𝑘 =

= 𝑢1𝑎1𝑢2𝑎1 . . . 𝑎1𝑢𝑘 𝑢1𝑎2𝑢2𝑎2 . . . 𝑎2𝑢𝑘.

2. Из истории обсуждаемого вопроса

Исследование разрешимости уравнений в свободных группах бы-
ло начато в конце 50-х годов прошлого века в связи с проблемой
разрешимости элементарных теорий свободных групп, поставлен-
ной А.Тарским [40]. Этому вопросу посвящены, в частности, рабо-
ты [12,24,26,37]. В 60-е годы прошлого века А.А.Марков предложил
использовать системы уравнений в свободном моноиде 𝑀𝑚 в каче-
стве одного из подходов к отрицательному решению 10-й проблемы
Д.Гильберта.

Системы уравнений в свободных моноидах (в свободных полу-
группах) также называются системами уравнений в словах. Первые
результаты в исследовании систем уравнений в словах были полу-
чены А.А.Марковым (не опубликовано) и Ю.И.Хмелевским [25] в
конце 60-х годов прошлого века.
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В эти же годы было начато изучение систем уравнений в словах
и длинах, то есть систем вида

𝑘

&
𝑡=1

𝑤𝑡(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑢𝑡(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) & &
{𝑖,𝑗}∈𝐴

|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 |,

где через |𝑥| = |𝑦| обозначен предикат «д л и н ы с л о в 𝑥 и 𝑦
р а в н ы». Первые результаты в исследовании систем уравнений
в словах и длинах были получены в начале 70-х годов в работах
Ю.В.Матиясевича [21] и Н.К.Косовского [8–10].

В 1976 году Г.С.Маканин получил в теории уравнений в сло-
вах фундаментальный результат, который был опубликован в 1977
году в работах [13] и [14], — он построил алгоритм, позволяющий
по произвольной системе уравнений в свободной полугруппе 𝑀𝑚

определить, имеет ли она решение. Несколько позже в работе [15]
1982 года Г.С.Маканин построил алгоритм, позволяющий по про-
извольной системе уравнений в свободной группе 𝐹𝑚 определить,
имеет ли она решение — он построил такую рекурсивную функцию
Φ(𝑑), что если данное уравнение с длиной записи 𝑑 имеет решение в
свободной группе, то длина каждой компоненты минимального (по
максимальной длине компоненты) решения не превосходит числа
Φ(𝑑). Это дает переборный алгоритм для распознавания разрешимо-
сти произвольного уравнения в свободной группе.

В связи с уже упоминавшейся выше проблемой А.Тарского о
разрешимости элементарной теории произвольной свободной группы
представлял интерес вопрос об алгоритмической природе фрагмен-
тов этой теории. Основные результаты в этой области были получены
Г.С.Маканиным — вскоре после опубликования работы [15] ему уда-
лось на том же пути доказать разрешимость экзистенциональной
(универсальной) и позитивной теорий любой свободной группы [16].
При доказательстве разрешимости позитивной теории свободной
группы Г.С.Маканин использовал результат Ю.И.Мерзлякова [22]
об устранимости кванторов общности в позитивных формулах, отно-
сящихся к свободным группам. Вопрос о разрешимости позитивной
теории свободной группы был сведен Ю.И.Мерзляковым [22] к
следующей проблеме для уравнений с ограничениями на решения:
Существует ли алгоритм, который для произвольного уравнения

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) = 1

в свободной группе счетного ранга определяет, имеет ли оно такое

Всероссийская научная конференция. Сборник трудов



Алгоритмические проблемы для уравнений в свободных . . . 31

решение 𝑔1, . . ., 𝑔𝑛, что 𝑔1 ∈ 𝐹𝑚1
, 𝑔2 ∈ 𝐹𝑚2

, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐹𝑚𝑛
, где 𝑚1 6

𝑚2 6 . . . 6 𝑚𝑛, 𝐹𝑚𝑖
— свободная группа c образующими 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚𝑖

.
Г.С.Маканин [16] построил искомый алгоритм, и тем самым

доказал разрешимость позитивной теории свободной группы.
После фундаментальных результатов Г.С.Маканина особый инте-

рес стал представлять вопрос о существовании аналогичных алгорит-
мов для уравнений в свободных моноидах, полугруппах и группах с
различными «не слишком сложными» и «достаточно естественными»
ограничениями на решения.

В работах [2, 3] первым автором была доказана алгоритмическая
неразрешимость позитивной ∃∀∃3-теории любой конечно порожден-
ной нециклической свободной полугруппы. Вопрос о разрешимости
позитивной теории свободной полугруппы счетного ранга в его кан-
дидатской диссертации 1973 года был сведен путем переноса методов
Ю.И.Мерзлякова [22] со свободных групп на свободную счетнопо-
рожденную полугруппу к следующей проблеме:
Существует ли алгоритм, который для произвольного уравнения

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) = 𝑢 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 )

в свободной полугруппе счетного ранга говорит, имеет ли оно ре-
шение 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛, где 𝑔1 ∈𝑀𝑚1

, 𝑔2 ∈𝑀𝑚2
, . . . , 𝑔𝑛 ∈𝑀𝑚𝑛

, 𝑚1 6 𝑚2 6
. . . 6 𝑚𝑛, 𝑀𝑚𝑖

— свободная полугруппа c образующими 𝑎1, . . ., 𝑎𝑚𝑖
.

На основе этого сведения в работе [5] на стр. 150 отмечается
«Нетрудно показать, что позитивная теория свободной полугруппы
Π∞ является рекурсивно перечислимой, но не известно, является
ли она рекурсивной». Через Π∞ обозначается свободная полугруппа
счетного ранга.

Ю.М.Важенин и Б.В.Розенблат [1], используя фундаменталь-
ный результат Г.С.Маканина [13], доказали, что для решения послед-
ней задачи алгоритм существует, это позволило им установить разре-
шимость позитивной теории свободной полугруппы счетного ранга.

Обобщая эти ситуации, Г.С.Маканин поставил в «Коуровской
тетради» [11] такую проблему для уравнений в свободных группах:

9.25. Указать алгоритм, который по уравнению
𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) = 1

в свободной группе 𝐹𝑚 и списку конечно порожденных под-
групп 𝐻1, . . . ,𝐻𝑛 группы 𝐹𝑚 позволял бы узнать, существует
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ли решение этого уравнения с условием 𝑥1 ∈ 𝐻1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐻𝑛.

Первые положительные результаты в направлении решения этой
проблемы были получены А.Ш.Малхасяном [17].

К.Шульц [38] рассмотрел аналогичную сформулированной выше
проблеме 9.25 Г.С.Маканина проблему для уравнений в свободных
моноидах (свободных полугруппах) с регулярными ограничениями
на решения и доказал следующее:
Теорема 2. Существует алгоритм, который по уравнению

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) = 𝑢 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 )

в свободном моноиде 𝑀𝑚 и списку регулярных подмножеств (язы-
ков) 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛 моноида 𝑀𝑚 позволяет узнать, существует ли
решение этого уравнения с условием 𝑥1 ∈ 𝐻1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐻𝑛.

Так как каждая конечно порожденная подполугруппа свободного
моноида 𝑀𝑚 является регулярным подмножеством (языком), то
решенная К.Шульцем проблема для уравнений с ограничениями на
решения в свободных полугруппах является естественным аналогом
проблемы Г.С.Маканина.

Ф.Дикерт [32–34] построил алгоритм, позволяющий по произ-
вольному уравнению

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) = 1

в свободной группе 𝐹𝑚 и списку регулярных подмножеств (языков)
𝐻1, . . . , 𝐻𝑛 группы 𝐹𝑚 определить, существует ли решение этого
уравнения с условием 𝑥1 ∈ 𝐻1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐻𝑛. Тем самым решена и
проблема 9.25 Г.С.Маканина. Более того, в указанных работах дана
оценка емкостной сложности рассматриваемых проблем.

Сказанное дает основания считать, что представляет интерес
дальнейшее исследование различных обобщений проблемы 9.25
Г.С.Маканина для свободных групп, моноидов и полугрупп, получа-
ющихся путем ослабления ограничений, налагаемых на подгруппы
(подполугруппы, подмоноиды, языки) 𝐻1, . . . , 𝐻𝑛.

3. Основные результаты

Основные наши результаты, которые мы хотели бы обсудить,
содержатся в следующих теоремах, доказательства которых ба-
зируются прежде всего на фундаментальной теореме М.Дэвиса,
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Дж.Робинсон, Х.Путнам, Ю.В.Матиясевича о диофантовости лю-
бого рекурсивно перечислимого множества [20].
Теорема 3. В свободной группе 𝐹2 со свободными образующими
𝑎 и 𝑏 можно построить такое семейство разрешенных относительно
неизвестных уравнений

𝑤 (𝑥𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) = [ 𝑎, 𝑏 ],

где 𝑤(𝑥𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — групповое слово в алфавите неизвестных 𝑥,
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, что невозможен алгоритм, определяющий для произ-
вольного натурального числа 𝑘, существует ли решение уравнения

𝑤 (𝑥𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) = [ 𝑎, 𝑏 ],

где 𝑥1 ∈ 𝐹
(1)
2 , . . . , 𝑥𝑡 ∈ 𝐹

(1)
2 , 𝑡 — некоторое фиксированное число

между 1 и 𝑛, а 𝐹 (1)
2 = [𝐹2, 𝐹2] — коммутант свободной группы 𝐹2.

Как обычно через 𝐹 (2)
2 = [𝐹

(1)
2 , 𝐹

(1)
2 ] обозначается второй комму-

тант свободной группы 𝐹2.
Теорема 4. Невозможен алгоритм, позволяющий по произвольно-
му разрешенному относительно неизвестных уравнению вида

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) = [𝑎, 𝑏]

в свободной группе 𝐹2 определить, имеет ли оно такое решение 𝑔1,
. . ., 𝑔𝑛, что 𝑔1 ∈ 𝐹

(2)
2 .

Заметим, что слово [𝑎, 𝑏], стоящее в правой части рассматривае-
мых в доказанной теореме уравнений, имеет длину 4. Следующая
теорема показывает невозможность дальнейшего уменьшения длины
правой части.
Теорема 5. Существует полиномиальный алгоритм, позволяю-
щий по произвольному разрешенному относительно неизвестных
уравнению вида

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) = 𝑔( 𝑎, 𝑏 ),

где 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) является групповым словом в алфавите неизвест-
ных 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, а 𝑔(𝑎, 𝑏) — элемент длины меньше 4 свободной
группы 𝐹2 со свободными образующими 𝑎 и 𝑏, определить, существу-
ет ли решение этого уравнения, для которого 𝑥1 ∈ 𝐹 (𝑠)

2 , . . . , 𝑥𝑡 ∈ 𝐹 (𝑠)
2 ,

где 𝑡 — произвольное фиксированное число между 1 и 𝑛, а 𝐹 (𝑠)
2 —

𝑠-й коммутант свободной группы 𝐹2.
Обозначим через 𝜙𝑖 следующий эндоморфизм свободной группы
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𝐹𝑚 ранга 𝑚 со свободными образующими 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚
𝜙𝑖 ( 𝑎𝑗 ) 
 𝑎𝑗 при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝜙𝑖 ( 𝑎𝑖 ) 
 1.

По аналогии с группой кос эндоморфизм 𝜙𝑖 назовем «э н д о м о р -
ф и з м о м в ы д е р г и в а н и я 𝑖- о й о б р а з у ющ е й».

Полагаем

𝑃 (𝑖)
𝑚 
 Ker𝜙𝑖, 𝑃𝑚 


𝑚⋂︁
𝑖=1

𝑃 (𝑖)
𝑚

и назовем 𝑃
(𝑖)
𝑚 п о д г р у п п о й 𝑖- ч и с т ы х э л е м е н т о в, а 𝑃𝑚 —

п од г р у п п о й ч и с т ы х и л и г л а д к и х э л е м е н т о в .
Ясно, что 𝑃𝑚 — нормальная подгруппа группы 𝐹𝑚, содержащаяся

в ее коммутанте 𝐹 (1)
𝑚 , 𝑃𝑚 ⊆ 𝐹 (1)

𝑚 , и 𝑃2 = 𝐹
(1)
2 , но 𝑃𝑚 ̸= 𝐹

(1)
𝑚 при 𝑚 > 3.

Теорема 6. При 𝑚 > 3 невозможен алгоритм, позволяющий по
произвольному уравнению в группе 𝐹𝑚

𝑤 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ) = 1

определить, имеет ли оно такое решение 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, что 𝑥1 ∈ 𝑃𝑚.
Следующую теорему можно рассматривать как усиление основ-

ного результата работы [31] о финитной неаппроксимируемости
проблемы разрешимости уравнений в свободной группе.
Теорема 7. При любом 𝑛 > 2 и любых неотрицательных 𝑚, 𝑝 и 𝑞
уравнение

((𝑥2𝑢)2+𝑝(𝑧−1𝑦2𝑣𝑧)2+𝑞𝑡2𝑚+3)4[𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2]

не имеет решения в свободной группе 𝐹𝑛, однако уравнение
((𝑥2𝑢)2+𝑝(𝑧−1𝑦2𝑣𝑧)2+𝑞𝑡2𝑚+3)4[𝑢, 𝑣] = [𝑎1, 𝑎2]

имеет решение в любой конечной факторгруппе 𝐹𝑛/𝑁 , где через
𝑎1 и 𝑎2 обозначены образы свободных образующих 𝑎1 и 𝑎2 свобод-
ной группы 𝐹𝑛 относительно ее естественного гомоморфизма на
факторгруппу 𝐹𝑛/𝑁 .

В качестве некоторого дополнения к предыдущим теоремам мо-
жет рассматриваться следующая теорема.
Теорема 8. Проблема разрешимости в свободной группе 𝐹2 для
уравнений вида

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = [𝑎, 𝑏],

где 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — слово в алфавите неизвестных, а [𝑎, 𝑏] — комму-
татор свободных образующих 𝑎 и 𝑏 группы 𝐹2 является 𝑁𝑃 -трудной.
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Заметим, что слово [𝑎, 𝑏] имеет длину 4. Для слов 𝑔 длины меньше
4 ситуация принципиально иная как показывает следующая теорема.
Теорема 9. Проблема разрешимости для уравнений вида

𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔,

где 𝑤(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) является групповым словом в алфавите неизвест-
ных {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, . . .}, а 𝑔 — групповое слово длины меньше 4 в ал-
фавите {𝑎, 𝑏} свободных образующих группы 𝐹2 полиномиально
разрешима.

Следующие теоремы относятся к уравнениям в словах и длинах с
некоторыми дополнительными ограничениями. Уже более полувека
остается открытым вопрос о существовании алгоритма, позволяюще-
го по произвольной системе уравнений с ограничениями на решения
в свободном моноиде 𝑀2 вида
𝑤 (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) = 𝑣 (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) & &

{𝑖,𝑗}∈𝐴
|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 |

определить, имеет ли она решение.
В связи с этим представляют интерес следующие теоремы

Теорема 10. Можно указать такое однопараметрическое семейство
уравнений с ограничениями на решения в свободном моноиде 𝑀2,

𝑤 (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) = 𝑣 (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) &

& &
{𝑖,𝑗}∈𝐴

|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 | & |𝑥1|𝑏 = |𝑥2|𝑏

с неизвестными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, с константами 𝑎 и 𝑏 и с параметром
𝑥, где 𝐴 — некоторое подмножество множества {{𝑡, 𝑠} | 1 6 𝑡, 𝑠 6
𝑛}, что невозможен алгоритм, позволяющий для произвольного
натурального числа 𝑚 определить, имеет ли решение уравнение с
ограничениями на решения

𝑤 ( 𝑎𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) = 𝑣 ( 𝑎𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) &

& &
{𝑖,𝑗}∈𝐴

|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 | & |𝑥1|𝑏 = |𝑥2|𝑏.

Теорема 11. Можно указать такое однопараметрическое семейство
уравнений с ограничениями на решения в свободном моноиде 𝑀2,

𝑤 (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) = 𝑣 (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) &

& &
{𝑖,𝑗}∈𝐴

|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 | & 𝑥1 ∈ 𝐿1

с неизвестными 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, с константами 𝑎 и 𝑏 и с параметром
𝑥, где 𝐴 — некоторое подмножество множества {{𝑡, 𝑠} | 1 6 𝑡, 𝑠 6
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𝑛}, что невозможен алгоритм, позволяющий для произвольного
натурального числа 𝑚 определить, имеет ли решение уравнение с
ограничениями на решения

𝑤 ( 𝑎𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) = 𝑣 ( 𝑎𝑚, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎, 𝑏 ) &

& &
{𝑖,𝑗}∈𝐴

|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 | & 𝑥1 ∈ 𝐿1.

Ф.Дикерт предложил (устное сообщение Ю.В.Матиясевича) изу-
чать в свободных моноидах системы вида

𝑘

&
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) 6 𝑢𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚), (3)

где для слов 𝑤 и 𝑢 в алфавите образующих свободного моноида
запись 𝑤 6 𝑢 означает, что п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь б у к в 𝑤

я в л я е т с я п о д п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ю б у к в 𝑢, то есть
существуют такое число 𝑛 6 |𝑤| и такие слова 𝑤1, . . . , 𝑤𝑘, 𝑢1, . . . ,
𝑢𝑘, 𝑢𝑘+1, что

𝑤 = 𝑤1 . . . 𝑤𝑘 𝑢 = 𝑢1𝑤1𝑢2 . . . 𝑢𝑘𝑤𝑘𝑢𝑘+1,

рассматривая их как обобщение систем уравнений (1), так как 𝑤 = 𝑢

тогда и только тогда, когда 𝑤 6 𝑢&𝑢 6 𝑤.

Отношение 𝑤 6 𝑢 является отношением частичного порядка
на моноиде 𝑀𝑚, то есть оно рефлексивно, транзитивно и анти-
симметрично. Это еще один довод для обоснования естественности
рассмотрения систем неравенств вида (1).

Вопрос об алгоритмической разрешимости проблемы совместно-
сти для систем неравенств (3) в настоящее время открыт. Но если к
отношению 𝑤 6 𝑢 добавить предикат равенства длин, то получим
алгоритмически неразрешимую задачу.

В дальнейшем равенство 𝑤 = 𝑢 будет использоваться как сокра-
щенная запись конъюнкции неравенств 𝑤 6 𝑢&𝑢 6 𝑤.

Теорема 12. Невозможен алгоритм, позволяющий для произволь-
ной системы вида

𝑘

&
𝑖=1

𝑤𝑖 6 𝑢𝑖 & &
{𝑖,𝑗}∈𝐴

|𝑥𝑖| = |𝑥𝑗 |
определить, имеет ли она решение.
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4. Заключение

Обсуждаемые в докладе вопросы, на наш взгляд, вписываются
в две фундаментальные проблемы, которые в 60-е годы прошлого
века сформулировал Сергей Иванович Адян:

• Где «проходит граница» между областями «Алгоритмически
разрешимые проблемы» и «Алгоритмически неразрешимые
проблемы»?

• Какие дополнительные условия «превращают» «Алгоритмиче-
ски разрешимую проблему» в «Алгоритмически неразрешимую
проблему»?
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