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Аннотация. В работе обсуждается проблематика определимости
и пространств отношений в исторической перспективе, обрисована
роль Альфреда Тарского и Ларса Свенониуса, рассматриваются
последние результаты, расширяющие полученные ранее для од-
нородных структур, в частности на случай пополнимых вверх.
Приложения включают языки описания баз данных, анализ CSP —
Constraint Satisfaction Problem (обобщенной выполнимости).
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Введение

В докладе будет идти речь о последних результатах и, главное,
об открытых проблемах теории определимости. Лейбниц мечтал о
lingua generalis — универсальном языке, в котором можно определить
любые понятия [1]. Частичным осуществлением этой мечта стала
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конструкция Анны Вержбицкой универсальной системы базовых
понятий любого языка [18,19].

1. История вопроса

Конец XIX–начало XX века ознаменовались поиском базовой
системы определений для математики наряду с поисками адекватной
системы доказательства. Результатами в области определений стали:

• Канторовская математика, где все свелось к одному виду объ-
ектов (множеств) и одному двухместному отношению (принад-
лежности).

• Арифметика Пеано.

• Геометрия, где итальянской школой, Марио Пиери и др. были
построены замечательные системы, за которыми следовало
построение Гильберта, интерес Тарского привел, в частности,
к прояснению вопроса о том, что двуместных отношений для
построения геометрии недостаточно (результат Линденбаума –
Тарского).

В 1900 г. в Париже последовательно прошли два конгресса —
Международный конгресс по философии и Международный кон-
гресс математиков (где Гильберт поставил свои Проблемы). На
каждом из этих конгрессах определимость была темой нескольких
докладов. В частности, Алессандро Падоа в своем докладе «Логи-
ческое введение в любую дедуктивную теорию» предложил метод
доказательства неопределимости какого-то отношения через дру-
гие [14]. По существу, это был метод автоморфизмов, центральный
в данной теории.

Эдвард Хангтинтон в свой статье 1916 г. [13] писал: «Существу-
ют четыре типа порядка, важных в геометрии и других областях
математики: линейный порядок, «между»; цикл; разделение двух
пар точек».

Все это вместе заложило основу для теории определимости.
Тарский сохранил интерес к определимости на протяжении всей

своей жизни, удивляясь тому, что, как он писал, «математики от-
носятся к понятию определимости с недоверием и подозрительно-
стью» [16].
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Одним из вкладов Тарского и его ближайшего коллеги Адоль-
фа Линдебаума в теорию определимости было построение алгеб-
ры Линденбаума –Тарского, «бескоординатного» варианта понятия
логически определяемого отношения. Результат Тарского (и Геде-
ля) о неопределимости в арифметике арифметической истины, как
теорема Тарского об элиминации кванторов, конечно, относятся к
жемчужинам теории определимости.

2. Теорема Свенониуса

Существует естественное антимонотонное соответствие Галуа
между пространствами определимости и группами перестановок
универсума — надгруппами группы автоморфизмов исходной струк-
туры.

«Теоремой полноты» для определимости стала теорема Свено-
ниуса, опубликованная в 1959 г. в журнале Theoria по философии
науки, издававшемся университетом Лунда [15]. Теорема утверждает,
что метод автоморфизмов всегда позволяет установить не определи-
мость, если допустить элементарные расширения — добавление «иде-
альных», «мнимых» элементов. Специалисты, например, Р. Бюхи и
К.Данхоф [7] оценили результат Свенониуса именно как теорему пол-
ноты для определимости, связывая этот результат с Эрлангенской
программой Клейна и отмечая медленное признание математиками
важности результата Свенониуса. Сегодня недооцененность этой
теоремы видна хотя бы из того, что статьи Википедии, относящиеся
к определимости, содержат аккуратные определения, в частности —
автоморфизма, но даже не упоминают теорему Свенониуса. В Вики-
педии все же есть посвященная Свенониусу статья, где говорится о
«’Svenonius theorem’ on decidability».

Тем не менее, определенный ренессанс в теории определимости,
начиная с 1960-х годов возник. Он был связан, помимо теоремы
Свенониуса, с теорией конечных автоматов и определяемых ими
отношениями (хотя и в этой области ссылок на Свенониуса не най-
ти). Многие задачи здесь формулировались фактически в терминах
теории определимости.
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3. Решетки определимости. Автоморфизмы

Начавшаяся цифровая эра сразу же привела к применению ком-
пьютеров к поиску информации. Поиск требовал упорядочения ин-
формации, например снабжения объектов атрибутами. Это быстро
привело к реляционным (то есть — «отношенным») базам данных,
иными словами — к алгебрам отношений (реляционные алгебры
Кодда и т. д.), а также — к соответствующим логическим системам.

При рассмотрении вопросов об определимости/неопределимости
одних отношений через другие, нам представляется разумным (сле-
дуя Тарскому) использовать бескоординатный подход. При таком
подходе, начав с некоторого семейства отношений на каком-то уни-
версуме, мы рассматриваем замыкание этого множества. Дав имена
конечному подмножеству отношений, можно написать формулу (в
логике первого порядка). Эта формула задает отношение на универ-
суме. Все получающиеся так отношения составляют пространство
определимости. Естественно, возникает задача описания решеток
подпространств определимости данного пространства (которое мо-
жет быть задана как реляционная структура).

В 1965 г. Клод Фрасне получил первое описание решетки опре-
делимости [12]. Это была решетка определимости порядка рацио-
нальных чисел, порождающими элементами для пространств были
отношения Хантингтона, к котором добавляется тривиальный мини-
мальный элемент — равенство. В последующие годы были получены
многочисленные результаты по решеткам определимости. Во всех
этих результатах рассматривались однородные структуры, для таких
структур имеется антиизоморфизм решетки определимости и решет-
ки замкнутых (в естественной топологии) надгрупп. Все найденные
решетки оказались конечными. Гипотеза Томаса (1991 г.) состоит
в том, что конечность имеет место для всех решеток однородных
структур [17].

Однородные структуры с конечной сигнатурой омега-категорич-
ны: все структуры, им элементарно эквивалентные, изоморфны.
Развивая проблематику дальше, мы предложили рассмотреть струк-
туры, для которых изоморфны все их элементарные расширения.
Такие структуры мы называем п о л н ы м и в в е р х . Если струк-
тура имеет полное вверх элементарное расширение, то ее решетка
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определимости антиизоморфна структуре надгрупп автоморфизмов
для этого расширения.

Рассмотрение полных вверх структур позволило нам впервые
получить описания решеток определимости для неоднородных струк-
тур, например, для следования целых чисел. Эти решетки оказались
бесконечными. Некоторое обобщение понятия однородности позво-
ляет строить соответствующие пополнения.

4. Специальные ситуации, ограничения и
приложения

Стараясь найти реалистичные ограничения исходных постано-
вок, можно рассматривать структуры с ограниченной логической
сложностью. Так например, для омега-категоричных структур имеет
место элиминация кванторов. Однако требование элиминируемости
кванторов в случае конечной реляционной сигнатуры оказывает-
ся слишком ограничительным (например, ему не удовлетворяет
арифметика сложения целых чисел). В работах автора, относящих-
ся к структурам на натуральном ряде в качестве естественного
обобщения рассматривались структуры с конечной (в частности —
реляционной) сигнатурой, где всякая формула эквивалентна экзи-
стенциальной [2–4]. Другой подход, использованный, в частности, в
автоматных моделях баз данных был предложен в работе [10], где
предлагается ограничивать число аргументов символов отношений
и функций, но допустить возможность их бесконечного количества
при элиминации кванторов. Представляет интерес сравнение двух
указанных подходов.

Еще одним подходом, приближающим нас к практическим зада-
чам, является рассмотрения свойства «обобщенной выполнимости»
или «задачи удовлетворения ограничениям» — Constraint Satisfaction
Problem (CSP) — выяснения вложимости конечной структуры в
заданную. CSP эквивалентна определимости с помощью ограничен-
ного класса формул: экзистенциальных от позитивных конъюнк-
ций — ограничений. И здесь также большой объем исследований был
выполнен для случая однородных структур и пространств опреде-
лимости, в частности, была сформулирована гипотеза о дихотомии
в сложности решения CSP [11]. Проблема была решена независимо
А.Булатовым [8, 9] и Д.Жуком [20] для вложимости в конечную
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структуру. В случае вложений в однородные структуры она бы-
ла поставлена М.Бодирским, М.Пинскером и А.Понграцем [5]. В
работе [6] она формулируется, как Infinite domain CSP dichotomy
conjecture для специального класса пространств в однородных струк-
турах. По-видимому, она имеет место и для некоторых структур,
пополняемых вверх.
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