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Аннотация. Теория сложности доказательств изучает длины
доказательств пропозициональных формул. За последние тридцать
лет в данной области произошло ряд существенных прорывов, а
также были открыты новые связи с другими разделами теории
сложности вычислений. Мы рассмотрим, как основные задачи
теории сложности доказательств, так и примеры применений.
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Один из наиболее естественных вопросов математической логики:
по заданному истинному утверждению оценить длину кратчайше-
го доказательства в какой-нибудь аксиоматической системе. Мы
сосредоточимся на этом вопросе для пропозициональной логики,
основном объекте теории сложности доказательств. Для удобства
вместо истинных утверждений (тавтологий) мы перейдем ко всю-
ду ложным утверждениям и будет рассматривать «доказательства»
невыполнимости пропозициональных формул. Следуя терминологии
теории сложности, мы будем изучать язык UNSAT невыполнимых
пропозициональных формул в КНФ.

Начнем с основного определения, которое было сформулировано
в работе [3].
Определение 1. Системой доказательств для языка UNSAT будем
называть такую полиномиально вычислимую функцию Π: {0, 1}* ×
{0, 1}* → {0, 1}, что:

• если 𝜙 ∈ UNSAT, то существует такое 𝑤 ∈ {0, 1}*, что Π(𝜙,𝑤) =
1 (будем говорить, что 𝑤 — это доказательство для 𝜙);

• если 𝜙 /∈ UNSAT, то для всех 𝑤 ∈ {0, 1}*,Π(𝜙,𝑤) = 0.
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Про системы доказательств можно думать в терминах игр. Рас-
смотрим двух игроков: Оптимист и Пессимист, которые получают
формулу 𝜙 в КНФ от 𝑛 переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. Оптимист считает,
что есть некоторый выполняющие набор для формулы 𝜙, то есть
такой набор значений 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ {0, 1}, что 𝜙(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) = 1.
А Пессимист считает что такого набора нет и пытается убедить
в этом Оптимиста, предъявив некоторое доказательство 𝑤. При
этом система доказательств определяется тем, какие доказательства
Оптимист считает корректными.

Одним из классических примеров систем доказательств явля-
ется резолюционная система. В данной системе доказательство 𝜋
для формулы 𝜙 представляет собой такую упорядоченную после-
довательность дизъюнктов 𝜋 := 𝐷1, . . . , 𝐷𝑠, что 𝐷𝑠 = ∅ пустой
дизъюнкт и для каждого 𝑖 ∈ [𝑠] либо 𝐷𝑖 это дизъюнкт 𝜙, либо най-
дутся такие 𝑗, 𝑘 < 𝑖, что 𝐷𝑖 получен из 𝐷𝑗 и 𝐷𝑘 путем применения
резолюционного правила

𝐶 ∨ 𝑥 𝐷 ∨ ¬𝑥
𝐶 ∨𝐷

или правила ослабления

𝐶 , где [𝐶 ⊆ 𝐷].
𝐷

В терминах нашего определения Π — это алгоритм, который полу-
чает вместо формулу 𝜙, и в качестве 𝑤 он получает резолюционное
доказательство, которое ему необходимо проверить.

Как мы уже замечали в начале, основной задачей сложности
доказательств является оценка размера кратчайших доказательств
невыполнимости формул в различных системах. И сложность доказа-
тельств — один из немногих разделов теории сложности, где удается
получить безусловные нижние оценки. В частности: на резолюци-
онную систему доказательств [5], на ряд систем алгебраического
вывода [2, 6, 9]. Однако, для некоторых систем вопрос о нижних
оценках по прежнему открыт, например для системы Фреге (Гиль-
бертовская система).

Нижние и верхние оценки на сложность доказательств в различ-
ных системах часто удается переносить на другие модели вычисле-
ний.
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1) Если бы нам удалось привести пример формул для которых
кратчайшее доказательство имеет суперполиномиальный раз-
мер (от длины формулы) во всех системах, то это бы повлекло
за собой неравенство классов NP ̸= coNP [3], и, в частности,
классов P ̸= NP, что является одной из «задач тысячелетия».

2) Даже если мы сосредоточимся на резолюционной системе до-
казательств, то нижние оценки размер доказательств в ней
влекут нижние оценки на время работы популярных алгорит-
мов для решения задачи выполнимости булевых формул (что
является NP-полной задачей) [1, 4].

3) Также, известных нижних оценок (на резолюционную систему,
а также на ряд систем, основанных на алгебраическом выводе)
хватает для получения сильных нижних оценок на монотонные
модели вычисления, в частности на монотонные схемы и, так
называемые, монотонные span programs [7, 8].

В докладе мы сосредоточимся на применения теории сложности,
а также обсудим основные задачи и современные проблемы данной
теории.
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