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Устранение рекурсии в
полуинтерпретированных схемах программ
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Аннотация. В докладе представлен обзор результатов, получен-
ных автором с начиная с 2010 г., по эффективному пребразванию
(«трансляции») паттернов рекурсивных программ (рекурсивных
схем с неинтерпретированными или только частично интерпре-
тированными функциональными и предикатными символами) в
функционально эквивалентные стандартные схемы программ, то
есть блок-схемы итеративных программ с теми же самыми неин-
терпретированными или только частично интерпретированными
функциональными и предикатными символами.
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Введение

Примитивно рекурсивные функции — это минимальный класс
функций на натуральных числах, который получается1 из функции-
константы 0, одноместной функции следования +1 и проекции (вы-
бора элемента кортежа) при помощи операторов суперпозиции (ком-
позиции функций) и примитивной рекурсии

ℎ(𝑥1, . . . 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝑖𝑓 𝑦 = 0 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑓(𝑥1, . . . 𝑥𝑛)

𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑔
(︁
𝑥1, . . . 𝑥𝑛, ℎ

(︀
𝑥1, . . . 𝑥𝑛, (𝑦 − 1)

)︀)︀
.

1Внимание: стандартная нотация для базисных функций и операторов не
соблюдена!
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Класс частично рекурсивных функций определяется аналогично
классу примитивно рекурсивных, только к двум операторам (супер-
позиции и примитивной рекурсии) добавляется еще оператор мини-
мизации аргумента: ℎ(𝑥1, . . . 𝑥𝑛) = arg min 𝑦 : 𝑓(𝑥1, . . . 𝑥𝑛, 𝑦) = 0.

Будем говорить, что один (синтаксически определенный) класс
функций2 т р а н с л и р у е м в некоторый другой (синтаксически
определенный) класс функций3, если любая функция из первого
класса (функционально) э к в и в а л е н т н а некоторой функции из
второго класса4.

Разумеется, задача распознания по описанию частично рекур-
сивной функции ее «транслируемость» в класс примитивно рекур-
сивных функций является неразрешимой. Однако, исследование
синтетически определенных программных паттернов, которые часто
возникают при задании частично рекурсивных функций, и кото-
рые транслируются в итеративные программы (соответствующие
примитивно рекурсивным функциям) вызывала [4] и по-прежнему
вызывает интерес [3] в теории программирования и практике опти-
мизирующих компиляторов [2].

1. Рекурсивное динамическоое
программирование

Динамическое программирование было введено Ричардом Белл-
маном в 1950-х годах для решения задач оптимального планиро-
вания. У р а в н е н и е Б е л л м а н а — это название рекурсивного
функционального уравнения для целевой функции, которое выража-
ет оптимальное решение в «текущем» состоянии через оптимальные
решения в «достижимых за один шаг» состояниях, оно формализует
так называемое П р и н ц и п о п т и м а л ь н о с т и Б е л л м а н а: оп-
тимальная программа (или план) остается оптимальной на каждом
этапе. Мы изучаем класс уравнений Беллмана, который соответству-

2Например, класс частично рекурсивных функций.
3Например, класс примитивно рекурсивных функций.
4Здесь э к в и в а л е н т н о с т ь означает, что обе синтаксически определенные

функции в ы ч и с л я ю т одну и ту же функцию.
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ет следующему рекурсивному шаблону:

𝐺(𝑥) = 𝑖𝑓 𝑝(𝑥) 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑓(𝑥)

𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑔

(︂
𝑥,
{︁
ℎ𝑖
(︀
𝑥,𝐺(𝑡𝑖(𝑥))

)︀
, 𝑖 ∈ [1..𝑛(𝑥)]

}︁)︂ (1)

Мы рассматриваем этот шаблон как р е к у р с и в н у ю п р о г р а м м -
н у ю с х е м у [1], то есть рекурсивную структура управления с
н е и н т е р п р е т и р у е м ы м и с и м в о л а м и:

• 𝐺 — определяемый функциональный символ, представляю-
щий (после интерпретации б а з и с н ы х функциональных и
предикатных символов) целевую функцию 𝐺 : 𝑋 → 𝑌 для
подходящих множеств 𝑋 и 𝑌 ;

• 𝑝 — базисный предикатный символ, представляющий (после
интерпретации) некоторый и з в е с т н ы й5 предикат 𝑝 ⊆ 𝑋;

• 𝑓 — базисный функциональный символ, представляющий (по-
сле интерпретации) некоторую и з в е с т н у ю5 функцию (опе-
рацию) 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ;

• 𝑔 — базисный функциональный символ, представляющий (по-
сле интерпретации) некоторую и з в е с т н у ю5 функцию (опе-
рацию) 𝑔 : 𝑋 × 𝑍* → 𝑋 для подходящего множества 𝑍 (но
переменной местности6 𝑛(𝑥) : 𝑋 → N);

• все ℎ𝑖 и 𝑡𝑖 (𝑖 ∈ [1..𝑛(𝑥)]) — базисные функциональные символы,
представляющие (после интерпретации) некоторые и з в е с т -
н ы е5 функции ℎ𝑖 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍, 𝑡𝑖 : 𝑋 → 𝑋 (𝑖 ∈ [1..𝑛(𝑥)]).

В дальнейшем мы не будем делать явного различия в обозначе-
ниях для символов и интерпретируемых символов, а будем пи-
сать/говорить, например, с и м в о л 𝑔 и/или ф у н к ц и я 𝑔.

5То есть который/которую/которые уже умеем вычислять.
6То есть, фактически, от с п и с к а аргументов.
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2. Основной результат

Теорема 1. Предположим, что интерпретация базисных предикат-
ных и функциональных символов в рекурсивной схеме (1) удовле-
творяет следующим свойствам:

• количество аргументов 𝑛 : 𝑋 → N — это некоторая константа
𝑛 ∈ N;

• все функции 𝑡1, . . . 𝑡𝑛 имеют обратные и 𝑡𝑖 = (𝑡1)𝑖 для всех
𝑖 ∈ [1..𝑛];

• предикат 𝑝 является 𝑡1-замкнутым, то есть из 𝑝(𝑢) следует
𝑝(𝑡1(𝑢)) для всех 𝑢 ∈ 𝑋.

Пусть 𝑚 ∈ N — число переменных достаточное для вычисления всех
базисных предиката и функций 𝑝, 𝑓 , ℎ𝑖 (𝑖 ∈ [1..𝑛]), 𝑡1 и 𝑡−1 . Тогда
целевая функция 𝐺 может быть вычислена в этой же интерпре-
тации некоторой итеративной программой (стандартной схемой),
использующей 2𝑛+𝑚+ 2 переменных.
Доказательство. Подробности даны в [5], а здесь мы ограничим-
ся только псевдокодом эквивалентной (полуинтерпретированной)
схемы итеративной программы:
1 : 𝑣𝑎𝑟 𝑥, 𝑥1, . . . 𝑥𝑛 : 𝑋;
2 : 𝑣𝑎𝑟 𝑦, 𝑦1, . . . 𝑦𝑛 : 𝑌 ;
3 : 𝑥 := 𝑣;
4 : 𝑖𝑓 𝑝(𝑥) 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑦 := 𝑓(𝑥)

5 : 𝑒𝑙𝑠𝑒
{︁
𝑑𝑜 𝑥 := 𝑡1(𝑥) 𝑢𝑛𝑡𝑖𝑙 𝑝(𝑥);

6 : 𝑥1 := 𝑥; 𝑥2 := 𝑡1(𝑥1); . . . ; 𝑥𝑛 := 𝑡1(𝑥𝑛−1);
7 : 𝑦1 := 𝑓(𝑥1); 𝑦2 := 𝑓(𝑥2); . . . ; 𝑦𝑛 := 𝑓(𝑥𝑛);
8 : 𝑑𝑜 𝑥 := 𝑡−1 (𝑥);

// Annotation: 𝑥 = 𝑡−1 (𝑥1) & 𝑏𝑎𝑠(𝑥) = {𝑥1, . . . 𝑥𝑛} &

// & 𝑦1 = 𝐺(𝑥1) & . . .& 𝑦𝑛 = 𝐺(𝑥𝑛)

9 : 𝑦 := 𝑔
(︁
𝑥,
(︀
ℎ1(𝑥, 𝑦1), . . . , ℎ𝑛(𝑥, 𝑦𝑛)

)︀)︁
;

10 : 𝑦𝑛 := 𝑦𝑛−1; . . . ; 𝑦3 := 𝑦2; 𝑦2 := 𝑦1;
11 : 𝑦1 := 𝑦;
12 : 𝑥1 := 𝑡−1 (𝑥1); . . . ; 𝑥𝑛 := 𝑡−1 (𝑥𝑛)

13 : 𝑢𝑛𝑡𝑖𝑙 𝑥 = 𝑣
}︁
.
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Заключение

В работе [5] можно найти обзор исследований по устранению
рекурсии в интерпретированных программах, использованию (одно-
кратно выделяемых в динамической памяти) массивов для устране-
ния рекурсии в рекурсивной схеме (1), примеры олимпиадных задач
по математике и программированию, основанные на рекурсивной
схеме (1).

Некоторые вопросы и направления для дальнейших исследований
представлены ниже.

• Доказать с использованием компьютерных инструментов авто-
матического доказательства Теорему 1 (и другие утверждения
из работе [5]).

• Исследовать, как обобщить рекурсивный шаблон (1) и усло-
вия Теоремы 1 таким образом, чтобы сохранить устранение
рекурсии.

• Разработать и реализовать плагин для некоторой IDE (интегри-
рованной среды разработки), который анализирует программ-
ный код для поиска рекурсивных шаблонов, допускающих
устранение рекурсии.
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