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Аннотация. Рассматривается многоканальная система с повтор-
ными вызовами и постоянной интенсивностью запросов с орбиты.
Времена обслуживания требований имеют произвольное распре-
деление, а входящий поток предполагается регенерирующим. На
основе метода синхронизации и теорем о сильной гауссовской ап-
проксимации регенерирующих потоков мы устанавливаем аналог
сильного принципа инвариантности Штрассена для количества
требований в перегруженной системе.
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Введение

Системы с повторными вызовами изначально представляли собой
альтернативу классическим моделям телефонных систем, а именно
систем с отказами, которые не учитывают возможности повторения
вызовов от требований, получивших отказ. В системах с повторными
вызовами можно рассматривать различные правила формирования
потока вызовов с орбиты. Если предположить, что каждое блокиро-
ванное требование независимо от других повторяет запросы через
экспоненциально распределенные промежутки времени, то мы по-
лучим классическую политику повторов. Другой класс включает в
себя системы с постоянной интенсивностью повторов. Эти системы

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 20-01-00487.
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возникли в работе [7] как модели телефонной связи. Далее произо-
шел быстрый рост литературы (см. [4], [6] и литературу там), что
в первую очередь связано с успешным применением систем этого
класса при анализе коммуникационных и компьютерных сетей, где
попытки повторов осуществляются процессором независимо от числа
сообщений, хранящихся в узлах сети.

В работе [1] получено условие эргодичности для систем с повтор-
ными вызовами. В настоящей работе мы изучаем асимптотическое
поведение количества требований в перегруженных системах и дока-
зываем аналог сильного принципа инвариантности Штрассена для
процесса, описывающего количество требований в системе.

1. Описание модели и основной результат

Имеется 𝑚 одинаковых приборов. Времена обслуживания на
каждом приборе — независимые одинаково распределенные случай-
ные величины (н. о. р. с. в.) с функцией распределения 𝐵(𝑥). Если
в момент поступления требования есть хотя бы один свободный
прибор, то требование сразу начинает обслуживаться. Если же все
приборы заняты, то оно отправляется на так называемую орбиту,
откуда повторяет попытки попасть на обслуживание. Запросы с
орбиты поступают через н. о. р. интервалы. Если в момент запроса
есть свободный прибор, а на орбите есть требования, то одно из них
отправляется на обслуживание. Такая модель называется моделью
с постоянной интенсивностью запросов с орбиты.

Мы предполагаем, что входящий поток 𝑋(·) является регенери-
рующим.
Определение 1 (Регенерирующий поток). Процесс 𝑋(𝑡) с неубы-
вающими, непрерывными справа и имеющими предел слева тра-
екториями называется регенерирующим потоком, если существует
возрастающая последовательность {𝜃𝑖, 𝑖 > 0}, 𝜃0 = 0 такая, что
последовательность

{𝜅𝑗}∞𝑗=1 = {𝑋(𝜃𝑗−1 + 𝑡)−𝑋(𝜃𝑗−1), 𝜃𝑗 − 𝜃𝑗−1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃𝑗 − 𝜃𝑗−1)}∞𝑗=1

состоит из н. о. р. случайных элементов.
При этом случайная величина 𝜃𝑗 называется 𝑗-й точкой регене-

рации 𝑋(𝑡), а 𝜏𝑗 = 𝜃𝑗 − 𝜃𝑗−1 — 𝑗-м периодом регенерации. Основные
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свойства регенерирующих потоков приведены в [3]. Одним из них
является тот факт, что если периоды регенерации 𝜏𝑗 и приращения
𝜉𝑗 процесса 𝑋(𝑡) на этих периодах имеют конечное математическое
ожидание, то существует интенсивность 𝜆 = lim

𝑡→∞
𝑋(𝑡)/𝑡.

Мы изучаем процесс 𝑄(𝑡) — число требований в системе (на
орбите и на приборах вместе).

Введем дополнительное условие на входящий поток и времена
обслуживания.
Условие 1. P(𝜉1 = 0, 𝜏1 > 0)+P(𝜉1 = 1, 𝜏1− 𝑡1 > 𝜂1) > 0 (здесь 𝑡1 —
момент поступления первого требования в систему).

Пусть {𝜁𝑛}∞𝑛=1 — последовательность н. о. р. с. в., представляю-
щих собой интервалы между запросами с орбиты, 𝑁(𝑡) — процесс
восстановления, построенный по последовательности {𝜁𝑛}∞𝑛=1, его
интенсивность 𝜈 = lim

𝑡→∞
𝑁(𝑡)/𝑡.

Условие 2. Случайные величины 𝜁𝑛, 𝑛 ∈ N имеют экспоненциаль-
ную фазу, то есть 𝜁𝑛 = 𝜁

(1)
𝑛 + 𝜁

(𝑒𝑥𝑝)
𝑛 , 𝜁

(1)
𝑛 и 𝜁(𝑒𝑥𝑝)𝑛 независимы, и 𝜁(𝑒𝑥𝑝)𝑛

имеют экспоненциальное распределение.
Для формулировки результатов необходимо ввести вспомога-

тельную систему 𝑀0 с 𝑚 приборами, входящим потоком 𝑈(𝑡) =
𝑋(𝑡) +𝑁(𝑡) и о т к а з а м и. Обозначим 𝑛(𝑡) — число занятых при-
боров в 𝑀0, а 𝑡0𝑘 — 𝑘-й момент поступления требования в 𝑀0. В
статье [1] показано, что при выполнении условий 1 и 2 существуют
пределы

lim
𝑘→∞

P(𝑛(𝑡0𝑘) = 𝑗) = 𝑃𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚,

и к о э фф и ц и е н т з а г р у з к и системы равен

𝜌 =
𝜆

(𝜆+ 𝜈)(1− 𝑃𝑚)
,

а также доказана следующая эргодическая теорема.
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 и 2.
Если 𝜌 > 1, то

𝑄(𝑡)
𝑃→∞ при 𝑡→∞.

Если 𝜌 < 1, то𝑄(𝑡) стабилен, то есть при любом начальном состоянии
существует

lim
𝑡→∞

P(𝑄(𝑡) 6 𝑥) = Φ(𝑥),
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где Φ(𝑥) — функция распределения, не зависящая от начального
состояния.
Если 𝜌 = 1 и времена обслуживания также имеют экспоненциальную
компоненту, то

𝑄(𝑡)
𝑃→∞ при 𝑡→∞.

Основной результат нашего доклада — сильная гауссовская ап-
проксимация длины очереди в ситуации, когда система перегружена.
Теорема 2. Пусть 𝜌 > 1, выполнены условия 1 и 2 и E𝜏 𝑟𝑖 < ∞,
E𝜉𝑟𝑖 < ∞, E𝜁𝑟𝑖 < ∞, для 𝑟 > 2. Тогда на некотором вероятностном
пространстве (Ω,ℱ ,P) можно одновременно определить процесс 𝑄,
имеющий распределение числа требований в системе, и стандартный
Винеровский процесс 𝑊 так, что для некоторой константы 𝜎2 > 0

sup
06𝑢6𝑡

‖𝑄(𝑢)− (𝜌− 1)𝑢− 𝜎𝑊 (𝑢)‖ = 𝑜(𝑡1/𝑟), п. н.,

при 𝑡→∞.
Доказательство основано на методе синхронизации [2], подходя-

щем мажорировании, теоремах о гауссовской аппроксимации регене-
рирующих потоков [5] и дополнительной технике.

Заключение

Представленная теорема об аппроксимации с вероятностью еди-
ница процесса длины очереди имеет разнообразные следствия, такие
как, например, сходимость в пространстве Скорохода и закон повтор-
ного логарифма. Кроме того, эта теорема позволит в дальнейшем,
на основе наблюдения количества требований в системе, получить
состоятельную оценку параметра 𝜎2, строить доверительные интер-
валы и проверять гипотезы о величине коэффициента загрузки, что
является важным для приложений.
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