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Аннотация. Непрерывно-временные сети Петри (НВСП), где
каждому переходу сети ставится в соответствие временной интер-
вал его срабатывания, используются для моделирования сложных
параллельных систем, критичных с точки зрения безопасности.
В статье вводятся и исследуются языковые эквивалентности в
семантиках интерливинга (одиночные действия), шага (множе-
ства параллельных действий) и частичного порядка (множества
упорядоченных по причине и параллельных действий) в контек-
сте НВСП, количественное (временное) поведение которых опре-
деляется слабой временной стратегией (то есть ход модельного
времени не ограничен срабатыванием переходов сети), а качествен-
ное (функциональное) поведение представляется интерливинговы-
ми/шаговыми пробегами и причинно-следственными процессами.

Ключевые слова: непрерывно-временные сети Петри, языки
моделей, дихотомия «интерливинг — частичный порядок».

Введение

Для верификации поведения информационно-компьютерных си-
стем, безопасность функционирования которых критически важна,
используются модели непрерывно-временных сетей Петри (НВСП),
позволяющие описывать и анализировать как функциональные (ка-
чественные), так и реально-временные (количественные) свойства
систем.

Классическая интерливинговая семантика НВСП представляется
в виде пробегов — последовательностей смены состояний сети по-
средством хода времени и срабатываний одиночных переходов. При
шаговой семантике смена состояний в пробеге НВСП осуществляется
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посредством одновременного срабатывания множества параллель-
ных переходов (шага). Для построения частично-упорядоченной
семантики НВСП используют понятие временных процессов, со-
стоящих из ациклических конструкций — временных причинно-
следственных сетей (ВПСС), построенных из элементов, связанных
частичным порядком (отношением причины), а отсутствие порядка
соответствует параллелизму, — и отображений (гомоморфизмов)
из ВПСС в НВСП. При формальной верификации моделируемых
систем шаговая и частично-упорядоченная семантики НВСП поз-
воляют сократить число анализируемых состояний, поскольку не
требуется рассмотрение всех интерливинговых пробегов.

Различают две стратегии хода времени в НВСП. При с и л ь н о й
с т р а т е г и и запрещен ход времени, приводящий к выходу за грани-
цы временных интервалов разрешенных переходов, которые должны
срочно сработать, если время не может идти дальше. Напротив, при
с л а б о й с т р а т е г и и допускается любой ход времени, срабатыва-
ние переходов не форсируется и, как следствие, они, вообще, могут
не сработать. В [1] авторами было доказано, что эти две семантики
являются несравнимыми относительно слабой временной бисиму-
ляции. Кроме того, из работы [2] известно, что многие проблемы
анализа НВСП разрешимы для слабой стратегии, однако это не
всегда так для сильной стратегии.

Поведенческие эквивалентности и их взаимосвязи в дихотомиях
«интерливинг — частичный порядок» и «линейное — ветвящееся
время» в контексте НВСП с сильной стратегией были изучены в
статье [3]. В данной работе вводятся и изучаются языковые эквива-
лентности в семантиках интерливинга, шага и частичного порядка
для НВСП со слабой временной стратегией.

1. НВСП: интерливинговая/шаговая семантика

Определение 1. Н е п р е р ы в н о - в р е м е н н а я с е т ь П е т р и
(НВСП) — это набор 𝒯 𝒩 = ((𝑃, 𝑇, 𝐹,𝑀0, 𝐿), 𝐷), где (𝑃, 𝑇, 𝐹,𝑀0, 𝐿) —
сеть Петри с конечным множеством 𝑃 мест, конечным множеством
𝑇 переходов (𝑃 ∩ 𝑇 = ∅), отношением инцидентности 𝐹 ⊆ (𝑃 ×𝑇 )∪
(𝑇 ×𝑃 ), начальной разметкой ∅ ̸= 𝑀0 ⊆ 𝑃 и помечающей функцией
𝐿 : 𝑇 → 𝐴𝑐𝑡; 𝐷 : 𝑇 → {[𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ Q>0, 𝑏 ∈ (Q>0∪{∞}), 𝑎 6 𝑏} —
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с т а т и ч е с к а я в р е м е н н а я функция. Здесь 𝐴𝑐𝑡 — множество
действий.

Для 𝑥 ∈ 𝑃 ∪𝑇 и 𝑋 ⊆ 𝑃 ∪𝑇 введем обозначения: ∙𝑥 = {𝑦 | (𝑦, 𝑥) ∈
𝐹}, 𝑥∙ = {𝑦 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹}, ∙𝑋 =

⋃︁
𝑥∈𝑋

∙𝑥, 𝑋∙ =
⋃︁
𝑥∈𝑋

𝑥∙. Будем считать,

что ∙𝑡 ̸= ∅ и 𝑡∙ ̸= ∅ для всех 𝑡 ∈ 𝑇 .
Р а з м е т к а 𝑀 НВСП 𝒯 𝒩 — это любое подмножество множества

𝑃 . Обозначим через 𝐸𝑛(𝑀) множество переходов 𝑡 таких, что ∙𝑡 ⊆𝑀 .
Непустое подмножество 𝑈 ⊆ 𝑇 называется ш а г о м, если (∙𝑡 ∪ 𝑡∙) ∩
(∙𝑡′∪𝑡′∙) = ∅ для всех 𝑡 ̸= 𝑡′ ∈ 𝑈 . Шаг 𝑈 р а з р е ш е н в р а з м е т к е
𝑀 , если 𝑈 ⊆ 𝐸𝑛(𝑀). С о с т о я н и е НВСП 𝒯 𝒩 — это пара 𝑆 =
(𝑀, 𝐼), где 𝑀 — разметка и 𝐼 : 𝐸𝑛(𝑀)→ R>0 — д и н а м и ч е с к а я
в р е м е н н а я ф у н к ц и я. Пара 𝑆0 = (𝑀0, 𝐼0 ≡ 0) — н а ч а л ь н о е
с о с т о я н и е 𝒯 𝒩 . Шаг 𝑈 , разрешенный в разметке 𝑀 , м ож е т
с р а б о т а т ь в с о с т о я н и и 𝑆 = (𝑀, 𝐼) (обозначается 𝑈 ∈ 𝐹𝑖(𝑆)),
если 𝐼(𝑡) ∈ 𝐷(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝑈 .

Х о д в р е м е н и 𝜏 ∈ R>0 в с о с т о я н и и 𝑆 = (𝑀, 𝐼) приводит
к новому состоянию 𝑆′ = (𝑀, 𝐼 ′) (обозначается 𝑆 𝜏−→ 𝑆′), где 𝐼 ′(𝑡) =
𝐼(𝑡) + 𝜏 для всех 𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝑀). С р а б а т ы в а н и е шага 𝑈 ∈ 𝐹𝑖(𝑆)

приводит к новому состоянию 𝑆′ = (𝑀 ′, 𝐼 ′) (обозначается 𝑆 𝑈−→ 𝑆′)
такому, что верно:

𝑀 ′ = (𝑀∖∙𝑈) ∪ 𝑈∙;

∀𝑡 ∈ 𝐸𝑛(𝑀 ′) : 𝐼 ′(𝑡) =

{︂
0, если 𝑡 /∈ 𝐸𝑛(𝑀∖∙𝑈) ∨ 𝑡 ∈ 𝑈,
𝐼(𝑡), иначе.

Пусть 𝑆0
𝜃0−→ 𝑆′

0
𝑈1−→ 𝑆1 . . . 𝑆

′
𝑛−1

𝑈𝑛−→ 𝑆𝑛
𝜃𝑛−→ 𝑆′

𝑛 = 𝑆 (𝑛 > 0), 𝜃𝑖 ∈ R>0

(0 6 𝑖 6 𝑛) и 𝑈𝑗 ∈ 2𝑇 (0 < 𝑗 6 𝑛). Тогда 𝜎 = 𝜃0 𝑈1 𝜃1 . . . 𝑈𝑛

𝜃𝑛 — п р о б е г Н ВСП 𝒯 𝒩 (обозначается 𝜎 ∈ ℱ𝒮(𝒯 𝒩 )), а 𝑆 —
д о с т иж и м о е состояние в 𝒯 𝒩 . Будем считать, что для любого
достижимого состояния 𝑆 = (𝑀, 𝐼) и любого шага 𝑈 ∈ 𝐹𝑖(𝑆) верно,
что (𝑀 ∖ ∙𝑈) ∩ 𝑈∙ = ∅. Определим ш а г о в ы й ( и н т е р л и в и н -
г о в ы й ) я з ы к НВСП 𝒯 𝒩 следующим образом:

ℒ𝑠(𝒯 𝒩 ) =
{︁
𝜃0𝐴1𝜃1 . . . 𝐴𝑛𝜃𝑛 | 𝜃0𝑈1𝜃1 . . . 𝑈𝑛𝜃𝑛 ∈ ℱ𝒮(𝒯 𝒩 ),

𝐴𝑗 = 𝐿(𝑈𝑗) =
∑︁
𝑡∈𝑈𝑗

𝐿(𝑡) (0 < 𝑗 6 𝑛)
}︁
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(ℒ𝑖(𝒯 𝒩 ) = {𝜃0𝐴1𝜃1 . . . 𝐴𝑛𝜃𝑛 ∈ ℒ𝑠(𝒯 𝒩 ) | |𝐴𝑗 | = 1 (0 < 𝑗 6 𝑛)}).

2. НВСП: частично-упорядоченная семантика

Определение 2. П р и ч и н н о - с л е д с т в е н н а я с е т ь (ПСС) —
это конечная ацикличная сеть 𝑁 = (𝐵,𝐸,𝐺, 𝑙), где 𝐵 — м н о ж е -
с т в о у с л о в и й; 𝐸 — м н о ж е с т в о с о б ы т и й; 𝐺 ⊆ (𝐵 ×𝐸) ∪
(𝐸 ×𝐵) — о т н о ш е н и е и н ц и д е н т н о с т и такое, что | 𝑏∙ |6 1 и
| ∙𝑏 |6 1 для всех 𝑏 ∈ 𝐵 и 𝐸 = ∙𝐵 = 𝐵∙; 𝑙 : 𝐸 → 𝐴𝑐𝑡 — п о м е ч а ю -
щ а я ф у н к ц и я.

Транзитивное замыкание отношения 𝐺 (частичный порядок)
определяет о т н о ш е н и е п р и ч и н ы (⪯) на событиях и условиях
сети. Отсутствие отношения причины между элементами сети гово-
рит о их п а р а л л е л и з м е. Непустое подмножество параллельных
событий называется ш а г о м; максимальное по включению под-
множество параллельных условий называется с е ч е н и е м. Пусть
𝒞(𝑁) — множество всех сечений в 𝑁 . Для ПСС 𝑁 = (𝐵,𝐸,𝐺, 𝑙) и
𝐶,𝐶 ′ ∈ 𝒞(𝑁) введем обозначения:

∙𝑁 = {𝑏 ∈ 𝐵 | ∙𝑏 = ∅};
𝑁∙ = {𝑏 ∈ 𝐵 | 𝑏∙ = ∅};
↓ 𝐶 = {𝑒 ∈ 𝐸 | 𝑒 ⪯ 𝑒′ ∈ ∙𝐶};

𝐶 ⌣ 𝐶 ′ ⇐⇒ ↓ 𝐶 ̸⊆ ↓ 𝐶 ′ ∧ ↓ 𝐶 ′ ̸⊆ ↓ 𝐶.

Определение 3. В р е м е н н а я П С С (ВПСС) — пара 𝑇𝑁 =
(𝑁, 𝜏), где 𝑁 — ПСС и 𝜏 : 𝒞(𝑁) → R>0 ∪ {⊥} — в р е м е н н а я
ф у н к ц и я такая, что для всех 𝐶 ∈ 𝒞(𝑁) верно:

𝜏(𝐶) = ⊥ ⇐⇒ ∃𝐶 ′ ⌣ 𝐶 : 𝜏(𝐶 ′) > 0.

Пусть ℛ𝒞(𝑇𝑁) = {𝐶 ∈ 𝒞(𝑁) | 𝜏(𝐶) ∈ R>0}.
Событие 𝑒 ВПСС 𝑇𝑁 м оже т п р о и з о й т и в 𝐶 ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁)

(обозначается 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶)), если ∙𝑒 ⊆ 𝐶 и ((𝐶∖∙𝑒) ∪ 𝑒∙) ∈ ℛ𝒞(𝑇𝑁).
Последовательность 𝜔 = 𝐶0 . . . 𝐶𝑛 (𝑛 > 0) срезов изℛ𝒞(𝑇𝑁) — г р а -
ф и к ВПСС 𝑇𝑁 , если 𝐶0 = ∙𝑁 , 𝐶𝑛 = 𝑁∙ и 𝐶𝑖 = (𝐶𝑖−1∖∙𝑉𝑖) ∪ 𝑉 ∙

𝑖 ,
где 𝑉𝑖 ⊆ 𝐹𝑖(𝐶𝑖−1) — шаг, для всех 0 < 𝑖 6 𝑛. Для сечения 𝐶𝑗

(0 6 𝑗 6 𝑛) и события 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶𝑗) определим функциюClock(𝐶𝑗 , 𝑒) =∑︀
{𝐶𝑘|∙𝑒⊆𝐶𝑘,06𝑘6𝑗} 𝜏(𝐶𝑘). Заметим, что функция определена для каж-

дого среза из ℛ𝒞(𝑇𝑁), а ее значение не зависит от выбора графика.
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Определение 4. Пусть 𝒯 𝒩 = ((𝑃 , 𝑇 , 𝐹 , 𝑀0, 𝐿), 𝐷) — НВСП
и 𝑇𝑁 = (𝑁 = (𝐵, 𝐸, 𝐺, 𝑙), 𝜏) — ВПСС. Го м о м о р ф и з м о м и з
𝑇𝑁 в 𝒯 𝒩 называется отображение 𝜙 : (𝐵 ∪ 𝐸) → (𝑃 ∪ 𝑇 ) такое,
что 𝜙(𝐵) ⊆ 𝑃 и 𝜙(𝐸) ⊆ 𝑇 ; 𝜙|∙𝑒 — биекция между ∙𝑒 и ∙𝜙(𝑒) для
всех 𝑒 ∈ 𝐸; 𝜙|𝑒∙ — биекция между 𝑒∙ и 𝜙(𝑒)∙ для всех 𝑒 ∈ 𝐸;
𝜙|∙𝑁 — биекция между ∙𝑁 и 𝑀0; 𝑙(𝑒) = 𝐿(𝜙(𝑒)) для всех 𝑒 ∈ 𝐸.
Пара 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) называется в р е м е н н ы м п р о ц е с с о м Н В С П
𝒯 𝒩 (обозначается 𝜋 ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑐(𝒯 𝒩 )), если для каждого сечения 𝐶 ∈
ℛ𝒞(𝑇𝑁) и события 𝑒 ∈ 𝐹𝑖(𝐶) верно, что Clock(𝐶, 𝑒) ∈ 𝐷(𝜙(𝑒)).

Временной процесс 𝜋0 = (𝑇𝑁0 = (𝑁0 = (𝐵0,∅,∅,∅), 𝜏0), 𝜙0), где
𝜏0(∙𝑁0 = 𝐵0) = 0 называется н а ч а л ь н ы м. Рассмотрим 𝜋, ̂︀𝜋 ∈
𝑃𝑟𝑜𝑐(𝒯 𝒩 ). Будем писать 𝜋 𝐴−→ ̂︀𝜋, если существует шаг 𝑉 такой, что̂︀𝑁∙ = (𝑁∙∖∙𝑉 )∪𝑉 ∙, ̂︀𝐵 = 𝐵∪ ̂︀𝑁∙, ̂︀𝐸 = 𝐸∪𝑉 , ̂︀𝐺∩(𝐵×𝐸∪𝐸×𝐵) = 𝐺,̂︀𝑙|𝐸 = 𝑙, ̂︀𝜏 |𝒞(𝑁) = 𝜏 , ̂︀𝜙|𝐸 = 𝜙,

∑︀
𝑒∈𝑉

̂︀𝑙(𝑒) = 𝐴 и ̂︀𝜏 |𝒞( ̂︀𝑁)∖𝒞(𝑁) ≡ 0. Кроме

того, будем писать 𝜋
𝜃−→ ̂︀𝜋, если 𝑁 = ̂︀𝑁 , 𝜏 |𝒞(𝑁)∖𝑁∙ ≡ ̂︀𝜏 |𝒞(𝑁)∖𝑁∙ ,

𝜏(𝑁∙) = 0 и ̂︀𝜏(𝑁∙) = 𝜃.

3. Иерархия языковых эквивалентностей

Сначала рассмотрим языковые эквивалентности НВСП, постро-
енные на их пробегах.
Определение 5. НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ являются ш а г о в о ( и н т е р -
л и в и н г о в о ) я з ы к о в о э к в и в а л е н т н ы м и (обозначается
𝒯 𝒩 ∼=𝑠(𝑖) 𝒯 𝒩 ′), если ℒ𝑠(𝑖)(𝒯 𝒩 ) = ℒ𝑠(𝑖)(𝒯 𝒩 ′).

Для НВСП 𝒯 𝒩 введем вспомогательные обозначения:

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑠(𝒯 𝒩 ) = {𝜃0𝐴1𝜃1 . . . 𝐴𝑛𝜃𝑛 |
𝜃𝑖 ∈ R>0 (0 6 𝑖 6 𝑛), 𝐴𝑗 ∈ N𝐴𝑐𝑡 (0 < 𝑗 6 𝑛),

𝜋0
𝜃0−→ 𝜋′

0
𝐴1−→ 𝜋1 . . . 𝜋

′
𝑛−1

𝐴𝑛−→ 𝜋𝑛
𝜃𝑛−→ 𝜋′

𝑛 (𝑛 > 0) в 𝒯 𝒩};
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑖(𝒯 𝒩 ) = {𝜃0𝐴1𝜃1 . . . 𝐴𝑛𝜃𝑛 ∈ 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑠(𝒯 𝒩 ) |

|𝐴𝑗 | = 1(0 < 𝑗 6 𝑛)};
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒𝑝𝑟(𝒯 𝒩 ) = {[𝑇𝑁 ]≃ | 𝜋 = (𝑇𝑁,𝜙) ∈ 𝑃𝑟𝑜𝑐(𝒯 𝒩 )}.

Определим языковые эквивалентности на временных процессах.
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Определение 6. Пусть ⋆ ∈ {𝑖, 𝑠, 𝑝𝑟}. НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ являются
⋆- я з ы к о в о э к в и в а л е н т н ы м и (обозначается 𝒯 𝒩 ≡⋆ 𝒯 𝒩 ′),
если 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒⋆(𝒯 𝒩 ) = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒⋆(𝒯 𝒩 ′).
Теорема 1. Пусть 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ НВСП.

𝒯 𝒩 ∼=𝑖 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑖 𝒯 𝒩 ′;

𝒯 𝒩 ∼=𝑠 𝒯 𝒩 ′ ⇐⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑠 𝒯 𝒩 ′.

Установим взаимосвязи между языковыми процессными эквива-
лентностями НВСП.
Теорема 2. Для двух НВСП 𝒯 𝒩 и 𝒯 𝒩 ′ выполняется:

𝒯 𝒩 ≡𝑠 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑖 𝒯 𝒩 ′;

𝒯 𝒩 ≡𝑝𝑟 𝒯 𝒩 ′ ⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑠 𝒯 𝒩 ′;

𝒯 𝒩 ≡𝑖 𝒯 𝒩 ′ ̸⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑠 𝒯 𝒩 ′;

𝒯 𝒩 ≡𝑠 𝒯 𝒩 ′ ̸⇒ 𝒯 𝒩 ≡𝑝𝑟 𝒯 𝒩 ′.

Заключение

В качестве дальнейшей работы планируется использовать раз-
работанные в этой статье семантики для определения и изучения
поведенческих эквивалентностей НВСП со слабой временной и раз-
личными пространственными стратегиями в дихотомии «линейное —
ветвящееся время».
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