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Аннотация. Рассматривается однолинейная система массового
обслуживания с групповым поступлением требований, в которой
длительности обслуживания имеют показательное распределение,
число заявок в поступающей в систему группе требований огра-
ничено, а число мест для ожидания не ограничено. Для данной
системы массового обслуживания показано, что стационарные ве-
роятности числа заявок в системе могут быть выражены через
свертку аналогичных вероятностей вложенной цепи Маркова и
нормированных хвостовых вероятностей числа заявок в поступаю-
щей в систему группы требований.
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Введение

В системе массового обслуживания 𝐺𝐼𝜈 |𝑀𝜇|1|∞ моменты поступ-
ления требований 𝑡0 = 0, 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛 < . . . образуют про-
цесс восстановления [1] с функцией распределения P{𝑋𝑛 < 𝑡} = 𝐺(𝑡),
где 𝑋𝑛 = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, 𝑛 > 1.

В каждый момент 𝑡𝑛 поступает группа из 𝜈𝑛 требований, причем
величины 𝜈𝑛 независимы, одинаково распределены и ограничены.
Величины 𝜈𝑛 независимы от величин 𝑋𝑛.

В системе имеется один обслуживающий прибор, время обслу-
живания распределено по показательному закону с интенсивность
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обслуживания 𝜇 и функцией распределения 𝐹 (𝑡) = 1− 𝑒−𝜇𝑡, а число
мест для ожидания неограниченно.

Пусть 𝜉(𝑡) — число требований в системе в момент 𝑡. В рамках
данной системы в [3], с. 171–175, (подробнее см. [5], с. 97–108) было
найдено стационарное распределение процесса

P(𝑧) = lim
𝑡→∞

𝑀𝑧𝜉(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛𝑧
𝑛,

в котором искомое распределение определялось через стационарное
распределение вложенной однородной цепи Маркова

𝜉𝑛 = 𝜉(𝑡𝑛 − 0), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝜉1 = 0

с производящей функцией

𝜋(𝑧) = lim
𝑡→∞

𝑀𝑧𝜉𝑛 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜋𝑘𝑧
𝑘.

При этом выражение P(𝑧) через 𝜋(𝑧) носило чисто аналитический
характер. Однако оказывается, что данной взаимосвязи можно при-
дать вероятностную интерпретацию. Данные результаты и будут
представлены ниже.

1. Основные определения

Определение 1. Определим 𝑇 как среднее время между поступ-
лениями групп заявок в систему

𝑇 = M𝑋𝑛 =

∞∫︁
0

𝑡 𝑑𝐺(𝑡). (1)

Пусть 𝛼(𝑧) = M𝑧𝜈𝑛 = 𝛼1𝑧 + 𝛼2𝑧
2 + . . . + 𝛼𝑚𝑧

𝑚, 𝛼𝑚 ̸= 0 — произ-
водящая функция вероятностей 𝛼𝑘 = P{𝜈𝑛 = 𝑘}, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.
Тогда

𝜈 = M𝜈𝑛 = 𝛼′(𝑧)
⃒⃒
𝑧=1

=

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑘𝛼𝑘 (2)
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является средним числом заявок в поступающей группе.
Для входящей группы требований можно определить [4], т. 1,

с. 271, вероятности хвоста распределения

𝐴𝑘 = P{𝜈𝑛 > 𝑘} = P{𝜈𝑛 > 𝑘 − 1} =

𝑚∑︁
𝑙=𝑘

𝛼𝑙, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

В силу равенства

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 =

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝛼𝑘 + . . .+ 𝛼𝑚) = (𝛼1 + 2𝛼2 + . . .+𝑚𝛼𝑚) = 𝜈

скалярные величины

𝑞𝑘 =
𝐴𝑘

𝜈
, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

представляют собой распределение вероятностей с производящей
функцией

𝐴(𝑧) =
1

𝜈

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑧
𝑘 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘𝑧
𝑘. (3)

Пусть случайная величина 𝑌𝑛 обозначает время обслуживания
𝑛-й заявки. Величины 𝑌𝑛 независимы друг от друга и от величин
𝑋𝑛, а также имеют одинаковое распределение.

В этом случае среднее время обслуживания 𝑛-й заявки 𝜏 конечно
и равно

𝜏 = M𝑌𝑛 =

∞∫︁
0

𝑥𝑑𝐹 (𝑥) =

∞∫︁
0

𝑥𝜇𝑒−𝜇𝑥 𝑑𝑥.

Пусть 𝜂𝑛 — это число точек пуассоновского потока, с параметром
𝜇, приходящих на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1). Поскольку в системе имеется
один обслуживающий прибор, а время обслуживания распределено
по показательному закону с параметром 𝜇, то величину 𝜂𝑛 можно
интерпретировать как количество заявок обслуженных за время
𝑋𝑛+1 = 𝑡𝑛+1−𝑡𝑛. Среднее число обслуженных на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1)
требований равно

M𝜂𝑛 = 𝜇𝑇 =
1

𝜌0
,
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где 𝜌0 = 𝜆/𝜇. Тогда нагрузка рассматриваемой системы массового
обслуживания может быть найдена по формуле

𝜌 = 𝜈𝜌0. (4)

2. Основные результаты

Для рассматриваемого стационарного распределения справедли-
вы (см. также [2]) следующие представления.
Теорема 1. Если выполнено условие 𝜌 < 1, то стационарное распре-
деление процесса 𝜉(𝑡) существует и задается производящей функцией

𝑃 (𝑧) = 𝜌𝜋(𝑧)𝐴(𝑧) + 1− 𝜌, (5)

где 𝐴(𝑧) определяется равенством (3), а 𝜌 — это нагрузка данной
системы массового обслуживания.

Формула (5) показывает, что искомое распределение есть смесь
вырожденного распределения и распределения представляющего
собой сумму распределений: стационарного распределения вложен-
ной цепи Маркова с распределением «хвоста» входящей группы
требований.
Следствие 2. Если для системы 𝑀𝜈

𝜆 |𝑀𝜇|1|∞ выполнено условие
𝜌 < 1, то стационарное распределение процесса 𝜉(𝑡) существует
и совпадает со стационарным распределением последовательности
𝜉(𝑡𝑛 − 0), а для их производящих функцией справедливо представ-
ление

𝑃 (𝑧) = 𝜋(𝑧) =
1− 𝜌

1− 𝜌𝐴(𝑧)
. (6)

Формально можно определить вероятности 𝜋𝑗 для отрицательных
индексов 𝑗 = −1,−2, . . . ,−𝑚. В силу того, что 𝜋𝑗 — это вероятность
того, что в системе в момент времени (𝑡𝑛−0) находится 𝑗 требований,
то 𝜋−1 = . . . = 𝜋−𝑛 = 0.
Замечание 1. Определение 𝜋𝑗 для отрицательных индексов поз-
воляет представить стационарные вероятности 𝑝𝑛 как свертку

𝑝𝑛 = 𝜌
(︀
𝐴1𝜋𝑛−1 +𝐴2𝜋𝑛−2 + . . .+𝐴𝑚𝜋𝑛−𝑚

)︀
для любого натурального 𝑛 = 1, 2, . . .
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Заключение

Введение в системе массового обслуживания 𝐺𝐼𝜈 |𝑀𝜇|1|∞ для
распределения числа требований во входящей группе вероятностей
хвоста данного распределения позволяет представить вероятности 𝑝𝑛
как свертку двух распределений, одно из которых — распределение
вложенной цепи Маркова, а другое — описанное выше хвостовое
распределение.
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