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Аннотация. В работе рассматривается специальный класс монои-
дов с делениями и итерацией Клини — а именно, удовлетворяющих
принципу декомпозиции итерации. Доказана Σ0

1-полнота его инэк-
вациональной теории; также показано, что существуют моноиды с
делениями и итерацией, не удовлетворяющие принципу декомпо-
зиции.
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Введение

Понятие решетки Клини с делениями, или решетки действий
(action lattice, далее РКД), введенное в работах Пратта [7] и Козе-
на [2], соединяет в себе структуру решетки, частично упорядоченного
моноида, и операцию итерации Клини. Интерес представляют ато-
марные, или инэквациональные теории (то есть теории атомарных
неравенств) классов РКД. Известно, что инэквациональная теория
всех РКД, обозначаемая ACT, алгоритмически неразрешима, а точ-
нее Σ0

1-полна [3]; для более узкого класса *-непрерывных РКД (в
которых итерация Клини определяется через предельный переход,
а не как неподвижная точка) соответствующая теория Π0

1-полна [1].

1Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президен-
та России, проект МК-1184.2021.1.1, и Российского фонда фундаментальных
исследований, проект 20-01-00435.
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В этой работе нас будет интересовать теория м о н о и д о в Клини
с делениями (далее для краткости МКД), то есть структур, ана-
логичных РКД, но в которых частичный порядок не обязан быть
решеткой (и, соответственно, в сигнатуре отсутствуют операции
супремума и инфимума двух элементов).

В *-непрерывном случае результат о Π0
1-полноте для МКД был

доказан в работе автора [4], поэтому нас будет интересовать теория
более широкого класса МКД. Более точно, данная работа представ-
ляет неразрешимость и Σ0

1-полноту инэквациональной теории класса
МКД, удовлетворяющих некоторому естественному условию, кото-
рое мы назовем п р и н ц и п о м д е к о м п о з и ц и и . Этот принцип
верен во всех РКД и во всех *-непрерывных МКД. Однако в работе
приводится пример МКД (не *-непрерывного), для которого этот
принцип нарушается.

Эта работа переносит на случай с единицей (на моноиды) ра-
нее полученные автором результаты для полугрупп с делениями
и итерацией [5]. Отметим, что теории в случае полугрупп и моно-
идов существенно различаются (в частности, вторая не является
консервативным расширением первой).

1. Основные определения

Определение 1 (МКД). М о н о и д о м К л и н и с д е л е н и я м и
называется алгебраическая структура (𝒜; ·,1,⪯, /, ∖, *), такая что:

• (𝒜; ·,1) — моноид;

• ⪯ — отношение частичного порядка на 𝒜;

• операции деления / и ∖ связаны с операцией умножения и
отношением частичного порядка следующим образом:

𝑏 ⪯ 𝑎 ∖ 𝑐 ⇐⇒ 𝑎 · 𝑏 ⪯ 𝑐 ⇐⇒ 𝑎 ⪯ 𝑐 / 𝑏;

• итерация Клини 𝑎* определяется как наименьший, в смысле
частичного порядка ⪯, элемент 𝑏, для которого 1 ⪯ 𝑏 и 𝑎 · 𝑏 ⪯ 𝑏.

Если ⪯ задает структуру решетки (то есть всегда существуют
𝑎 ∨ 𝑏 = sup⪯{𝑎, 𝑏} и 𝑎 ∧ 𝑏 = inf⪯{𝑎, 𝑏}), то 𝒜 является РКД.
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Определение 2 (Теория). Инэквациональной теорией некоторого
класса 𝒦 МКД называется множество всех общезначимых в классе
𝒦 утверждений вида 𝐴 ⪯ 𝐵, где 𝐴 и 𝐵 — термы в сигнатуре МКД.
Определение 3 (Принцип декомпозиции). МКД 𝒜 удовлетворя-
ет п р и н ц и п у д е к о м п о з и ц и и , если 1 ⪯ 𝑏 и 𝑎 · 𝑎* ⪯ 𝑏 влечет
𝑎* ⪯ 𝑏 для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜.

Легко видеть, что принципу декомпозиции удовлетворяют все
РКД (за счет тождества 𝑎* = 1 ∨ 𝑎 · 𝑎*), а также все *-непрерывные
МКД, то есть такие, что 𝑎* = sup⪯{𝑎𝑛 | 𝑛 > 0} для всех 𝑎.

2. Основные результаты

Теорема 1. Инэквациональная теория класса МКД, удовлетворяю-
щих принципу декомпозиции, Σ0

1-полна (в частности, неразрешима).
Доказательство. Изложим лишь общую схему доказательства.
Следуя идее Бушковского [1], мы сопоставляем бесконечной работе
машины Тьюринга (далее МТ) сначала тотальную (то есть зада-
ющую все непустые слова) контекстно-свободную грамматику, а
затем — формулу вида 𝐴 · 𝐵* · (𝐴 · 𝐵*)* ⪯ 𝑠, где буквы исходного
алфавита закодированы как 𝐴𝐵𝑖, а сами формулы 𝐴 и 𝐵 взяты
из [4] (модифицированная конструкция Сафиуллина [8]).

Собственно бесконечной работе МТ соответствует истинность
этой формулы во всех *-непрерывных МКД. Однако есть МТ «за-
стревает» в одной конфигурации («ловушке»), то формула будет
истинной во всех МКД, удовлетворяющих принципу декомпозиции.
Дальнейшее рассуждение, основанное на эффективной неотделимо-
сти, такое же, как и в случае решеток [3].

Отметим, что принцип декомпозиции в доказательстве теоремы 1
играет ключевую роль. А именно, с помощью этого принципа осу-
ществляется разбор случаев в зависимости от длины начального
отрезка исполнения МТ — достигла ли она уже «ловушки» или нет.
Таким образом «разбирается» внешняя * в (𝐴 ·𝐵)*.
Теорема 2. Существуют МКД, не удовлетворяющие принципу
декомпозиции.
Доказательство. Пример такого МКД можно построить явно,
модифицируя конструкцию из [5]. Множество всех подмножеств
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N, с операцией (коммутативной) покомпонентного сложения, обо-
значаемого ·, и порядком — отношением «быть подмножеством»,
расширяется добавлением элементов 𝜉 и 𝜂. При этом 𝜉 ≺ 𝜂, N ≺ 𝜂,
𝜉 ≻ 𝑋, если 𝑋 ( N, а 𝜉 и N несравнимы. Далее, 1 = {0}; 𝜉 ·𝑋 = 𝜂
для 𝑋 ⊆ N, 𝑋 ̸= ∅,1; 𝜉 · 𝜉 = 𝜉 · 𝜂 = 𝜂 · 𝜂 = 𝜂; ∅ · 𝑎 = ∅ для всех 𝑎.

Построенную структуру можно достроить до МКД. В частности,
имеем {𝑎}* = N ̸⪯ 𝜉, но 1 ⪯ 𝜉 и {𝑎} · {𝑎}* ⪯ 𝜉, что свидетельствует о
нарушении принципа декомпозиции.

Теорему 2 можно переформулировать в терминах инэквациональ-
ных теорий:
Следствие 3. Если задать инэквациональную теорию всех МКД
как расширение исчисления Ламбека с единицей [6] аксиомами для
итерации (с правилом сечения), то в этом исчислении не будет
выводимым правило декомпозиции 1⪯𝐵 𝐴·𝐴*⪯𝐵

𝐴*⪯𝐵 .

Заключение

В работе рассмотрен специальный класс моноидов Клини с де-
лениями — а именно, удовлетворяющих принципу декомпозиции.
Доказана Σ0

1-полнота его инэквациональной теории (теорема 1), а
также показана его нетривиальность (теорема 2).

Вопрос об истинности теоремы 1 а также более тонкий вопрос о
д о п у с т и м о с т и правила декомпозиции (в сравнении с выводимо-
стью, следствие 3) в инэквациональной теории всех МКД остаются
открытыми.
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