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Аннотация. Работа посвящена распространению сообщений в
случайных графах. Рассматривается задача передачи сообщения
каким-то узлом графа другим узлам в графе. Для этой цели среди
узлов графа находятся лидирующие узлы, которые наиболее быст-
ро распространяют информацию, а также лидирующие сообщества,
к которым такие узлы относятся. С помощью статистических мето-
дов, оценивая экстремальные и хвостовые индексы сообществ, про-
водится исследование фиксированных и динамически меняющихся
графов, в которых распределения числа входящих и выходящих
связей между узлами задается степенным законом с известными
параметрами.

Ключевые слова: случайный граф, распространение сообщений,
сообщество, хвостовой индекс, экстремальный индекс.

Введение

Распространение сообщений в случайных графах является важ-
ной задачей с приложением в различных областях, как распреде-
ленные вычисления [2, 11] и социальные сети. Например, время
распространения инфекции в контактных сетях [5] может влиять на
эффективность вакцинации.

В прошлых работах авторов [7, 8] были исследованы распределе-
ния ПейджРангов узлов и свойства сообществ узлов посредством
экстремального и хвостового индексов. В качестве сообщества рас-
сматривалась группа узлов, которые связаны между собой большим
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числом связей и мало связаны с остальными узлами графа. В насто-
ящей работе рассматриваются результаты исследования экстремаль-
ного и хвостового индексов для задачи распространения сообщений
в случайном графе.

Анализируя фиксированные ненаправленные графы (Секция 2)
и эволюцию во времени направленных графов (Секция 3), в статье
приводятся обнаруженные зависимости между экстремальным и
хвостовым индексами, оцениваемыми по множествам характеристик
узлов сообществ, и временем распространения сообщения.

1. Основные определения

1.1. Экстремальный индекс

Для стационарной последовательности {𝑋𝑛}𝑛>1 с функцией рас-
пределения (ф. р.) 𝐹 (𝑥) и максимумом 𝑀𝑛 = max

16𝑗6𝑛
𝑋𝑗 существует

экстремальный индекс (ЭИ) 𝜃 ∈ [0, 1], если для любого 0 < 𝜏 <∞
найдется вещественная последовательность 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝜏) удовлетворя-
ющая соотношениям

lim
𝑛→∞

𝑛(1− 𝐹 (𝑢𝑛)) = 𝜏 и lim
𝑛→∞

𝑃{𝑀𝑛 6 𝑢𝑛} = 𝑒−𝜏𝜃,

в том смысле, что 𝑀𝑛 остается ограниченным при 𝑛→∞ ([6], p. 63).
Для независимых случайных величин ЭИ равен единице. Об-

ратное утверждение неверно. Чем ближе 𝜃 к нулю, тем сильнее
степень локальной зависимости (кластерности). Обратная величина
1/𝜃 аппроксимирует средний размер кластера, то есть среднее число
превышений на кластер. В классической теории кластер может опре-
деляться как блок данных с хотя бы одним превышением уровня
𝑢. В [3] кластер определяется, как число 𝑇 (𝑢) превышений между
двумя последовательными не превышениями

𝑇 (𝑢) = min{𝑡 > 1 : 𝑋𝑗+𝑡 > 𝑢} при 𝑋𝑗 > 𝑢. (1)
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Значение ЭИ может быть оценено с помощью интервальной оцен-
ки [3]̂︀𝜃(𝑢) = min(1, 𝜃*), (2)

𝜃* =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
(︁𝑁−1∑︀

𝑖=1

𝑇 (𝑢)𝑖 − 1
)︁2

(𝑁 − 1)
𝑁−1∑︀
𝑖=1

(𝑇 (𝑢)𝑖 − 1)(𝑇 (𝑢)𝑖 − 2)

, max{𝑇 (𝑢)𝑖} > 2,

2
(︁𝑁−1∑︀

𝑖=1

𝑇 (𝑢)𝑖

)︁2
(𝑁 − 1)

𝑁−1∑︀
𝑖=1

(𝑇 2(𝑢)𝑖)

, иначе,

где 𝑁 = 𝑁(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=1

1I(𝑋𝑖 > 𝑢). Чтобы ввести интервальную оцен-

ку для графа, предлагается определить 𝑇 (𝑢) как количество ребер
кратчайшего пути между узлами, характеристики которых боль-
ше, чем 𝑢 [9]. Такое предположение помогает рассматривать ЭИ
сообществ узлов, используя известные результаты, полученные для
последовательностей.

1.2. Хвостовой индекс

Пусть {𝑋𝑛}𝑛>1 — стационарная последовательность независимых
одинаково распределенных (н. о. р) случайных величин (с. в.) с ф. р.
𝐹 (𝑥). Параметр 𝛼𝑇𝐼 называется хвостовым индексом (ХИ). Это
может быть оценено с помощью оценки Хилла [4]

̂︀𝛼𝐻(𝑘) =

(︃
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

log

(︂
𝑋(𝑛−𝑖+1)

𝑋(𝑛−𝑘)

)︂)︃−1

, (3)

где 𝑋(1) 6 𝑋(2) 6 · · · 6 𝑋(𝑛) порядковые статистики, соответ-
ствующие выборке. 𝑘 — это число наибольших порядковых стати-
стик, оптимальное значение которого выбирается методом бутстреп
(bootstrap) [4].

Для исследования распределения характеристик узлов в слу-
чайном графе требуется полагать, что характеристики является
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независимыми друг от друга, что в общем случае не является вер-
ным. Предполагая это условие выполненным или проверяя его с
помощью статистических тестов, можно исследовать ХИ характери-
стик сообществ.

2. Распространение сообщений в
ненаправленном графе

Опишем алгоритм распространения SPREAD, предложенный
в [11] для неориентированного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸). Здесь 𝑉 и 𝐸 —
наборы вершин и ребер графа соответственно. Рассмотрим асин-
хронную модель времени, где узел может инициировать связь по
тикам глобальных часов, которые моделируются как процесс Пуас-
сона с параметром 𝑛 = |𝑉 |, [2, 11]. Пусть 𝑘 > 0 обозначает номер
тика часов или шаг алгоритма. При каждом 𝑘 только один узел
𝑖, выбранный равномерно среди всех, может отправить все свои
имеющиеся сообщения, связываясь с другим узлом 𝑗 с вероятностью
𝑃𝑖𝑗 = 1/𝐷𝑖, где 𝐷𝑖 — степень или количество связей узла 𝑖.

Выберем узел 𝑥 с характеристикой 𝑋𝑥 и сообщество узлов 𝑆,
к которому он может принадлежать. Чтобы определить ЭИ сооб-
щества 𝑆 (предполагая, что ЭИ существует), берем высокий квин-
тиль 𝐹 (𝑥) распределения выбранной характеристики в качестве
порогового значения 𝑢*. Для оценивания необходимо определить
множество кратчайших путей {𝑇 (𝑢*)𝑖} для всех возможных пар
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 [9]. Событие {𝑇 (𝑢*)𝑖 = 𝑚} означает, что характеристики
𝑋𝑖1 , 𝑋𝑖2 , . . . , 𝑋𝑖𝑚 в последовательности 𝑋𝑥𝑦 меньше, чем 𝑢*, но 𝑋𝑥

и 𝑋𝑦 превышают 𝑢*.
Моделирование показало, что узлы с высокими значениями бли-

зости (closeness centrality)

𝐶𝑥 =
𝑛− 1∑︀

𝑦,𝑦 ̸=𝑥 𝑑(𝑥, 𝑦)
, 0 < 𝐶𝑥 6 1,

[12], где 𝑑(𝑥, 𝑦) — длина кратчайшего пути между узлами 𝑥 и 𝑦,
распространяют информацию быстрее прочих узлов [9]. Такие узлы
являются лидирующими узлами для задачи распространения ин-
формации. Также верно, что узлы с большим количеством связей
𝐷𝑥 быстрее распространяют сообщения. Также были определены
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лидирующие сообщества, содержащие наилучших узлов распростра-
нителей. Такие сообщества имеют такие же значения ЭИ, что и весь
граф, рассмотренный как отдельное сообщество.

3. Распространение сообщений в направленном
динамически меняющемся графе

Метод эволюции линейного предпочтительного присоединения
(ПА) (Preferential Attachment) [1, 13] начинает работу с начального
ориентированного графа 𝐺(𝑘0) с хотя бы одним узлом и 𝑘0 ребрами.
Для неотрицательных параметров 𝛼, 𝛽, 𝛾, таких как 𝛼+𝛽+𝛾 = 1, и
∆𝑖𝑛,∆𝑜𝑢𝑡, ПА строит растущую последовательность направленных
случайных графов 𝐺(𝑘) = (𝑉 (𝑘), 𝐸(𝑘)). Граф 𝐺(𝑘) создается из
𝐺(𝑘 − 1) путем добавления нового направленного ребра. Обозначим
число узлов на шаге 𝑘 через 𝑁(𝑘), а число входящих (in-degree) и
выходящих связей (out-degree) узла 𝑤 в графе 𝐺(𝑘) с ребрами 𝑘 как
𝐼𝑘(𝑤) и 𝑂𝑘(𝑤). В [1,13] предложены три сценария создания ребра. На
каждом шаге алгоритма путем подбрасывания 3-сторонней монеты
с вероятностями 𝛼, 𝛽 и 𝛾 выбирается один из сценариев:

• В соответствии с 𝛼-схемой добавляется новый узел 𝑤𝑛𝑒𝑤 и
ребро (𝑤𝑛𝑒𝑤 → 𝑤) с вероятностью 𝛼. Существующий узел
𝑤 ∈ 𝑉 (𝑘 − 1) выбирается с вероятностью

𝑃 (𝑤 ∈ 𝑉 (𝑘 − 1)) =
𝐼𝑘−1(𝑤) + ∆𝑖𝑛

𝑘 − 1 + ∆𝑖𝑛𝑁(𝑘 − 1)
.

• В соответствии с 𝛽-схемой добавляется новое ребро (𝑤1 →
𝑤2) с вероятностью 𝛽, где оба существующих узла 𝑤1 и 𝑤2

выбираются независимо и с вероятностью

𝑃 (𝑤1 → 𝑤2) =
𝑂𝑘−1(𝑤1) + ∆𝑜𝑢𝑡

𝑘 − 1 + ∆𝑜𝑢𝑡𝑁(𝑘 − 1)
· 𝐼𝑘−1(𝑤2) + ∆𝑖𝑛

𝑘 − 1 + ∆𝑖𝑛𝑁(𝑘 − 1)
.

• В соответствии с 𝛾-схемой добавляется новый узел 𝑤𝑛𝑒𝑤 и
ребро (𝑤 → 𝑤𝑛𝑒𝑤) с вероятностью 𝛾, 𝑤 ∈ 𝑉 (𝑘 − 1) выбирается
с вероятностью

𝑃 (𝑤 ∈ 𝑉 (𝑘 − 1)) =
𝑂𝑘−1(𝑤) + ∆𝑜𝑢𝑡

𝑘 − 1 + ∆𝑜𝑢𝑡𝑁(𝑘 − 1)
.
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Это означает, что 𝑁(𝑘) = 𝑁(𝑘−1) для 𝛽-схемы и 𝑁(𝑘) = 𝑁(𝑘−1)+1
для остальных.

Несмотря на то, что линейный ПА используется для эволюции
ориентированных графов, он так может быть использован как мо-
дель для распространения информации [10]. Предполагая, что со-
общение, находящееся в одном из узлов, распространяется среди
фиксированного числа 𝑛 узлов, на каждом шаге ПА с предопреде-
ленными значениями параметров сообщение может быть доставлено
от узла 𝑖 в узел 𝑗 только, если создано направленное ребро (𝑖→ 𝑗).
Такое ребро может быть добавлено к сети только с помощью 𝛾−
или 𝛽− схем. Если узел 𝑖 не имеет сообщения, то ребро (𝑖→ 𝑗) не
распространяет сообщение дальше на узел 𝑗. Схема 𝛼 увеличивает
число узлов без сообщения.

Для анализа скорости распространения сообщений с помощью
ПА модели было проведено ее сравнение с алгоритмом SPREAD при
𝑃𝑖𝑗 = 1/𝑂𝑖 и 𝑃𝑖𝑗 = 1/(𝑂𝑖 + 𝐼𝑖). Здесь 𝑃𝑖𝑗 обозначает вероятность, что
узел 𝑖 выберет узел 𝑗 для передачи сообщения. При исследовании
некоторых модельных графов было показано, что ПА может быстрее
распространять информацию для некоторых наборов параметров
(𝛼, 𝛽, 𝛾) при ∆𝑖𝑛 = ∆𝑜𝑢𝑡 = 1, чем SPREAD [10].

Также было проведено моделирование неоднородных графов,
состоящих из сообществ узлов с разными распределениями числа
входящих и выходящих связей. Эти распределения, как показано
многими авторами, имеют правильно меняющиеся хвосты. Было
обнаружено, что узлы из сообществ с наименьшим ХИ для распре-
деления out-degree, то есть с распределением, имеющим наиболее
тяжелый хвост, распространяют свое сообщение быстрее, чем узлы
из прочих сообществ [10]. Такие сообщества могут быть названы
лидирующими.

Заключение

В работе исследовались фиксированные ненаправленные графы
(Секция 2) и динамически развивающиеся направленные графы
(Секция 3). Используя непараметрические оценки экстремального
и хвостового индексов сообщества узлов графа, было обнаружено
существование лидирующих сообществ, то есть групп, связанных
между собой большим числом ребер и содержащих узлы — лидеры
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по скорости распространения информации. Моделирование на ряде
примеров графов в работах [9] и [10] показало следующие резуль-
таты. Для фиксированных ненаправленных графов лидирующие
сообщества имеют то же значение экстремального индекса, что и
весь граф. Для динамических направленных графов, эволюциониру-
ющих во времени, лидирующие сообщества обладают наименьшим
хвостовым индексом для числа выходящих связей (out-degree) по
сравнению с прочими сообществами.
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