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Аннотация. В данной работе получена асимптотическая верх-
няя граница для самоподобного трафика, являющегося суммой
𝑛 независимых фрактальных броуновских движений с разными
показателями Херста 𝐻1 < 𝐻2 < . . . < 𝐻𝑛.

Ключевые слова: фрактальное броуновское движение, неодно-
родный трафик, вероятность переполнения буфера.

Введение

Современный сетевой трафик имеет сложную структуру, что
затрудняет перераспределение ресурсов для его эффективного об-
служивания. Потери данных из-за переполнения буферов и увели-
чение времени задержки в трансляции негативно сказываются на
качестве передаваемой видео и аудио-информации. Поэтому исследо-
вание влияния трафика на данные характеристики является важной
задачей для сетевого конфигурирования.

Теоретические и практические исследования [5] показали, что
фрактальное броуновское движение (ФБМ) адекватно описывает
современный трафик. ФБМ — это самоподобный процесс с длинной
памятью и легкими хвостами.

Оценка асимптотической нижней границы для вероятности пере-
полнения конечного буфера в условиях ФБМ получена в работе [4].
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В статьях [3, 5] приведены верхние границы для такой вероятно-
сти. В работе [6] описана асимптотика вероятности переполнения в
условиях большого буфера.

В рамках данной статьи будет использован метод, предложенный
в [1].

1. Основные определения

Определение 1. Случайный процесс 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 > 0) назы-
вается с а м о п о д о б н ы м с параметром Херста 𝐻 > 0, если он
удовлетворяет условию

𝑋(𝑡)
𝑑
= 𝑐−𝐻𝑋(𝑐𝑡), ∀𝑡 > 0, ∀𝑐 > 0,

где 𝑑
= означает равенство конечномерных распределений.

Определение 2. Д р о б н ы м б р о у н о в с к и м д в и ж е н и е м
с параметром 𝐻 называется гауссовский процесс (𝐵𝐻(𝑡), 𝑡 > 0) с
нулевым средним и ковариационной функцией

𝛾(𝑡, 𝑠) =
𝜎2

2

(︁
|𝑡|2𝐻 + |𝑠|2𝐻 − |𝑡− 𝑠|2𝐻

)︁
, 0 < 𝐻 < 1. (1)

При 𝐻 = 1/2 имеем обычное броуновское движение с корреляци-
онной функцией

𝛾(𝑡, 𝑠) = 𝜎2 min{𝑡, 𝑠}.

2. Основные результаты

Рассмотрим систему массового обслуживания, на которую пода-
ется следующий входящий поток:

𝐴(𝑡) = 𝑚𝑡+ 𝜎𝐵𝐻(𝑡), (2)

где (𝐵𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑅1) — ФБМ с параметром 1/2 < 𝐻 < 1, 𝑚 — средняя
интенсивность потока, 𝜎 > 0 — масштабный параметр.

В системе имеется одного устройство, с постоянной скоростью
обслуживания 𝐶 > 0. Тогда интенсивность трафика равна 𝑟 =
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𝐶 −𝑚 > 0 и у процесса нагрузки 𝑄(𝑡) = sup
𝑡>𝑠

(𝐴(𝑡)−𝐴(𝑠)− 𝐶(𝑡− 𝑠))
существует стационарное распределение

𝑄
𝑑
= sup

𝑡>0
(𝐴(𝑡)− 𝐶𝑡) . (3)

Нас интересует в е р о я т н о с т ь п е р е п о л н е н и я

𝜀(𝑏) := 𝑃 [𝑄 > 𝑏], (4)

где 𝑏 > 0 — некоторый пороговый уровень, например, размер буфера.
Обозначим через 𝐵1/2(𝑡) — стандартное броуновское движение

и положим 𝛾 = (2𝐻 − 2)−1, 𝑏* = 𝑏 · (𝜎/𝑟𝐻)2𝛾 . В силу автомодель-
ности процесса 𝐵𝐻(𝑡), неравенства Слепяна и теоремы 3.1 из [1]
справедливо

𝑃

(︂
sup
𝑡>0
{𝜎𝐵𝐻(𝑡)− 𝑟𝑡} > 𝑏

)︂
= 𝑃

(︂
sup
𝑡>0
{𝐵(𝑡)− 𝑡} > 𝑏*

)︂
6

6 𝑃

(︂
sup
𝑡>0
{𝐵1/2(𝑡2𝐻)− 𝑡} > 𝑏*

)︂
6

∞∫︁
0

1√
2𝜋𝑡2𝐻

exp

(︂
− (𝑡+ 𝑏*)2

2𝑡2𝐻

)︂
𝑑𝑡 ∼

∼
√︂

𝐻

1−𝐻
· 𝑒−𝑐(𝐻,𝜎,𝑟)·𝑏2−2𝐻

, 𝑏→∞, (5)

где 𝑐(𝐻,𝜎, 𝑟) есть некоторая явно вычисляемая константа, а ∼ озна-
чает асимптотику.

Пусть теперь

𝐴(𝑡) = 𝑚𝑡+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜎𝑖𝐵𝑖(𝑡) = (𝑚1 + . . .+𝑚𝑛)𝑡+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜎𝑖𝐵𝑖(𝑡), (6)

где 𝑚𝑖, 𝜎𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛 — средние интенсивности и масштабные
параметры потоков, (𝐵𝑖(𝑡) = 𝐵𝐻𝑖

(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑅1) — независимые ФБМ с
параметрами 1/2 < 𝐻1 < . . . < 𝐻𝑛 < 1.

Воспользуемся методом разделения потоков (de-multiplexing) тра-
фика на отдельные очереди с 𝑏𝑖 = 𝑏/𝑛, 𝑟𝑖 = 𝐶𝑖 − 𝑚𝑖, 1, 𝑛, 𝐶 =
𝐶1 + . . .+ 𝐶𝑛. Имеем

𝑃 [𝑄 > 𝑏] 6
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑃

(︂
sup
𝑡>0
{𝜎𝑖𝐵𝑖(𝑡)− 𝑟𝑖𝑡} > 𝑏𝑖

)︂
. (7)
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Теорема 1. В рамках описанной выше неоднородной модели верх-
няя асимптотическая граница для вероятности переполнения имеет
следующий вид:

𝑃 [𝑄 > 𝑏] 6

√︂
𝐻𝑛

1−𝐻𝑛
· 𝑒−𝑐(𝐻𝑛,𝜎,𝑟𝑛)·𝑏2−2𝐻𝑛

, 𝑏→∞, (8)

где

𝑐(𝐻,𝜎, 𝑟) =
𝑟2𝐻

𝐻2𝐻𝑛2−2𝐻(1−𝐻)2−2𝐻𝜎2
.

Заключение

В данной работе получена асимптотическая верхняя граница
для вероятности переполнения большого буфера в условиях неод-
нородного самоподобного входящего потока, являющегося суммой
независимых фрактальных броуновских движений. Данная оценка
имеет простое аналитическое выражение, что облегчает ее практиче-
ское применение. Полученные результаты могут быть полезны при
разработке механизмов управления и контроля для современных
высокоскоростных сетей телекоммуникации.
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