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Введение

Около 50 лет назад было замечено, что, в отличие от логик
высказываний, многие модальные логики предикатов неполны в
семантике Крипке. Хотя имеются общие теоремы о полноте о пре-
дикатных логиках с постоянными областями (см. [3]), для логик с
расширяющимися областями подобные результаты неизвестны. В
данной работе рассматриваются логики вида QΛ — минимальные
предикатные расширения пропозициональных логик Λ; уже для них
проблема полноты нетривиальна. Мы даем обзор состояния дел по
этой теме.

1. Основные определения

Как и в [3], модальные предикатные формулы рассматриваются
в сигнатуре без равенства со счетным множеством предикатных
символов каждой из валентностей 0, 1, . . .; базовые связки: ⊥,→,�.
M о д а л ь н а я п р е д и к а т н а я л о г и к а — множество формул,
содержащее аксиомы модальной пропозициональной логики K, акси-
омы классического исчисления предикатов и замкнутое относительно
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правил Modus Ponens, 𝐴/∀𝑥𝐴, 𝐴/�𝐴 и предикатной подстановки.
QΛ — минимальное предикатное расширение пропозициональной
логики Λ.

П р е д и к а т н а я ш к а л а К р и п к е над пропозициональной
шкалой 𝐹 = (𝑊,𝑅) — это пара F = (𝐹,𝐷), где 𝐷 = (𝐷𝑢)𝑢∈𝑊 ,
все области 𝐷𝑢 непусты и 𝐷𝑢 ⊆ 𝐷𝑣 при 𝑢𝑅𝑣. О ц е н к а 𝜉 на F —
функция, переводящая каждый 𝑛-местный предикатный символ 𝑃𝑛

𝑘 в
семейство 𝑛-местных отношений на𝐷𝑢, то есть 𝜉(𝑃𝑛

𝑘 ) = (𝜉𝑢(𝑃𝑛
𝑘 ))𝑢∈𝑊 ,

где 𝜉𝑢(𝑃𝑛
𝑘 ) ⊆ 𝐷𝑛

𝑢 для 𝑛 ≠ 0 и 𝜉𝑢(𝑃 0
𝑘 ) ∈ {0, 1}. Пара 𝑀 = (F, 𝜉) —

м од е л ь К р и п к е над F.
Истинность𝐷𝑢-предложения (замкнутой формулы с константами

из 𝐷𝑢) в точке 𝑢 из 𝑀 определяется стандартнo, по рекурсии. В
частности,

𝑀,𝑢 � 𝑃𝑛
𝑘 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ⇔ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝜉𝑢(𝑃𝑛

𝑘 ),

𝑀, 𝑢 � 𝑃 0
𝑘 ⇔ 𝜉𝑢(𝑃 0

𝑘 ) = 1,

𝑀, 𝑢 � ∀𝑥𝐴(𝑥) ⇔ ∀𝑎 ∈ 𝐷𝑢 𝑀,𝑢 � 𝐴(𝑎),

𝑀, 𝑢 � �𝐴 ⇔ ∀𝑣 ∈ 𝑅(𝑢) 𝑀,𝑣 � 𝐴.

Формула 𝐴(x) о б щ е з н а ч и м а на F, если ее универсальное
замыкание ∀x𝐴(x) истинно во всех точках всех моделей Крипке
над F. М о д а л ь н о й л о г и к о й к л а с с а ш к а л 𝒞 называется
множество всех формул, общезначимых на всех шкалах из 𝒞. Такие
логики называются п о л н ы м и п о К р и п к е.

Данная работа посвящена проблеме полноты для логик вида QΛ.
Перечислим пропозициональные логики и аксиомы, которые здесь
упоминаются.

K4 = K +�𝑝→ ��𝑝, S4 = K4 +�𝑝→ 𝑝,

�·T = K +�(�𝑝→ 𝑝), SL4 = K4 +�𝑝↔♦𝑝,

K4.2 = K4 + ♦�𝑝→ �♦𝑝, S4.2 = K4.2 +�𝑝→ 𝑝,

K4.3 = K4 +�(𝑝 ∧�𝑝→ 𝑞) ∨�(𝑞 ∧�𝑞 → 𝑝),

S4.3 = K4.3 +�𝑝→ 𝑝, 𝐴𝑑𝑛 =
𝑛⋀︀

𝑖=1

♦𝑝𝑖 → ♦(
𝑛⋀︀

𝑖=1

♦𝑝𝑖),

GL = K +�(�𝑝→ 𝑝)→ �𝑝, K05 = K + ♦♦𝑝→ �♦𝑝,
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Altn = K +

𝑛+1⋀︁
𝑖=1

♦𝑝𝑖 →
⋁︁

16𝑖<𝑗6𝑛+1

♦(𝑝𝑖 ∧ 𝑝𝑗).

Шкалы Крипке дляK05 задаются условием «густоты»:𝑅−1∘𝑅2 ⊆ 𝑅,
для Altn — условием ограниченного ветвления: ∀𝑥 |𝑅(𝑥)| 6 𝑛, для
K +𝐴𝑑𝑛 — условием 𝑛-плотности:

𝑛⋂︀
𝑖=1

𝑅(𝑥𝑖) ⊆ 𝑅−1(
𝑛⋂︀

𝑖=1

𝑅(𝑥𝑖)).

2. Теоремы о неполноте по Крипке

Теорема 1 (см. [4]). Для Λ ⊇ S4, логика QΛ может быть полной
только если Λ ⊇ S5 или Λ ⊆ S4.3.
Теорема 2 (см. [7]). Если �·T ⊆ Λ ⊆ SL4, то логика QΛ неполна.
Теорема 3 (см. [5]). Логика QGL неполна.

3. Теоремы о полноте по Крипке

Определение 1. О д н о с т о р о н н я я P T C - л о г и к а — это мо-
дальная пропозициональная логика, которая аксиоматизируется
формулами вида �𝑝→ �𝑛𝑝, a также замкнутыми пропозициональ-
ными формулами.
Теорема 4 (см. [3]). Если Λ — односторонняя PTC-логика, то QΛ
полна.
Теорема 5 (см. [1], [3]). Логика QS4.2 полна.
Теорема 6 (см. [2]). Логики QS4.3, QK4.3, QK4.3 + 𝐴𝑑 + ♦⊤
полны.
Теорема 7 (см. [6]). QΛ полна для следующих логик Λ:
K4 +𝐴𝑑𝑛, K +𝐴𝑑𝑛, K4.2, K4.2 +𝐴𝑑𝑛.
Теорема 8 (см. [8]). Логика QAltn полна.
Теорема 9. Логика QK05 +�3⊥ полна.

Для доказательства двух последних теорем применяются «ква-
зиканонические модели». Напомним сначала определение канониче-
ских моделей [3].
Определение 2. Зафиксируем счетное множество констант 𝑆*.
𝐿- п л е й с — это максимальная 𝐿-непротиворечивая теория Хен-
кина в сигнатуре с дополнительными константами из некоторого
подмножества 𝑆* с бесконечным дополнением.
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К а н о н и ч е с к а я м о д е л ь 𝑉𝑀𝐿 модальной предикатной ло-
гики 𝐿 имеет вид (𝑉 𝑃𝐿, 𝑅𝐿, 𝐷𝐿, 𝜉𝐿), где

• 𝑉 𝑃𝐿 — множество всех 𝐿-плейсов,

• Γ𝑅𝐿∆, если для всех 𝐴 из �𝐴 ∈ Γ следует 𝐴 ∈ ∆,

• (𝐷𝐿)Γ (обозначается 𝐷Γ) — множество всех констант из Γ,

• 𝑉𝑀𝐿,Γ � 𝐴 тогда и только тогда, когда 𝐴 ∈ Γ для атомарных
𝐷Γ-предложений 𝐴.

Теорема 10 (О канонической модели). Для любого 𝐿-плейса Γ и
𝐷Γ-предложения 𝐴, 𝑉𝑀𝐿,Γ � 𝐴 тогда и только тогда, когда 𝐴 ∈ Γ.

Следующие определения несколько отличаются от [3].
Определение 3. Модель Крипке 𝑀 ′ = (𝑊 ′, 𝑅′, 𝐷′, 𝜉′) называется
с л а б о й с е л е к т и в н о й п о д м о д е л ь ю модели Крипке 𝑀 =
(𝑊,𝑅,𝐷, 𝜉), если

• 𝑊 ′ ⊆𝑊 ; 𝑅′ ⊆ 𝑅; для всех 𝑤 ∈𝑊 ′, 𝐷𝑤 = 𝐷′
𝑤; 𝜉′𝑤 = 𝜉𝑤,

• для всех 𝐷𝑤-предложений 𝐴,

𝑀,𝑤 ̸|= �𝐴 =⇒ ∃𝑢 ∈ 𝑅′(𝑤)𝑀,𝑢 ̸|= 𝐴.

Определение 4. К в а з и к а н о н и ч е с к а я м о д е л ь логики 𝐿 —
это слабая селективная подмодель ее канонической модели.
Теорема 11. Для любого 𝐿-плейса Γ из квазиканонической модели
𝑀 и 𝐷Γ-предложения 𝐴 𝑀,Γ � 𝐴⇔𝐴 ∈ Γ.

Для доказательства теоремы 8 квазиканоническая модель, со-
держащая данный 𝐿-плейс, последовательно строится следующим
образом. Если уже построено Γ, то для каждой формулы ♦𝐴 ∈ Γ до-
бавляется 𝐿-плейс ∆ ∈ 𝑅𝐿(Γ), содержащий 𝐴 (если такого нет среди
уже построенных). Altn обеспечивает ограниченное ветвление.

Для доказательства теоремы 9 квазиканоническая модель, содер-
жащая данный 𝐿-плейс Γ, строится в 2 этапа. Пусть {♦𝐴1,♦𝐴2, . . .}—
список всех формул из Γ, начинающихся с ♦. На первом этапе для
каждой формулы ♦𝑖𝐴 добавляется 𝐿-плейс ∆𝑖 ∈ 𝑅𝐿(Γ), содержащий
𝐴 (если такого нет среди Γ,∆1, . . . ,∆𝑖−1). При этом 𝐿-плейсы ∆𝑖

должны быть р а з д е л е н ы, то есть 𝐷Δ𝑖
∩𝐷Δ𝑗

= 𝐷Γ при 𝑖 ̸= 𝑗; это
условие всегда можно обеспечить в конструкции Хенкина.
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На втором этапе для каждого 𝑖 и формулы ♦𝐵 ∈ ∆𝑖 строится
содержащий ее 𝐿-плейс из

⋂︁
𝑗

𝑅𝐿(∆𝑗). Такой плейс всегда существует,

благодаря непротиворечивости теорий

{𝐵} ∪
⋃︁
𝑗

{𝐴 | �𝐴 ∈ ∆𝑗}.

Непротиворечивость устанавливается с использованием аксиомы
K05 и разделенности теорий ∆𝑗 .

Заключение

Таким образом, для логик QΛ сохраняется прежняя картина:
полные логики — островки в океане неполных. Во многих случаях
вопрос о полноте открыт: например, для Λ = K05 +�4⊥ или когда
Λ — логика конечного дерева (со строгим порядком).
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